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lii  der  Zelt  vom  seuhsttüi  hh  zliiii  zweiten  Jahi'hundert  v.  Chr. 
wui'de  der  Grund  zu  der  matliematischen  Wissenschaft  von 
den  griechischen  Mathematikern  gelegt.  Die  wichtigste  Bedin- 
gung dafür,  dafs  dieser  Grundhau  eine  Wissenschaft  tragen 
konnte ,  deren  Wahi'heiten  erst  dann  ihre  rechte  Bedeutung 
erhalten,  weim  sie  durch  vollständige  Beweise  sicher  gestellt 
werden,  hestand  darin,  dafs  er  seihst  die  genaiuite  Eigenschaft 
hatte.  Jeder  weifs,  dafs  dies  in  hohem  Mafse  für.  die  grie- 
chische Geometrie  zutraf,  welche  sich  sowohl  gf^en  Einwen- 
dungen wie  gegen  Fehlschlüsse  durch  die  Entwicklung  einer 
strengen  Dai-stellungsform  sicherte,  die  geradezu  das  Ziel  ver- 
folgte, die  aufgestellten  Wahrheiten  unanfechtbar  zu  machen. 

Dieses  Ziel  wh'd  jedoch  in  den  Schriften  der  Alten  so  aus- 
schliefslich  verfolgt,  dafs  es  nur  auf  Kosten  der  Übersichtlichkeit 
erreicht  wkd.  Der  Leser  erfahrt,  was  geschehen  soll,  was  wahr 
ist  und  weshalb  es  richtig  ist;  aber  in  welcher  Absicht  etwas 
geschieht  oder  etwas  untersucht  wird,  das  läfst  sich  in  jedem 
Falle  nur  lange  nachher  beurteilen,  wenn  man  die  Folgen  sieht. 
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VIII  Von-ede. 

Mitteilungen  über  die  benutzten  Entdecknngswege  fehlen  ganz, 
wenn  man  die  alle  mathematische  Forschung  umfassende  ana- 
lytische Methode  ausnünmt.  Der  Darsteliungsform  der  Alten, 
welche  in  logischer  Hinsieht  so  vollkommen  war,  iehlten  des- 
halb die  Eigenschaften,  welche  dieselbe  zu  einem  bequemen 
Mittel  hätten  machen  können,  den  reichen  Inhalt  der  griechi- 
schen Geometrie  —  geschweige  die  Arbeitsweise  derselben  —  auf 
spätere  Geschlechter  zu  übertragen.  Im  Schlufsabschnitte  dieses 
Buches  wird  gezeigt  werden,  dafs  trotz  des  Eifers,  mit  dem  die 
Mathematiker  der  Renaissancezeit  sich  auf  das  Studium  der 
Schriften  des  Altertums  geworfen  hatten,  dennoch  während  der 
ganzen  neueren  Zeit  neue  Einflüsse  von  Seiten  der  griechischen 
Geometrie  sich  noch  geltend  machen  konnten,  und  im  Verlauf  der 
Daretellung  wird  sich  zeigen,  dafs  Chasles'  bekannter  Nach- 
weis, Euklid  habe  einige  von  den  kürzlich  wiederentdeckten 
Eigenschaften  projektivischer  Punktreihen  gekannt,  noch  weiter 
dahin  au^edehnt  werden  mufs,  dafs  man  im  Altertum  die 
Anwendung  einiger  solcher  Reihen  auf  die  Lehre  von  den 
K^eischnitten  gekannt  habe.  Dafs  so  die  antike  Geometrie 
trotz  der  aufserordentlichen  Entwicklung  der  modernen  Ma- 
thematik stets  auf  neue  Weise  ihre  Bedeutung  hat  auf- 
recht erhalten  können,  beweist  nicht  nur,  wie  grofs  der  Wert 
ihres  Inhaltes  ist,  sondern  zeigt  auch,  wie  grofs  die  Hindernisse 
waren,  die  sich  einer  Verbreitung  dieses  Inhaltes  entgegen- 
stellten. Diese  Hindernisse  liegen  nicht  allein  in  dem  Verlust 
wichtiger  Schriften,  sondern  auch  in  den  berührten  schwachen 
Seiten  der  Form,  in  der  die  überlieferten  Schriften  abgefafst 
sind. 

In  unserer  Zeit,  wo  die  Mathematiker  durch  die  Aneig- 
nung des  reichen  Materials ,  welches  neuere  Zeiten  gebracht 
haben  und  t^lich  bringen,  so  stai'k  in  Anspruch  genommen 
werden,  fahren  dieselben  Ursachen  fort  ihi-e  Wirkung  auszu- 
üben, und  selbst  der,  welcher  sich  einige  Bekanntschaft    mit 
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Vorrede.  IX 

den  Schriften  der  Alten  erworben  hat,  wird  kaum  geneigt  sein, 
die  in  diesen  gewonnenen  Resultate  genügend  hoch  zu  würdigen. 
Denn  ohne  Kenntnis  von  dem  gegenseitigen  Zusamnjenhange, 
in  dem  sie  entstanden  sind,  gewinnt  man  leicht  die  Vorstel- 
lung, dafs  dieser  lose  und  zufällig  sei,  und  dafs  die  Alten  des- 
halb nicht  die  Bekanntschaft  mit  der  Bedeutung  und  Brauch- 
barkeit der  Resultate  besafsen,  welche  denselben  erst  ihren 
vollen  Wert  verleiht. 

Die  Beschwerden  jedoch ,  welche  die  antike  Darstellungs- 
form darbieten  kann,  müfsten  eigentlich  zu  einer  gerade  ent- 
g^er^esetzten  Ansicht  führen.  Denn  die  Schwierigkeilen, 
welche  der  Leser  zu  überwinden  hat,  und  welche  zum  Teil 
davon  herrühren,  dafs  jene  Zeit  nicht  über  die  Darstellungs- 
mittel verfügte,  welche  die  Gegenwart  benutzen  kann,  müssen 
auch  auf  den  Verfasser  hemmend  und  hindernd  gewirkt  haben. 
Wenn  nun  Apolionius  in  einem  so  ausgedehnten  Werke  wie 
in  seinen  Kegelschnitten  diese  Schwierigkeiten  in  dem  Mafse 
überwindet,  dafs  er  die  erstrebte  Unanfechtbarkeil  ebenso  voll- 
ständig erreicht  wie  Euklid  in  seinen  Elementen,  so  zeugt  dies 
dOTchaus  für  eine  grofse  Herrschaft  über  den  behandelten  Stoff. 
Er  raufs  mit  der  Bedeutung  jedes  einzelnen  Satzes  vertraut 
gewesen  sein,  um  den  rechten  Platz  füi-  denselben  im  Lehr- 
gebäude fmden  zu  können,  und  er  mufs,  namentlich  in  den 
ersten  systematischen  Büchern,  um  die  für  dieses  Gebäude 
passendsten  Sätze  finden  zu  können,  mehrere  von  diesen 
gekarmt  haben,  zwischen  denen  er  wählen  konnte. 

Dafs  man  die  Sätze  und  Konstruktionen,  ivelche  man 
kannte,  wirklich  anzuwenden  verstand,  geht  auch  hervor  aus 
Apolionius'  Vorreden  und  aus  den  Berichten  des  späteren 
Altertums  über  Aufgaben,  die  man  in  Behandlung  nahm.  Es 
wird  sich  zeigen,  dafs  die  Geometrie  bei  den  Alten  nicht  blofs 
ihrer  selbst  w^en  entwickelt  wurde,  sondern  dafs  sie  zugleich 
als  Oi^an  für  die  allgemeine  Gröfsenlehre  diente,  ähnlich  wie 
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die  Algebra  jetzt,  und  dafs  in  dieser  Beziehung  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  über  die  elementaren  Unter- 
suchungen hinausführte.  Diese  Lehre ,  welche  überdies  mit 
einer  Vollständigkeit  entwickelt  worden  ist,  die  der  Behandlung 
anderer  Kurven  nicht  zuteil  wurde,  kann  also  ihre  Stellung  in 
der  Wissenschaft  auch  neben  modernen  Untersuchungen  be- 
haupten. Sie  verdient  deshalb,  dafs  man  sie  selbst  kennen 
lerne  und  sich  nicht  damit  b^nüge  ihre  Resultate  zu  sehen, 
welche  die  Mathematik  der  Gegenwart  in  anderen  Verbindungen 
kennt. 

Hierfür  genügt  eine  blofs  historische  Darstellung  nicht; 
deshalb  habe  ich  in  gegenwärtiger  Schrift  vei-sucht  eine  geo- 
metrische Wiederherstellung  des  Inhaltes  und  des 
Zusammenhangs  der  antiken  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten zu  geben  und  zu  begründen. 

Eine  solche  mufste  sich  vorzugsweise  an  Apolloniiis'  sieben 
Bücher  über  diesen  G^enstand  (von  acht  Büchern  sind  uns 
sieben  erhalten)  anschüefsen.  Jedoch  würde  eine  unmittelbare 
Wiedei^abe  dieser  Bücher  sowie  der  Abschnitte  aus  Euklids 
Elementen,  welche  besondere  Anwendung  in  denselben  finden, 
und  der  Schriften  von  Archiraedes  und  ApoUonius,  welche 
sich  auf  denselben  Gegenstand  beziehen,  nicht  genügend  ge- 
wesen sein:  ich  mufste  vielmehr  alles  dasjenige,  was  durch 
die  ausschliefsliche  Rücksichtnahme  der  Alten  auf  logische  Voll- 
ständigkeit verdeckt  wird,  hervorsuchen  und  durch  Benutzimg 
moderner  DarsteUungsmittel   ans  Licht   ziehen^).      Namentlich 


')  Ein  älinliüiea  Ziel  \erfolgt  Häusel-  Au-ieimndeibetzm^  ilbei  das 
Weik  des  Äpullonius  (Liouviile^  Journal  Bd  *3)  Diese  ist  ledoch 
teils  £0.  ku  /^efafst  fui  meme  Zwecke  teils  hält  '■le  'iich  so  ausschliels 
lieh  an  ApoUoniua  Schrift  dafs  man  die  Veibmdung  dieser  mit  dei 
vüiliergeheaden  geometii'Jchen  Litteratui  nieht  erkennen  kami  Endlich 
enthalt  diese  Arbeit  trotz  ihiet  Veidienste  emi^e  Mifsveratändniase  die 
i,eiegeiithch  Eiwahnung  finden  weiden  und  ni(,ht  ohne  Bedeutung  smd 
fui    die   s(a.o/.e    iuffassunK   de«   griechischen  Haiiptiveiks   übei   kegel 
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mufstc  ich  die  ÜboreinsLiinmuiigeii  aiifeuchcii,  welche  zwi- 
schen den  Hülfsniittehi ,  die  in  den  verschiedenen  Beweisen 
benutzt  werden,  existieren,  und  auf  den  Wert,  den  diese 
Hülfsraittel  und  die  aufgestellten  Sätze  in  der  Hand  der  Alten 
hatten,  mufste  ich  durch  das  schhefsen,  wozu  die  Alten 
sie  benutzten.  Die  Yoi^efLindenen  logischen  Anu'enÖungen 
mufsten  mir  dabei  eine  Vorstellung  davon  geben,  wie  dieselben 
Hilfsmittel  hab_en  angewandt  werden  können,  um.  die  ver- 
schiedenen aufgestellten  Sätze  zu  finden.  Wemi  nun  auch 
die  so  gefundenen  Entdeckungswege  niemals  zu  so  allgemein 
zugäi^lichen  Methoden,  wie  die  Gegenwart  sie  kennt,  zusammen- 
gestellt gewesen  sind,  so  darf  ]nan  doch  mit  Bestimmtheit  an- 
nehmen, dafs  eine  mündlicJie  Tradition  vom  Lehrer  zum  Schüler 
und  praktische  Übur^  in  den  Anwendungen  sie  zu  etwas  mehr 
als  dem  Eigentum  einzelner  hervorragender  Männer  gemacht 
hat.  Dieselben  Wege  haben  sich  dann  auch  bei  der  weiteren 
Anwendung  der  in  den  erhaltenen  Schriften  aufgestellten  Re- 
sultate benutzen  lassen.  Dadurch,  dafs  ich  diesen  Wegen  nach- 
spijrie  und  über  den  geometrischen  Gebrauch,  der  sieh  über- 
haupt von  den  gewonnenen  Resultaten  machen  läfst,  nachdachte, 
habe  ich  Mittel  gewonnen  um  über  die  Beschaffenheit  der 
Anwendungen  urteilen  zu  können,  von  denen  die  Alten  in 
ihren  Vorreden  sprechen,  sowie  über  die  Untersuchungen, 
welche  zum  Teil  den  Inhalt  sokhei  leiloieneii  Schriften  lus 
machten,  uhei  itelthe  Pappus  in  emei  viel  -^pateien  Zeit 
Mitteilungen  macht  ^)      Selbste  ei  qtindhch  hibe  n,h   umgekehit 

')  Da  ich  «le  =ich  ergeben  «ird  zu  dei  4nnahme  gelangt  bin  dal  lie 
UaterBuchunpen  iih  auch  lut  G-eEen  tan  le  erstieckt  baben  mu  ei 
itn  denen  in  den  oft  etiva-  zufälligen  Mitteilungen  die  iini  eihalfen 
=ini  mchfa  beuchtet  wird  so  habe  ich  mir  aueli  die  etwa*:  dehkate 
Fuge  gestellt  welche  nicht  eniahnten  Untersuchungen  man  ienn 
imstande  gewesen  sei  auszuführen  Einei  Beantwortung  dieser  Frage 
habe  ich  mich  nicht  ganz  entziehen  k'iiinen  denn  icli  wurde  mich 
sonst  der  Gefahi  ans-set/en    diC   min  zu  wenig  oder  zu  mcI  m  meine 
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nicht  versäumt  die  Winke  zu  benutzen,  welche  von  Pappus 
sowie  von  Prokius  und  Eutokius  oder  anderswo  in  zufäl- 
ligen Mitteilungen  für  das  Verständnis  der  Alten  gegeben  wer- 
den, und  welche  teilweise  Auszi^e  aus  Schriftstellern  sind,  die 
den  Alten  näher  standen  als  die  genannten  Berichterstalter. 

Dafs  nun  das  erforderliche  Material  für  eine  solche  Arbeit 
einem  Mathematiker  hat  zugänglich  sein  können,  das  verdanke 
ich  teils  den  Philologen,  welche  neue  Ausgaben  von  Archimedes 
und  Pappus  mit  guten  lateinischen  Übersetzungen  zu  der  Aus- 
gabe des  Apollonius  von  Halleys  kundiger  Hand  hinzugefügt 
haben,  teils  den  Männern,  welche  in  der  neuesten  Zeit  die 
mathematischen  Überlieferungen  in  einem  bis  dahin  unbekannten 
Umfange  ans  Licht  gezogen  und  historisch  und  chronologisch 
beleuchtet  haben.  Es  liegt  mir  namentlich  daran  hier  in  der 
Vorrede  Gantor,  den  Führer  unter  den  letzteren,  zu  nennen 
und  den  Nutzen  hervorzuheben,  den  mir  seine  Vorlesungen 
über  Geschickte  der  Mathematik  gewährt  haben,  da  ich  wegen 
meines  von  dem  seinen  verschiedenen  Ausgangspunktes  an 
mehreren  Stellen  genötigt  bin,  mich  seinen  Ansichten  polemisch 
gegenüber  zu  stellen. 

Obgleich  ich  wesentliche  Anregungen  empfangen  habe  von 
■  Hankel,   Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  und 
Mittelalter,   wodurch  mir  zuerst  Interesse  für  den  Gedanken- 
gang^) der  griechischen  Mathematiker  eingeflöfst  wurde,   von 

eiwähnte  Annahme  hineinlegte  Deshalh  habe  i  h  es  beispiel  «eise 
gewallt  meine  duf  auf>eioidentiich  weniRe  historische  Daten  gestützte 
\etmutung  Ober  Eiatoithenes  Mittelgröfsen  mit  auf/uuehmen  die  lilr 
mich  selbst  zunächst  eine  Prohe  dafilr  darstellte  ob  ich  mich  so  m 
die  iibeitswei=e  dei  Alten  hineinversetzt  hätte  daCs  ich  sie  selbständig 
anwenden  kannte  len  Lesei  abei  bitte  ich  sein  Urteil  ubei  den 
hiSitt Tischen  Wet  diesei  \ermutiing  nicht  auf  solche  Hypothesen 
ibeitiagen  zu  willen  leien  Wahrscheinlichkeit  ich  vrll  finliger  te 
gl  lüde 
I)  AI  sichulei  \oi  thasJes  intere  le  If  h  )  li  Im  U  „^  1  \<- 
im  Altertum  erreichten  Resultate. 
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Br  et  Schneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometei-  loi  Euklid, 
und  von  Allmaniis  in Hermathena puhlicierten  Ünteisuchimgen, 
Greek  Gewnetry  front  Tkales  to  Euklid,  so  beziehen  sich  diese  zu- 
näclist  doch  nur  auf  die  Voraussetzungen  für  die  griechische  Lehie 
von  den  Kegelschnitten').  Gröfsere  dii'ekte  Bedeutimg  für  meine 
Bearbeitung  dieser  Lehre  aher  haben  die  zahlreichen  kleinen 
Schriften  von  Paul  Tannery  gehabt,  nicht  nur  durch  die  vie- 
len in  denselben  enthaltenen  historischen  Angaben,  sondern  auch 
durch  die  bedeutenden  Beiträge,  welche  er  zum  Verständnis 
der  Entwicklung  der  griechischen  Mathematik  geliefert  hat. 
Diese  haben  mir,  wie  sich  ergeben  wird,  oft  zur  Führung 
gedient.  Endlich  ist  es  mir  von  gi'ofsem  Nutzen  gewesen  nicht 
nur  von  Heibergs  Schriften  Einsicht  zu  nehmen,  sondern 
auch  Gel^enheit  zu  haben  mit  diesem  gründlichen  Kenner 
der  Ausdrucksweise  und  des  Gedankengar^es  der  alten  Geo- 
meter  mündlich  zu  verhandein.  In  sprachlicher  Hinsicht  habe 
ich  mich  immer  seiner  Meinung  gefügt,  und  wo  ich  seine 
historisch-geometrische  Auffassung  nicht  habe  teilen  können,  da 
haben  seine  Gründe  mir  die  schwachen  Seiten  gezeigt,  welche 
die  von  mir  ai.ifgestellte  Begründung  noch  hatte. 


J  D    Ma  1  e    Ala    e  e   H    o       Je   l^ee  cti,  M  ilie    >4  i  e 

et  Phjstj  ies  ebenso  w  e  ch  i»  Stud  um.  de  be  1  efe  "tea  Seh  Üen  de 
8  q!  ea  mathemati&ol  en  Sehnft  teller  selbst  zu  n  iiisgaag^punkt  n  an  t 
so  durfte  ch  e  -wartea  dafs  z  «  sehen  lae  aer  Ärbe  t  uad  de  e  nea 
%  1  Be  Ihruafspuakte  fiEdea  3  den  Dal  de  nur  a  geinte 
Mafse  de  Fall  st  be -uht  te  Is  la  a  f  dafe  Mi  e  a  le  Ischnfl 
teile  des  Alte  t  m  aan  eatüch  n  Apollon  u  venger  t  ef  e  n 
^e  1  ngen  st  als  a  d  e  n  athemat  schea  Sir  flea  1er  aeuerea  Ze  t 
te  1«  da  dnf  daf  er  ta  t  ga  ke  ae  Rucks  cht  auf  die  zahhe  chea 
h  to  sehen  E  -gebn  see  genon  mea  hat  wel  he  v  r  der  neuere  For 
huag  verdanken  U  e  letztea  Te  le  des  aageföh  ten  umfa  g  e  hea 
Werkes  ad  m  abe  Itzl  h  ge  e  ea  le  le  Un  era  h  a  des 
E  nfl  sses      ien    I         n   k  e     e        I     1       1  7       a 

e  H  hat 
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Dieses  Bucli  ist  aus  dem  Dänischen  ültersetzt.  Das  Original 
wurde  der  Königlich  dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
am  31sten  Oktober  1884  vorgelegt  und  im  3ten  Bande  der 
Schriften  der  Gesellschaft,  6te  Reihe,  natunvissenschafliclie  und 
mathematische  Abteilung,  abgedruckt.  Die  Gesellschaft  hat 
die  Holzstiche  bei'eitwilügst  zur  Benutzung  in  dieser  deutschen 
Ausgabe  herg^ebeii,  in  der  einige  kleine  Zusätze  im  12ten 
und  19ten ,  sowie  einige  Verhessei-ui^en  mi  SOsten  und  22sten 
Äbselmitt  gemacht  sind.  Dafs  die  Übersetzung  überall  so 
genau  meine  eigenen  Gedanken  wiedergebt,  dafür  schulde  ich 
Dr.  V.  Fischer-Benzon  herzlichen  Dank,  der  —  ebenso  wie 
Herr  Chr.  Host,  der  Verlier  des  Buches  —  grofse  Verdienste 
hat  mn  die  Verbreitung  der  Schriften  dänischer  Mathematiker 
m  solchen  Kreisen  in  denen  meine  Muttersprache  nicht  ver- 
standen wird, 

K,i0V.enhas-n,   ileii  ^S^'""  Mai  1SS6. 

H.  G.  Zeuthen. 
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Erster  Aljschiiitt, 

Voraussetzungen  und   Hiilfsmitlel ;   Proportionen   UTid  geometrische  Algebra. 


Die  antike  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  welche  von  ApoUo- 
n  i  u  s ')  in  vollständigem  Zusammenhaiige  entwickelt  ist ,  ist 
ausschliefslich  auf  solchen  Voraussetzungen  aufgebaut,  welche 
sich  in  Euklids  Elementen  finden,  also  im  wesentlichen  auf 
ganz  denselben,  welche  auch  der  jetzigen  elementaren  Geometrie 
angehören.  Jeder,  der  mit  dieser  vertraut  ist  und  demnächst 
das  festhält,  was  er  nach  und  nach  während  des  Lesens  lernt, 
wird  also  jedes  einzelne  Argument  verstehen  können,  dessen 
sich  ApoUonius  bedient.  Aber  um  sich  vollständig  ■  m  den 
ganzen  Gedanker^ang  hinein  zu  versetzen  und  den  Plan  zu 
erfassen,  dem  der  Verfasser  folgt,  hat  man  zu  beachten,  dafs 
unter  den  Voraussetzungen,  welche  auch  wir  kennen,  einige 
sind,  welche  er  sowohl  wie  seine  Vorgänger  weit  häufiger 
gehraucht  haben  als  wir,  und  mit  denen  er  und  seine  antiken 
Leser  deshalb  auch  viel  vertrauter  gewesen  sind. 

Welches  diese  sind ,  und  wie  grofs  das  Bedürfnis  der 
griechischen  Geometer  für  dieselben  gewesen  ist,  versteht  man 
leicht ,  wenn  man  beachtet ,  welche  besonderen  Hülfsmittel 
eben  in  dem  erwähnten  Werke  zur  Benutzung  beim  Studium 
der  Kegelschnitte  eingeführt  werden.     Dies  sind,    wenn  auch 

')  Euklid  lebte  etwa  300  v.  Chr..  Arctiimedes  287—212,  ApoUonius 
etwa  200.  Wo  nicht  ausdrücklieh  das  Gegenteil  bemerkt  ist,  gebe 
ich  die  Jahi-azahlen  an  nach  Cantor,  Vorlesungen  über  die  Geschiclite 
der  Matbematilt,  Bd.  I.    Leipzig,  1880. 
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der  Begriff  Koordinatensystem  nicht  aufgestellt  wird,  die- 
selben, welche  wir  benutzen,  nämlich  rechtwinklige  und 
schiefwinklige  Koordinaten,  welche  die  Griechen  über- 
dies —  eben  auf  Grund  der  geometrischen  Form  für  ihre 
Anwendung  —  mit  gröfserer  Freiheit  anzuwenden  verstanden, 
als  es  im  17teB  und  18ten  Jahrhundert  der  Fall  war.  Die 
Koordinaten  gebrauchen  wir  aber  in  Verbindung  mit  der 
Algebra,  weiche  die  Griechen  nicht  kannten.  Wir  haben  also 
zu  untersuchen,  was  bei  ihnen  beim  Gebrauche  der  Koordi- 
naten wie  auch  bei  anderen  Untersuchungen,  wo  man  sich 
jetzt  gewöhidich  der  Algebra  bedient,  an  Stelle  der  Algebra  tritt. 

Zuerst  läfst  sich  nun  ein  Hülfsniittel  anführen,  welches  man 
auch  jetzt  bei  geometrischen  Untersuchungen  auf  ganz  dieselbe 
Weise  wie  die  Griechen,  wenn  auch  in  geringerem  Umfange 
und  nur  wenig  innerhalb  der  eigentlichen  analytischen  Geometrie 
anwendet,  nämlich  Proportionen,  eir^eführt  durch  ähnliche 
Figuren. 

Man  hat  bisweilen  geltend  machen  wollen,  dafs  die  Pro- 
portionen der  Alten  eine  von  den  luisrigen  abweichende  Be- 
deutimg dadurch  hatten,  dafs  diese  letzteren  Gleichungen  sind, 
während  die  der  Alten  in  einer  gewissen  Verbindung  zwischen 
Verhältnissen  bestehen,  welche  aJlerdir^s,  wenn  die  Glieder  der 
Verhältnisse  kommensurabel  sind ,  zu  einer  Gleichung  wird, 
sonst  aber  durch  eine  eigentümliche  Definition  im  fünften 
Buche  Euklids  bestimmt  wird.  Diese  Definition,  welche  aus- 
sagt, dafs  a  in  demselben  Verhältnis  zu  h  steht  wie  c  zu  d, 
sobald  alle  ganzen  Zahlen  jM  imd  iV,  welche  iW.tt^iV.i  machen, 
auch  M  c^N  d  machen  ist  indessen  nichts  aridere«  als  eine 
allgemeingültige  Definition  \on  dei  Gleichheit  dei  Veihaltnis&e 
und  fallt  sehr  nahe  zusammen  mit  derjenigen  welche  WeiPi 
stiass  in  unseren  Tagen  inwendet  imi  den  Weit  iiiitionalei 
Gröfsen  zu  dehnieren  Dafs  hiei  wenn  auch  Euklid  die  Vei 
haltnib&e  nicht  gleich  nennt  m  dei  That  die  Gleichheit  definiert 
wird  geht  daiais  hervoi  dals  einei  dei  ersten  batze  welchei 
auf  Gl  mdlage  diesei  Detmition  bewiesen  wud  dei  ist  dafs 
wenn  ah     cd  —  wo  wir  was  vorlaufig  des  Zeichens  bedienen 
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welches  man  bei  der  modernen  Art  antike  Proportionen  zu 
schreiben  an  Steile  des  Gleichheitszeichens  gesetzt  hat  —  und 
gleichzeit^  c:d::e:f,  auch  a:h::e:f  ist.') 

Die  Sache  liegt  also  in  Wirklichkeit  so,  dafs  wähi'end  man 
in  der  modernen  elementaren  Algebra  gewöhnhch  das  Gleichheits- 
zeichen gebraucht  ohne  eine  auch  für  inkommensurable  Gröfsen 
geltende  Erklärar^  von  dem  zu  geben,  was  die  Werte  der  Ver- 
hältnisse sind,  welche  man  gleich  setzt,  man  im  Altertum,  ohne 
das  Gleichheitszeichen  oder  das  Wort  Gleichlseit  zu  benutzen, 
eine  solche  bestimmt  definierte  Bedeutimg  in  die  aufgestellte 
Verbindung  zwischen  Verhältnissen  hineinlegte,  dafs  diese  Ver- 
bindimg eben  die  ist,  welche  wir  Gleichheit  nennen.^)  Mit  der 
Definition  der  Gleichheit  von  Verhältnissen  war  die  entsprechende 
der  Ungleichheit  verbunden. 

Auf  solche  Weise  waren  diese  Definitionen  von  der  Gröfse 
eines  Verhältnisses  in  seinen  Verbindui^en  mit  anderen 
dieselben,  welche  die  allgemeine  GrÖfse  charakterisieren, 
die  der  jetz^en  A^ebra  zu  Grunde  liegt  und  kontinuierhch  alle 
Werte  annimmt,  nicht  blofs  solche,  welche  in  einem  rationalen 
Verhältnis  zu  einer  gewissen  Einheit  stehen.   Die  darauf  gebaute 


')  Von  den  Gvundzügen  der  EuMidisclien  Proportionslehre  findet  sicli  eine 
sehr  hübsche  ausführlichere  Darstellung  in  einem  Bruchstück  über 
Euklid  Eon  Schlüsse  von  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im 
Altertum  und  Mittelalter,  Leipzig  1S74. 

')  MasimiHen  Marie  scheint  in  „Histoive  des  Sciences  Math  ematiques  et 
Physiques",  T.  LS.  5  einen  Unterschied  darin  zu  finden,  dafs  in  einer  mo- 
dernen Proportion  -^  ^^  -=-  zwischen  vier  Strecken  a,  b,  c,  d  diese 

Gröfsen  die  Zablenwerte  (Mafszahlen)  der  Strecken  oder  ihre  Verhältnisse 

zu  einer  bestimmten  Einheit  bezeichnen.  Das  wird  dann  eine  vevwiekeltere 

a     6  cd 

Relation   die  man  wenn  die  Einheit  e  genaimt  wird,  — :  —  =  — ;  -— 

ivirde  schreiben  können,  und  für  die  die  Alten  auch  einen  Ausdruck 
hätten  finden  kennen  Für  die  geometrische  Untersuchung  ist  dieselbe . 
nicht  ao  bequem  nie  die  in  welche  keine  Einheit  eingeführt  ist,  vias 
man  ja  heutigen  Tages  auch  bei  allgemeinen  Untersuchungen  unter- 
läfst  Im  übrigen  i'.t  wie  bald  berührt  werden  ivird,  Grund  zu  der 
Annahme  vorhanden  dafs  Proportionale  St  zwischen  Zahlenwerten  be- 
n  itzt    \     den  i  t   I  ci       man   tie  Euklidisi'lien  Definitionen  aufstellte. 


y  Google 


Proportionslehre  entliielt  Sätze ,  welche  es  ermöglichten  die 
wichtigsten  algebraischen  Operationen  mit  dieser  Gröfse  aus- 
zuführen, Nanientiich  besafs  man  in  der  Zusammensetzung  von 
Verhältnissen  ein  Mittel  zur  faktischen  Ausführung  der  algebrai- 
schen Multiplikation  von  beliebten  solchen  Gröfsen.  In  einer 
stetigen  Proportion  wie 


wird  ~  =  { —  i   und  wird  in  Wirklichkeit  wie  eine  Potenz  be- 

nutzt,  wähi'end  umgekehrt—^-  =  l/--  ist.     Man   kannte  sogar 

die  Summation  der  auf  diesem  Wege  gebildeten  geometrischen 
Reihe ' ).  Durch  Benutzung  umgekehrter  Verhältnisse  konnte  man 
auch  Divisionen  ausführen.  Da  man  durch  diese  Mittel  Verhält- 
nisse zu  dem  machen  kann,  was  wir  gleichnamig  nennen,  so 
hefsen  sich  auch  Additionen  und  Subtraktionen  ausführen. 

Auf  diese  Weise  hat  man  einen  Apparat,  mit  Hülfe  dessen 
man  die  Zusammensetzung  algebraischer  Gröfsen  ausdi-ücken 
kann.  Aber  für  den  praktischen  Gebrauch  ist  die  Äusdrucks- 
weise  in  Worten  äufserst  besehwerhch.  Selbst  wenn  man  die 
Operationen  in  einer  Zeichensprache  darstellt,  fallen  die  Übel- 
stäjide  nicht  ganz  fort.  Sie  hängen  nämlich  damit  zusammen, 
dafs,  wenn  die  ProportionsSehre  auch  in  ihi'en  Sätzen  faktisch 
Resultate  der  elementaren  Rechenoperationen  ausdrückt,  sie 
dies  doch  nicht  der  Fonii  nach  thut.  Der  Satzbau  der  Pro- 
portionstehre  hat  mid  mufs  eine  künstlichere  Fomi  haben  als 
eine  Sammlung  von  einfachen  Rechenregeln,  weiche  den  be- 
kannten Recheru'egeln  für  ganze  Zahlen  parallel  laufen. 

Will  man  sich  nun  aber  klar  machen,  wie  die  Griechen 
diesen  Apparat  nicht  nur  bei  der  Darstellung,  und  dem  strengen 
Beweise  gefundener  Satze,    sondern   auch  bei  der  Entdeckung 

')  Vei-gl.  Euklid  IX,  35.  Das  9.  Buch  Ist  allerdings  eins  von  den  auitli- 
metischen  Büchern,  wo  die  behandelten  Gröfsen  ganze  Zahlen  sind. 
Der  Satz  hat  hier  seinen  Platz  erhaltea  als  Hülfssatz  für  den  arith- 
metischen Satz  36;  aber  der  Beweis  des  Satzes  selbst  ,ist  allgemein- 
gültig. 
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der  Sätze  selbst  haben  benutzen  können,  so  weist,  wie  wir  nun 
sehen  werden,  eben  seine  Künstlichlteit  auf  die  Eitlärong  liin '). 

Geometrische  wie  alle  möglichen  konkreten  Gröfsen  durch 
Zahlen  darzustellen  und  mit  diesen  Zahlen  zu  rechnen  ist 
ebenso  alt  wie  die  Einführut^  von  Mafs  mid  Rechnen,  «nd 
Verhältnisse  und  Proportionen  müssen,  werni  auch  in  rudimen- 
tären Formen,  ebenso  alt  sein  wie  die  erste  Auffassung  von 
ähnlichen  Figuren,  also  wahrscheinlich  so  alt  wie  die  Geometrie 
überhaupt;  denn  man  wh'd  kaum  darauf  verfallen  sein  mit 
seinen  ebenen  kleinen  Figuren  zu  operieren  ohne  sich  dieselben 
im  GrÖfseren  auf  die  ihnen  ähnlichen  Figuren  angewandt  zu 
denken,  welche  sich  beim  Landmessen  und  in  der  Baukimst 
darboten  ^), 

Als  jedoch  Pythagoras  (580^500)  oder  vielleicht  einer 
seiner  nächsten  Schüler  entdeckte,  dafs  nicht  alle  Gröfsen 
dereelben  Art  kommeiism'abel  sind,  wurde  der  tmniittelbaren 
Anwendui^  von  Zahlen  und  daran  geknüpften  Proportionen  in 
der  Geomefcie,  welclie  Anspruch  auf  Stringenz  sollte  erheben 
dürfen,  ein  Halt  geboten.  Indem  man  dann  versuchte  sieh 
durch  rein  geometrische  Operationen  zu  helfen,  ei^ab  sich  als 
nützliche  Folge  die  weitere  Entwicklung  dieser  letzteren.  Die 
Lehre  von  Rechnungsarten  und  Zahlenverhältnissen  entwickelte 
sich  wob!  gleichzeitig,  aber  als  wissenschaftlich  wurde  dieselbe 
nur  in  ihrer  Anwendung  auf  Verhältnisse  zwischen  rationalen 
Gröfsen  anerkannt,  so  wie  sie  in  den  arithmetischen  Büchern 
Euklids  (VII— IX)  auftritt.  Indessen  konnte  es  nicht  fehlen, 
dafs  man  praktisch  Zahlen  und  Propoiüonen  auch  auf  die 
Geometrie  anwandte,  wenn  auch  mit  dem  Bewufstsein,  dafs 
man,  um  die  gewonnenen  Resultate  anerkannt  zu  sehen,  die- 
selben hinterher  auf  einem  anderen  Wege  beweisen  müsse. 


'j  Bei  dieser  Erklärung  wie  bei  vielem  anderea  vom  Inhalt  dieses  Ab- 
schnittes schliefse  ich  micli  einer  ebenso  scharfsinnigen  wie  geistvollen 
Abhandlung  an  von  P,  Tannery,  De  la  golatum  geomefn-igiie  des 
prdblhnes  dtt  seeoiid  deip-e  uvimt  Xhieliäe  (MSmoires  de  la  Sociöt^  de 
Bordeaux,  9p«  s^rie,  t.  IV), 

')  Vergl.  die  Bemerkungen  von  Dr.  Allmaan,  S.  173  dei'  Hermathena, 
Vnl.  III.  Sr.V. 
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Als  endlich  —  «le  altgempiiin  ingi^nomnieii  wnä  —  Eu- 
doxus  von  Knidu'-  (408—355)  die  neue  und  allgemeii'^ltige 
Grundlage  für  die  Piopoitionslehrc  fand  «eiche  wir  angegeben 
haben,  \m&  welche  Euklid  m  "^einf  Geometne  auigenomnien 
und  auf  die  Lehie  von  den  ähnlichen  Figuren  ange^vandt  hat, 
hat  man  notwendiger\vei=!e  eingehen  müssen  dils  diese  neue 
Proportionslehre  \olktand^  mit  dei  alten  ubei einstimmte,  oder 
richtiger,  die  alte  aiithnietische  hat  Schutt  fui  Schritt  als  W<^- 
weiser  bei  Entwicklung  dei  neufn  gedient  Wenn  anch  Euklid 
es  nicht  für  richtig  gehalten  hat  dit  •uithmetisrhe  Proportions- 
lehre im  7teii  bis  )iei  Buch  auf  den  allgememguitigen  Beweisen 
des  5ten  aufzubauen  sondern  die  alten  aiithmetischen  Beweise 
beibehalten  hat,  so  ^^ud  es  doch  duich  die  übeiem  timnuing 
in  den  Benermungen  und  Sätzen  vollkommen  deuthch,  dafs 
man  die  Verbindung  eikannte  Hieiaus  folgt  abei  dafs  die 
Alten  auch  wählend  dei  Anwendung  de»  Satzappaiates  der 
Proportionslehre  —  ebenso  \ue  wii  wenn  \\u  unseie  algebrai- 
schen Operationen  durch  Proportionen  ausdrücken  —  imstande 
waren  den  Gedanken  an  die  Rechenoperationen,  welche  den 
Sätzen  praktisch  zu  Grunde  liegen,  als  persönliche  Anleitung 
zu  benutzen. 

Trotzdem  ist  für  die  jetzige  Auffassung  eine  Anwendung  von 
Proportionen,  die  sich  einigermafsen  bewältigen  läfst,  untrennbar 
vom  Gebrauch  einer  Zeichensprache,  die  üure  Verbindungen  und 
die  Umformungen,  welche  bekannten  Sätzen  zufolge  möglich  sind, 
deutlich  hervortreten  mid  sich  dem  Gedächtnisse  fest  einprägen 
läfst.  Das  Altertum  hatte  aüerdings  keine  Zeichensprache, 
aber  ein  Hülfsmittel  zur  Veranschaulichung  dieser  so- 
wie anderer  Operationen  besafs  man  in  der  geome- 
trischen Darstellung  und  Behandlung  alägemeiner 
Gröfsen  und  der  mit  ihnen  vorzunehmenden  Opera- 
tionen. 

Dieses  Verfahren  beruht  darauf,  dafs  man  in  einer  Figur 
eine  Sti'ecke  (oder,  was  man  femer  daneben  gebrauchte,  eine 
Fläclie)  abtn^,  welche  allerdings  unmittelbar  eine  durchaus 
bestimmte  Gröfse  hat.  aber  doch  innerhalb  geivisser  Grenzen 
eine  vollkommen  al^emeine  Gröfse  darsteüen  kann;    die  geo- 
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metrischen  Sätze,  welche  ai^ewandt  werden,  können  näm- 
lich keine  anderen  Resultate  geben  als  diejenigen,  weiche  in 
den  ausdrücklich  angenommenen  Voraussetzungen  niedei^elegl 
sind,  tmd  die  Resultate  werden  also  unabhängig  von  der  zu- 
fahren Gröfse,  welche  eingeführte  Strecken  (oder  nächen)  in 
der  gezeichneten  Figur  erlialten  haben  ^).  In  der  Anwendung 
dieses  Hülfsmittels  konnte  man  fortfahren,  unabhängig  von  der 
Entdeckung  irrationaler  Gröfsen.  Diese  Entdeckung,  welche  die 
Benutzui^  der  arithmetischen  Hülfemittel  hemmte,  mufete  eben 
dadurch  besonders  günstig  für  die  Entwicklung  jenes  geometri- 
schen Hülfemittels  werden. 

In  dieser  Weise  entwickelte  sich  eine  geometrische 
Algebra,  wie  man  sie  nennen  kann,  da  dieselbe  als  Algebra 
teils  allgemeine  Gröfsen,  irrationale  sowohl  wie  rationale,  be- 
handelt, teils  andere  Mittel  als  die  gewöhnliche  Sprache  benutzt 
um  ihr  Verfahren  anschaulich  zu  machen  und  dem  Gedächt- 
nisse einzuprägen.  Diese  geometrische  Algebra  hatte  zu  Euklids 
Zeiten  eine  solche  Entwicklung  erreicht,  dafs  sie  dieselben  Auf- 
gaben bewältigen  konnte  wie  unsere  Algebra,  solange 
diese  nicht  über  die  Behandlung  von  Ausdrücken 
zweiten  Grades  hinausgeht,  ein  Gebiet,  welches  sie  auch, 
wie  sich  eben  zeigen  wird,  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  ausgefüllt  hat.  Eine  solche  Anwendui^ 
entspricht  der  Anwendung  unserer  Algeljra  in  der  analytischen 
Geometrie. 


')  Dieses  HöU'smittel  steht  an  wissenschaftlichem  Umfang  soiMe  ^n  piak 
tiseher  Anwendbarkeit  auf  algehraische Untersuchungen  «eit  ü]  ei  einpm 
entsprechenden  arithmetischen  Hulfamittel  bei  Diophin1u&  dei  ott 
alfeemeine  Rechenoperationen  durch  Einfühnmg  beatrmmei  statt  lie 
hebiger  Zahlen  darstellt.  Da  die  eii^eführten  Zahlen  latioaal  sind 
haben  die  Operationen  mit  denselben  für  die  Alten  nur  Operationen 
mit  rationalen  Gröfeen  dai^estellt,  und  wenn  die  RechnunRen  au=g;ef  !irt 
werden,  verdeckt  das  Resultat  die  Operationen  neli,be  e-.  el  cn  zu 
erläutern  galt,  und  welche  man  bei Diophantus  nelien  den  Rechnung^ 
reäiiltaten  im  Gedächtnis  behalten  mufs.  Wenn  dt^egen  ein  Produkt 
dnrch  ein  Rechteck  dargestellt  wird,  dessen  Seiten  die  FaktDien  <iind 
so  bleibt  die  Entsteliungaart  eben  so  klai',  als  wenn  wu  ein  Piodukt 
a,b  selireiben. 
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Ein  Vorbehalt  muls  hier  jedoch  gemacht  werden ,  in- 
sofern, als  man  im  Altertum  keine  negativen  GröTsen 
oder  ein  ii^endwie  entsprechendes  Hülfsmittel  kannte.  Man 
mul'ste  deshalb  das,  was  wir  in  einer  gemeinsamen  algebraischen 
Entwicklung  vereinigen  können,  in  verschiedene  Sätze  mit  den 
zugehör^en  Beweisen  zerlegen,  oder  wenigstens  verschiedene 
Figuren  zu  demselben  Satze  und  Beweise  herstellen.  Da  es 
indessen  unter  solchen  Umstanden  im  wesentlichen  derselbe 
Satz  ist,  der  überall  bevriesen  werden  soll,  so  bot  die  Behand- 
lung der  verschiedenen  Fälle  nicht  mehi-  VeranlEissung  zu  wirk- 
lichen Schwierigkeiten,  als  die  zusammenfassende  Behandlung 
geboten  haben  würde.  Nur  eine  beschwerliche  Weitläufigkeit 
der  Darstellung  wurde  die  Folge. 

Was  im  übrigen  die  Leichtigkeit  betrifft,  mit  der  das 
Hulfemittel  gebraucht  wmde,  so  glaube  ich,  nachdem  ich  zum 
Teil  selbst  Versuche  angestellt  habe,  dafs  es  für  den  daran 
Gewöhnten  nicht  hinter  unserer  Algebra  zurück- 
stand, sobald  nach  der  persönlichen  Arbeit  und  münd- 
lichen Darstellung,  während  der  man  auf  die  Figur  zeigen 
kann,  gefragt  wird.  Di^egen  war  es  als  Mittel  der  schrift- 
lichen Mitteilung  beschwerlich  anzuwenden  und  stand 
in  dieser  Beziehung  weit  hinter  unserer  Algebra  zurück,  deren 
Formeln  ebenso  leicht  zu  lesen  wie  zu  schreiben  sind.  In  der 
schrifthchen  Darstellung  wiu-de  nämlich  nicht  nur  eine  Zeichnung 
der  Figm-  verlangt,  sondern  auch  eine  Beschreibung  derselben 
und  ein  beständiges  Hinweisen  vom  Text  auf  die  Figur. 

Da  wir  gerade  die  Proportionslehre  berührt  haben, 
so  wollen  wir  unsere  genauere  Beschreibung  der  geometri- 
schen Algebra  mit  der  Bemerkung  beginnen,  daJs  die  ver- 
schiedenen Sätze  über  die  einfachsten  Umformungen  einer 
Proportion  eben  so  anschaulich  werden,  wenn  die  Glieder  der 
beiden  Verhältnisse  entweder  von  vornherein  —  was  bei  den 
Anwendungen  gewöhnlich  der  Fall  ist  —  Stücke  von  zwei 
geraden  Linien  sind  oder  als  solche  dargestellt  werden,  so  dafs 
man  auf  diese  zeigen  kann,  als  wenn  dieselben  in  unserer 
Zeichensprache  dargestellt  werden.  Solche  Veranschaulichungen 
der  proportionalen  Gröfsen    durch  gerade  Lmien  finden  sich 
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flui'chgehends  im  fünften  Buch  Euklids,  wo  dieselben  \vohl  nur 
dann  einen  direkten  Nutzen  gewähren,  wenn  von  einer  Addition 
oder  Subü'aktion  oder  Multiplikation  mit  einer  ganzen  Zalil  die 
Rede  ist,  aber  wo  sie  überall  die  Bedeutung  erhalten,  dafs  jede 
einzehie  Gräfse  der  Anschauung  und  dem  Gedächtnis  eingeprägt 
wird,  so  wie  wir  es  machen,  wenn  wir  sie  durch  einzelne  Buch- 
staben darstellen,  deren  Verbindungen  in  den  Gleichungen  zu 
suchen  sind.  Selbst  die  ganzen  Zahlen  im  7ten  bis  9ten  Buch 
werden  auf  solche  Weise  veranschaulicht. 

Dasselbe  Anschauungsmittel  läfst  sich  überhaupt  anwenden, 
wo  von  Additionen  und  Subtraktionen  die  Rede  ist.  Sind  die 
GrÖfsen,  welche  addiert  oder  subtrahiert  werden  sollen,  nicht 
Strecken,  sondern  z.  B.  ganze  Zahlen  oder  Flächen,  so  werden 
diese  dm'ch  Strecken  dargestellt,  wenn  nötig  nach  einer  üm- 
formui^  (beispielsweise  werden  Flächen  in  Dreiecke  oder  Pa- 
rallelogramme von  derselben  Höhe  verwandelt,  die  sich  dann 
durch  ihre  Grundlinien  darsteilen  lassen) ,  und  die  Sti-ecken 
werden  neben  einander  auf  derselben  Geraden  oder  auf  ein- 
ander abgetragen;  das  ist  selbsverständlich,  wenn  die  Operation 
wirklich  geometiisch  ansgeinhrt  werden  soll.  Wenn  dagegen 
nur  von  einer  theoretischen  Untersuchung  die  Rede  ist,  oder 
wenn  in  einer  Änalysis  einige  der  Linien  unbekannt  sind,  so 
gewährt  diese  DarstelUing  einen  ähnhchen  Nutzen  wie  die  Dar- 
stellung eines  in  Worten  ausgedmckten  algebraischen  Ausdrucks 
oder  einer  Gleichung  in  der  Zeichensprache  der  Algebra  uns 
gewährt. 

Die  Gleichung  1) 

wurde  sich ,  wenn  « ,  ß,  x  ■  •  ■  ^'^  Verhältnisse  zwischen  vor- 
gelegten geraden  Linien,  aber  x,  y,  z  .  .  .  d  selbst  als  gerade 
Linien  dai^stellt  werden,   von  den  Alten  dadurch  darstellen 


')  Wena  wir  Gleichungen  in  unserer  algebraischen  Sprache  ausdrücken, 
welche  bei  den  Alten  ia  Worten  und  an  einer  Figur  dargestellt  sind, 
so  werden  mr  durch  kleine  griechische  Buchstaben  Verhältnisse  be- 
zeichnen, durch  kleine  lateinische  Strecken,  durch  giiDfee  lateinische 
Flächen  und  durch  grofse  griechische  Volumina. 
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lassen,  dafs  auf  einer  Geraden  neben  einander  Stüclfe  abgetragen 
würden,  die  in  den  Verhältnissen  a,  ß,  y...  zu  x,  y,  «... 
stehen.  Der  Abstand  zwischen  dem  Anfar^spuntt  und  dem 
Punkt,  den  man  durch  successives  Abtragen  der  Stücke  erreicht, 
wird  dann  d  sein.  Auf  ähnliche  Weise  kann  man  verfahren, 
wenn  andere  Vorzeichen  in  der  Gleichung  vorkommen.  Ebenso 
wie  wir  bei  der  jetzt  gebräuchlichen  Darstellung  im  Gedächtnis 
behalten  müssen,  was  jeder  einzelne  von  unseren  Buchstaben 
bedeutet,  ebenso  mufsten  die  Alten  behalten,  was  das  für  Stücke 
waren,  die  man  abgetragen  hatte;  dann  aber  hatten  die  Alten 
ebenso  wie  wir  eine  Darstellung  der  Gleichur^.  Bei  den  Alten 
kann  die  notwend^e  Gedachtnisarbeit  bisweilen  dadurch  etwas 
unterstützt  worden  sein,  dafs  die  Hülfsfigur  in  direkte  konstruktive 
Verbindung  mit  der  Hauptflgui'  gebracht  wurde;  oft  dagegen, 
und  so  häufig  bei  Archimedes,  ist  sie  daneben  gezeichnet. 

Mit  Hülfe  einer  solchen  Dai^tellur^  werden  Gieiciimigen 
ersten  Grades  auf  Wegen  gelöst,  welche  viel  mit  unserer  alge- 
braischen Behandlung  gemeinsam  haben.  Doch  ist  die  un- 
bekannte Gröfse  mit  einem  unbekamiten  Punkt  vertauscht,  der 
nicht  dui-ch  seinen  Abstand  von  einem  im  voraus  gewählten 
Anfangspunkt  bestimmt  wird,  sondeni  dessen  Abstände  von 
gegebenen  Punkten  ohne  Unterschied  benutzt  werden.  Die 
Umformungen  der  Gleichur^  werden  oft  durch  Einführung  neuer 
bekannter  Punkte  dargestellt.  Beispiele  füi'  diese  Operationen 
finden  sich  in  der  Schrift  des  Archimedes  über  das  Gleich- 
gewicht ebener  Figm'en  II,  nach  der  wir  im  20sten  Abschniit 
eine-  Lösung  einer  Gteichur^  wiedergeben,  sowie  in  semer  Schrift 
über  schwimmende  Körper  IP). 

Das  hier  beschriebene  Hölfsmittet  würde  indessen  nicht 
sonderlich  weit  gereicht  hahen,  wenn  man  sich  damit  begnügt 
hätte  auf  diese  Weise  die  eine  Dimension  der  geraden  Linie  zu 
benutzen.  Es  hat  seuie Hauptbedeutung  dadurch  erhalten,  dafs 
man  um  Produkte  darzustellen  in  den  Flächen  ein 
Mittel  besafs,  welches  teils  in  der  Anwendung  viel  bequemer 


,   das    tiistoriscbe    Werk    ■ 
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war  als  zusam]Tiengesetzte  Verhältnisse,  teils  es  ermöglichte  aus 
der  mannigfaltigen  Art,  wie  Flächen  sich  in  der  Ebene  umlegen 
lassen,  ja  aus  den  eigentlichen  planimetrischen  Sätzen  Nutzen 
zu  ziehen. 

Wenn  wir  sagen,  dafs  eine  Fläche,  vorläufig  die  eines 
Rechtecks,  ein  Produkt  darstellte,  nämlich  das  der  beiden 
Seiten,  so  müssen  wu-  uns  allerdings  beeilen  hinzuzufügen,  dafs 
wir  damit  meinen,  dafs  es  in  den  Untersuchungen  der  Alten 
dieselbe  Rolle  spielte  wie  ein  Produkt  von  zwei  allgemeinen 
Zahlen  in  den  unsrigen.  Für  die  Alten  indessen,  welche  nur 
Produkte  aus  ganzen  oder  wenigstens  rationalen  Zahlen  aner- 
kannten, komite  es  nur  zur  Darstellung  eines  Produktes  dienen, 
wenn  die  Seiten  ein  gemeinschafthches  Mafs  hatten,  welches  als 
Einheit  genommen  werden  konnte.  Dafs  es  im  letzteren  Falle 
wirklieh  benutzt  wurde  um  Zahlenprodukte  darzustellen,  geht 
unter  anderem  hervor  aus  Namen  wie  ebene  Zahlen,  d.  h. 
solche,  welche  aus  zwei  Faktoren  zusammengesetzt  sind,  und 
quadratische  Zahlen,  und  daraus,  dafs  zwei  Zahlen  ähn- 
lich heifsen,  wenn  sie  sich  wie  zwei  Quadratzahlen  verhalten, 
weil  sie  sieh  dann  durch  ähnliehe  Rechtecke  mit  kommen- 
sm'ahlen  Seiten  darstellen  lassen.  Dafs  die  allgemeii^tige 
Verbindui^  zmschen  zwei  Gröfsen,  welche  durch  das  Rechteck 
mit  diesen  Gröfeen  als  Seiten  dargestellt  wird,  ganz  überein- 
stimmt mit  der  bereits  erwähnten  —  aber  später  erfundenen  — 
Bildung  von  Produkten,  welche  auf  Euklids  {Eudoxus')  Pro- 
portionslehre gegründet  wurde,  sieht  man  aus  Satz  23  im 
sechsten  Ruche  Euklids,  der  aussE^,  dafs  zwei  Parallelogramme 
mit  demselben  Winkel  im  zusammer^esetzten  Verhältnis  der 
Seiten  stehen. 

Nach  diesen  Bemerkungen  können  wir  ohne  mifsverstanden 
zu  werden  im  Folgenden  durh  a.b  das  Rechteck  mit  den 
Seiten  a  und  b  bezeichnen  und  durch  «^  das  Quadrat  mit 
der  Seite  a.  Diese  Bedeutung  mufs  aber  in  der  Tliat  fest- 
gehalten werden,  und  ich  werde  oft  Grund  haben  daran  zu 
erinnern,  dafs  mit  Figuren  operiert  wird.  Ich  mufs  das  thun, 
nicht  nur  mit  Rücksicht  auf  die  Gefahr  der  Versuchung,  den  Alten 
Erieichterui^n  modernen  Ursprungs  zuzuschreiben.   Die  Gefahr 
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hierfür  durfte  von  g-ei'ingerer  Betleutung  sein,  weil  die  Ver- 
bindung zmschen  Recliteck  und  ProduJct,  ivie  oben  bemerkt, 
den  Alten  nicht  fremd  war,  wenn  dieselbe  auch  nicht  in 
allgenieii^öltigen  Beweisen  anerkannt  wurde.  Es  ist  gerade  so 
grofse  Gefahr  dafür  vorhanden,  dafs  man,  wenn  man  vei^ifst, 
dafs  die  Alten  mit  Figuren  operierien,  die  damit  verbundenen 
eigentümlichen  Erleichterungen  übersieht,  welche  die  Alten  ihrer- 
seits vor  uns  voraus  haben  konnten. 

Die  hierher  gehörenden  Operationen  sind  so  einfach,  dafs 
sie  unmittelbar  verstanden  werden,  wo  man  bei  den  Beweisen 
der  Alten  auf  sie  stöfst,  und  bedüifen  insofern  keiner  Erklärung. 
Hier  kommt  es  uns  aber  darai\f  an  klar  zu  legen,  dafs  sie  eine 
wirkliche  Methode  bildeten,  die  vor  Euklids  Zeit  entwickelt  sein 
mufs,  und  welche  die  Alten  mit  so  grofser  Fertigkeit  anwendeten, 
dafs  die  Einübur^  derselben  sicher  mit  zu  einer  guten  mathe- 
matischen Ausbildmig  gehört  haben  niufs.  Um  das  nach- 
zuweisen müssen  wir  das  erste  uns  bekannte  Auftreten  dieser 
Operationen  im  tersuchen,  nämlich  in  Euklids  zweitem  Buch, 
das  durch  und  durch  auf  dieser  Methode  aufgebaut  ist. 

Die  10  ersten  Sätze  im  zweiten  Buche  Euklids  lassen  sich 
folgendennafsen  schreiben : 

1.    a(b  -[-  c -j-  rf -|~  . . .)  =  ah  -]-  ac  +  ad  -\- .  . ., 
±    («4-6)2=  (a  +  6)«J-(«-L&)6, 

3.  (ö-j-i)«  =  «*-]~c(&, 

4.  («  +  ö)2—  a^J^b^4--2ab, 

5.  (r  — 6)6  +  (^a  — &f  =  (^a)-  oder 

(«-ö)*-K*-i«f=(i«)^ 

6.  {a  +  b)b  +  (ia)2  =  {^a  +  hf  oder 
b{h-a)  +  (^aY^{b-\a)\ 

7.  ff2_u&ä_  ^ab  +  {a~hf, 

8.  ^ab  +  {a  —  hf^  {a  +  bf, 

9.  {a  —  bf-^b''='i{\af-\-%{\a  —  bf  oder 
(«_i)2+5^=2(i«)^-!-2(6-i«)^ 

■10.    &=  -I-  (n  -I-  hf  =  2  ( J  a)*  -L-  2  (i  «  +  hf-  oder 
(6_«)^+&ä=  2(i«)^4-2(&-i«)=. 
Diese    algebraischen  Darstellm^en    lassen    sich    übrigens 
etwas  verändern  durch  Änderung   der  Bedeutung  der  Bezeich- 
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nungen,    welche    «ir   den   Abständen    zwischen    den    Punkten 
emer  Linie  geben. 

Unsere  erste  Gleichung  ist  nui'  ein  Ausdrucl;;  dafür,  dafs 
ein  Rechteck  durch  Parallelen  zu  der  einen  Seite  (der  Höhe) 
in  neue  Rechtecke  geteilt  wird,  deren  Grundlinien  zusammen 
die  des  gegebenen  ausmachen.  Die  Sätze  2  und  3  sind  solche 
specielle  Fälle  von  1,  in  welchen  ein  Rechteck  mit  einem  Qua- 
drat vertauscht  ist.  Die  Gleichui^  4  mufs  aiifgefafst  werden 
als  Ausdruck  fiTir  die  in  Fig.  1  dargestellte  Zerlegung  eines 
Quadrates  mit  der  Seite  (i-\-b.  Die  Gleichung'en  5  und  6,  von 
deren  weiterer  Bedeutung  wir  bald  reden  iverden,  drucken  auf 


«ä       i  /*'■ 

/' 

i 

1     ab 

1 

dieselbe  Weise  die  auf  4  gegründeten  Eigenschaften  bei  den 
Figui-en  2  und  3  aus,  wo  G  die  Mitte  der  Strecke  AB,  die  wir 
gleich  fl  gesetzt  haben,  ist,  während  DB  oder  AD  h  genannt  ist, 
und  auf  ähnliche  Weise  drucken  7  und  8  Sätze  aus,  deren 
Richtigkeit  unmittelbar  an  den  Figuren  hervorlritt,  deren  Eigen- 
schaften sie  darstellen. 


y  Google 


11  F        y    1  ■ 

Das  m  lie'ien  Sitzen  mgewindte  Veilahien  hlst  si  h  iitt 
allgemeinen  benutzen  lun  den  geometiischen  Satz  zu  bewei'ien 
weichet  dem  algebiaihchen  enti^pucht  dafd  mehi^liedr^e  (riofsen 
niultipüciert  werden  mdem  min  ille  ftliede:  dei  emen  mit 
allen  Gliedern  dei  anderen  Giof-ie  multipliciert  Die  beiden 
letzten  Identitäten  9  uud  10  la&sen  sich  entwedei  auf  dieselbe 
Weise  1.  iei  aus  den  voihei-gehenden  Sätzen  ableiten  ibei 
Euklid  zieht  es  -voi  den  schon  im  ersten  Buche  bewie=!enen 
Pythagoiei&chen  Lehibat^  zu  benutzen 

Da  sich  fiär  die  entwickelten  Sätze,  wie  wir  sehen  werden, 
bestimmte  Anwendur^en  nachweisen  lassen,  und  da  die  ent- 
sprechenden algebraischen  Sätze  zimi  Teil  auch  in  unsem 
Lehrbüchern  der  Algebra  ausdrücklich  heiTorgehoben  werden, 
so  bietet  der  Umstand,  dafs  Euklid  nur  diese  nennt,  kelnes- 
w^s  Veranlassung  zu  dem  Glauben,  dafs  dies  die  einzigen 
Änwendui^en  sind,  welche  er  und  seine  Voi^änger  von  dem 
benutzten  Verfahren  machen  konnten.  Man  kann  im  Gegenteil 
sagen,  daCs  die  Anwendungen  zahlreich  genug  sind  um  An- 
leitung zu  geben  dasselbe  Verfahren  überall  anzuwenden ,  wo 
es  anwendbar  ist. 

Aufser  der  hier  benutzten  Multiplikation  mehrgliedriger 
Gröfsen,  verbunden  mit  emer  Vereinigung  durch  Addition  und 
Subtraktion,  tiifft  man  bereits  im  ersten  Buche  Euklids  die 
geometrische  Operation,  welche  der  Division  eines  Produktes 
von  zwei  Gröfsen  durch  eine  dritte  entspricht.  Diese  besteht 
darin,  die  aus  den  beiden  ersten  gebildete  Fläche  an  die  dritte 
anzulegen  {7:apaßdXXstv) ,  d.  h.  dasselbe  in  ein  Rechteck  mit 
der  dritten  als  Seite  zu  verwandeln.  Dadurch  wird  man  auch 
in  den  Stand  gesetzt,  die  Summe  oder  Differenz  solcher 
Rechtecke,  welche  keine  Seite  gemeinschaftlich  haben,  zu,  einem 
einzigen  Rechteck  zu  vereinigen. 

Radicierung  oder  Lösung  rein  quadratischer  Glei- 
chungen haben  wir  in  der  Aufgabe  ein  Rechteck  in  ein  Quadrat 
zu  verwandeln,  wozu  Euküd  (II,  14)  unsere  Konstruktion  der 
mittleren  Proportionale  benutzt;  da  er  aber  noch  nicht  zur 
Proportionslehre  gelangt  ist,    so  beweist   er  die  Richtigkeit  der 
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Konstruktion  durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz.    Sein  Bew 
der  am  nächsten  der  algebraischen  Umfonnung 


ent'^iitht  !St  im  ubiigen  aut  den  voi beigebenden  Sitz  ü  ge- 
stutzt hatte  sicii  aber  ebtnso  leicht  luf  den  Satz  6  giunden 
iabsen  Ob  nnn  den  emen  odei  den  andeien  7u  bf  nutzen  hat, 
beiulit  daiaui  ob  man  beim  Beweibe  odei  dei  Heileiturig, 
denn  die  Ii.onstnik.tion  ist  dieselbe  —  damit  beginnt  eine  der 
Stiecken  a  und  b  entwedei  aut  dei  andeien  odei  auf  dei  Aer- 
langeuing  dei  andeien  abzutiagen^) 

Um  demnächst  zu  erfahren,  wie  weit  die  Bekanntschaft 
der  Alten  mit  gemischten  quadratischen  Gleichungen 
und  deren  Lösung  oder  Reduktion  auf  rein  quadratische  Glei- 
chungen sich  ei-streckte,  wird  es  zweekmäfsig  sein  zu  prüfen, 
welche  Gestalt  die  quadratische  Gleichung  in  der  Sprache  der 
geometrischen  Algebra  annehmen  mufste,  und  welche  Hülfs- 
mittel  diese  demnächst  dai'bot  um  die  Lösung  zu  finden. 

Wir  wollen  zuerst  die  Gleichung 

A^+  ax  =  b^  (1) 

betiiehten  wo  wu  uns  denken  dafs  das  konstinte  Glied 
welches  ledent-ills  eine  Flache  dai'-tellen  muf&  m  ein  Quidiat 
vwmndplt  ist    ein   Vei«  uidlun^    welche    wenn  die  Flache  Pist 


)  Wenn  EuUil  &Utt  j  den  Satz  G  ienutzt  unJ  Ictt  Beweis  tüi  diesen 
Hulfssati  in  den  Beweis  fi  die  Konstruktion  hineingezogen  hätte  so 
wirde  diese  Begrindung  Tollkommen  flhei einstimmen  mit  einer  Her 
leitung  lerselben  Lonatruktion  w  eiche  ?ich  1  ei  dem  mdisehen  Mathe 
tiLei  Baudhayana  findet  (vergl  Cantor  ^ oilesungen  y  ofa)  Ich  bin 
deahall  mit  CantDi  vollkommen  dann  einig  diese  Herleitung  für 
libei  einstimmend  mit  der  piechisohen  (reometne  zu  halten  während 
Hankel  dmchgehends  geneigt  ist  die  Anwendungen  Ton  Flächen 
opeiationen  fui  der  lodisjchen  Geometrie  eigentümlich  und  dei  giiechi 
chen  ftemd  zu  betiachten  Diese  AufEassung  wird  widetlegt  weiden 
durch  unseie  Dail^ui^  dei  Rolle  welche  FlSchenojerationea  sowohl 
in  dei  elementaien  Geometiie  dei  &iiechen  nie  m  ihiei  Lehie  von 
den  kegelschnittpn  gespielt  haben  wenn  dieselben  auch  an  beiden 
Orten    in    das    stienge    liewaal    gnechischei    DaPit('llni^''kun'!t    ge 

UPll^t      IT   1 
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ZU   einem  Rechteck   gemacht  ist,    durch  den  eben  erwähnten 

Satz  II,  14  vorgenonmien  %Yird.     Dieses  Quadrat  soll  gleich  der 

Summe  aus  dem  Rechteck  ax  mit  der  gegebenen  Seite  «  und 

der    unbekannten    Seite    x 


-  und  aas  dem  Quadrat  über 
dieser  letzteren  Seite  sein. 
1  Die  Äu%abe  besteht  also 
I  darin,  an  eine  gegebene 
;  Linie  AB  =  «  ein  Rechteck 
j  {AM)  von  gegebener  Gröfse 
■'  b^  anzul^en,  so  dafs  ein 
Fig,4,  Quadrat  {BM)  =  x^  übrig 

bleibt.     Diese 


sogar  ihrem  Wortlaute  nach  als  specieller  Fall  miteinbegriffen 
in  Eukl.  VI,  29,  wo  nur  das  Rechteck  vertauscht  ist  mit  einem 
Parallelogramm  mit  gegebenem  Winkel,  das  überschiefsende 
Quadrat  mit  einem  Parallelogramm  {7:apakXTjkÖYpaii!iov  bnsp- 
ßdlkov)  von  gegebener  Form, 

Wenn  wir  uns  nun  an  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe 
machen,  so  setzen  wir  von  den  früher  ersvähnten  Sätzen  den 
Satz  4  und  die  dazu  gehörende  Fig.  1  als  bekannt  voraus. 
Indem  wir  dann,  um  eine  Analysis  von  derseUien  Art  zu  be- 
kommen,  wie  die  Alten  sie  benutzten  M,    damit  beginnen  uns 


)  Euki  J  fediPiit  id  m  leii  Eieneniei  milAi  llonius  last  nl  e  ill 
m  beinei  Lehie  (  n  den  Kegel  chmtten  dei  ynthetisiihen  la 
Stellungsart  welche  dann  besteht  lueist  den  Satz  odei  die  Aui 
gäbe  \i eiche  bPHie'sen  adei  gelöst  werden  '■ollen  anzugelien  iii 
letzteren  Falle  denuiachst  die  Lösung  filgen  zu  lasien  und  ealhch 
m  bellen  FSUen  ziletzt  den  Beweis  fu  den  aufgestellten  !sitz  olei 
he  Lusung  zu  geten  Auf  lie  em  Wege  erfahren  wir  difs  das 
jenige  was  aii«gesagt  iht  wähl  ist  aber  nn,hf  wie  man  taranf  ge 
kommen,  ist  es  zu  sagen  Etwas  niehi  eifahri  man  unmittell  ai 
wenn  die  Alten  auch  die  Analysis  einer  Anfgaie  mitteilen  welche 
dann  besteht  sieh  lieselbe  gelöst  ca.  denken  und  ans  diesei  Voiaus 
Setzung  aolehe  neue  Verbindingeu  abzuleiten  welche  zm  wirklichen 
Lösung  dienen  können  Dasselbe  kann  man  in  der  Regel  dadu  ch 
eneichen  daf«  man  selbst  au  dei  loiliegenien  synthetischen  Ddi 
btelluns,  luichLmkehiung  aÜerOperatiouen  dieAnaljflis  büdet  welche 
in  jeden  Falle  ange^randt  sein  kmnte  und  m  fielen  Fallen  lon  den 
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die  Aufgabe  in  Fig.  4  gelöst  zu  denken,  so  liegt  es  nahe,  dem- 
nächst durch  Umfomiuiig  der  Figur  zu  versuchen  ein  Quadrat 
von  bekannter  Gröfse  zu  bilden.   Das  läfst  sich  erreichen,  wenn 


\1    n        kl    I         tr  It      o   le        t       I      Fe      if    1      The  1 

et   as  al  nl  cl  e      i    da        as     e  i    sanen  Je    Re  el  al    Ant   o  t 

auf  e  ne  1  age     also  al    Ll&ung  e  ne     ge       e     A  fgal  e  he   a  hte 

Verden  kau 

Be  Hankel  Zu  Cesch  cl  te  de  M-itleuatk  u  v  S  137ft 
ii  det  -i  cl  e  ne  sehr  hTLsche  uad  durch  Beis}  e!e  e  la  terte  Schilde 
r  ng  ie  Analy  s  md  Syuthes  s  der  Alten  Icl  will  he  en 
Be  sp  el  aus  de  neueren  MatI  ematik  anfth  en  reiche  eile  d  t 
am  deuti  chsten  de  re  n  Ig  sehe  Ausbeute  de  he  le  Operat  onen 
ze  ften  vn  d  dafs  änl  ch  de  Änaljs  s  ^u  allen  len  Lösungen  flUi-t 
de  ene  Angabe  Qbe  1  aupt  hahen  iain  so  dafa  nan  dagegen  ge 
6  che  t  V  rd  gend  e  ne  zu  erges  ca  Tal  rend  n  au  d  I 
einen  jnti  t'  h  n  Beweis  Sich  der  Richtigkeit  der  Lösungen 
vers  h  "t  zu  d  n  n  man  gelangt.  Das  Beispiel  ist  die  Behandlung  einer 
belieb  g  n  A  %  b  n  der  Weise,  dafs  man  sie  auf  eine  Gieielmng 
brii^t  1  e  lö  t  nd  die  Lösui^en  einer  Probe  untenvirfl.  Der  oder 
den  Unb  kannt  n  n  Bezeichnung  za  gehen  und  dieselben  in  eine  oder 
meh  Gl  hung  n  einzuführen  ist  dasselbe,  als  wenn  man  sich  diese 
befn  dipt,  als  di  Au%abe  gelöst  denkt.  Diese  Operation,  in  Verbin- 
dung mit  der  Lösung  der  Gleichungen,  macht  eine  Analysis  aus;  das 
Probieren  der  Wurzeln  ist  der  synthetische  Beweis  für  die  Richtigkeit 
der  gefundenen  Lösungen.  Diese  Probe  läfet  sich  entbehren,  wenn  in 
der  Analysis  keine  Operationen  gehraucht  sind,  welche  sieh  nicht  um- 
kehren lassen,  dagegen  nicht,  wenn  man  durch  Potenzieren  ein  Wurzel- 
zeichen fortgeschafft  hat,  welches  nach  der  Voraussetzung  mit  einem 
geivissen  Vorzeichen  genommen  war.  Auf  diese  Weise  würden  die 
Alten  in  vielen  Fällen  ihi-e  Synthesis  hahen  entbehren  können,  nach- 
dem sie  die  Analysis  aufgest^t  hatten,  wenn  sie  bestimmte  Regeln 
daflii-  gehabt  hätten,  welche  von  ihren  Operationen  umkehrbar  waren. 
In  Ermanglung  dessen  versicherten  sie  sich  in  der  R^el  durch  eine 
Synthesis,  welche  in  einer  durchgeführten  Umiehrung  der  einzelnen 
Operationen  der  Analysis  bestand,  dafs  die  auigestellten  Lösungen 
richtig  ivaren.  Wo  sie  die  Analysis  unterliefsen,  erhielt  man  dagegen 
keinen  Beweis  dafür,  dafs  nicht  andere  Lösungen  möglich  waren. 

Die  Worte  Analysis  und  Synthesis  werden  in  der  Folge 
stets  nur  in  ihren  einfachen  antiken  Bedeutungen  ge- 
braucht werden,  und  die  Adjektive  analytisch  und  syn- 
thetisch in  Übereinstimmung  hiermit.  Nur  wenn  wir  von  ,der 
analytischen  Geometrie"  sprechen,  verstehen  wir  darunter  im  besonderen 
die  Cartesische,  wenn  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes  bemerkt  ist. 
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man  das  Rechteck  (KB)  in  zwei  Hälften  teilt  und  darauf  in 
Übereinstimmui^  mit  Fig.  1  die  eine  Hälfte  (KC)  so  umlegt, 
dafs  die  ganze  gegebene  Fläche 

(KD)  =  ^.-^ax  +  x"~  =  b^ 
zu  einem  „Gnomon"  würd,  welcher  m  Verbindung  mit  dem  be- 
kannten Quadrat  {|a)^  ein  Quadrat  von  dem  bekannten  Inhalt 
6^+  {^af  ausmacht.  Die  Seite  desselben  CD  =  x  +  ^a  ivird 
demnächst  durch  den  pythagoreischen  Lehrsatz  bestimmt,  und 
dadurch  ist  die  Aufgabe  gelöst,  denn  nun  läfst  sich  der  Punkt 
D  konstruieren,    x  =  BD  wird  dann  auch  gefunden  sein. 

Abgesehen  von  dem  Unterschiede  zwischen  der  geometri- 
schen und  algebraischen  Darstellungsform  haben  wir  hier  genau 
dasselbe  ausgefühi't,  als  wenn  wir  jetzt  die  aufgestellte  Gleichung 
dadurch  lösen,  dafs  wir  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
i^ay  addieren.  Und  gleichzeitig  zeigt  es  sich,  dafs  unsere 
Analysis  vollkommen  zu  der  Synthesis  pafst,  welche  wir  mit 
Beziehung  auf  die  verallgemeinerte  Aufgabe  bei  Eukl.  VI,  ä9 
finden. 

Dafs  man  nun  auch  ohne  diese  auf  Euklids  (oder  Eudoxus') 
Proportionslehre  gegnindete  Verallgemeinemi^,  und  wahi'schein- 
licb  früher,  genau  dieselbe  Lösung  auf  die  von  uns  behandelte 
speeiellere  Aufgabe  angewandt  hat,  geht  daraus  hervor,  dafs 
Satz  6  des  zweiten  Buches  eine  vollständige  Andeutung  zu  der- 
selben Lösur^j  giebt,  wie  dies  sowohl  die  mit  Fig.  4  ganz 
übereinstimmende  Fig.  3  als  auch  unsere  algebraische  Dar- 
stellung desselben  (wenn  man  b  mit  x  vertauscht)  zeigen. 

Fig.  3  oder  4  zeigen  ferner  unmittelbar,  dafs  dieselbe  Auf- 
gabe auch  in  der  Foraa  gestellt  sein  kann,  zwei  Strecken  AD 
und  BD  zu  bestimmen,  deren  Differenz  a  mid  Rechteck  b^ 
gegeben  sind.  Das  bemerkt  Euklid  auch  ausdrücklich  Data  84. 
Die  Strecke  AD  würde  Wurzel  der  Gleichung 

a;^—  Ö3;  =  h^  (2) 

sein,  was  wir  auch  durch  unsere  zweite  algebraische  Darstellmig 
des  Satzes  6  ai^edeutet  haben.  Eben  deshalb  braucht  Euklid 
nicht  die  geometrische  Äu%abe,  welche  die  unmittelbare  Über- 
setzung dieser  Gleichung  Sein  würde,  besonders  zu  bebandeln; 
denn  jede  Frage,    welche  von  dieser  Gleichung   abhängig   ist. 
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lälst  sieh   in  Abhängigkeit  von   der  sorgMltig  behandelten  Glei- 
chur^  x^+  ax  ^=  h^  brJi^eii.     Da  n^ative  Gröfsen  unbekannt 
waren,  so  erhielt  jede  von  diesen  Gleichungen  nur  eine  Wurzel. 
Auf  ganz  ähnhche  Weise  ist  die  Gleichung 

ax  —  x°-=  5^  (3) 

bei  Euklid  behandelt.  Diese  mufs  geometrisch  t'olgenderraafsen 
ausgedrückt  werden  i  an  eine  g^ebene  Strecke  a  ein  Rechteck 
von  gegebenem  Inhalt  h^  so  anzulegen,  dafs  die  fehlende  Figur 
ein  Owadi'at  wird.  Diese  Aufgabe,  deren  Lösung  aus  Euklid 
II,  ä  {vei^l.  Fig.  %  wo  dann  AB  =  «,  {KD)  ==  J^  und  BD  =  x) 
hervorgeht,  findet  sich  verallgemeinert  in  VI,  38,  so  dafs  das 
Rechteck  mit  einem  Parallelogramm  mit  gegebenem  Winkel 
vertauscht  wird,  das  Quadi-at  mit  einem  fehlenden  Parallelo- 
gramm {napaXhih'ii-pajiiiov  Ihlti-nov)  von  gegebener  Fomi.  Die 
Lösui'^  ist  auch  hier  in  anderer  Sprache  dieselbe  wie  die  der 
jetzigen  Algebra,    indem   sie    darin    besteht    durch  Subtraktion 

beider  Seiten  der  Gleichung  von  ( -^  1  ein  Quadrat  über  der 
CD  =  -^ — X  mit  bekanntem  Inhalt  |-^j  —6^  zu  bilden. 

Der  Lösung,  welche  in  VI,  28  vollständ^  angeführt  wird, 
wird  in  VI ,  37  eine  Redingung  für  die  Möglichkeit  voraus- 
geschickt, welche  für  den  hier  behandelten  Fall  darauf  hin- 
auslaufen würde,  dafs  die  Fläche  h^  nicht  gröfser  als  (-^-1 
sein  darf. 

Indem   Eidilid    im  Beweise   für  die  Unmöglichkeit,    dafs 

ftä  >  [^  j  ,  einmal  x<,AC  (Fig.  2),  und  dann  x>  AC  {was  sich 

an  Fig.  i  dadurch  darstellen  liefee,  dafs  man  x  =  AD  setzt,  wo- 
durch das  Rechteck  mit  gegebenem  Inhalt  die  Grmidhnie  BD 
erhalten  würde)  zu  nehmen  versucht,  giebt  er  zu  erkennen,  dafs 
er  sehr  wohl  weJfs,  dafs  der  Au%abe,  welche  durch  die  Glei- 
chung ausgedräckt  mrd,  ebensowohl  genvigt  wird  durch  x  =  AD 
wie  durch  x  =  BD.  Wenn  er  nichtsdestoweniger  VI,  28  nur 
eine  Lösung  angiebt,  so  mufs  das  entweder  darauf  beruhen, 
dafs  er  meint,  die  gestellte  Aufgabe  enthaJte  nur  die  Forderung 
ein  Rechteck  anzulegen,  welches  der  gestellten  Redii^mg  genügt, 


y  Google 


nicht  aber  alle  solche  Rechtecke  zu  finden,  oder  darauf,  dafs 
dasjenige,  welches  Euklid  finden  mü,  eben  das  Rechteck  AM 
ist,  welches  an  AB  angelegt  wird,  und  dies  bleibt  dasselbe, 
einerlei  ob  es  an  cUese  Linie  mit  der  gröfseren  Seite  läi^s  AD 
oder  mit  der  kleineren  längs  DB  gelugt  wird,  wemt  auch  das 
fehlende  Quadrat  verschieden  wii'd^). 

Diese  letztere  Erklärung  erscheint  namentüeh  natürhch, 
wenn  man  beachtet,  dafs  Euklid  sowohl  in  Satz  85  der  Data 
wie  im  Hülfssatz  zu  den  Elementen  X,  18  die  eben  beschriebene 
Flächenaniegui-^  zur  Bestmimung  von  Strecken  benutzt,  von 
denen  die  Summe  sowohl  wie  der  Inhalt  des  daraus  gebildeten 
Rechtecks  gegeben  ist.  Diese  symmetrische  Aufgabe  hat  nur 
eine  Lösung,  und  dafs  Euklid  auch  nicht  von  mehr  als  einer 
Auflösung  in  der  mit  dieser  Aufgabe  wesentlich  identischen 
Flächenanlegung  spricht,  ist  eigentlich  nicht  auffälliger,  a\s  wenn 
ein  Schriftsteller  der  Gegenwaii  den  Gleichmigen 

xy  =  Iß 
nur  die  Lösungen 

beilegt,  im  Vertrauen  darauf,  dafs  die  Symmetrie  zu  augenfällig 
ist,  als  dafs  es  nötig  sein  sollte  ausdrücklich  hervoraulieben, 
dafs  die  beiden  "Werte  sich  auch  vertauschen  lassen^). 

Jedenfalls  ist  es  umichtig  aus  dem  Umstände,  dafs  bei 
Euklid  eine  ausdrückliche  Erwähnung  der  einen  Wurzel  einer 
quadratischen  Gleichui^  in  dem  Falle  fehlt,  wo  dieselbe  wirk- 
lich zwei  (d.  h.  zwei  positive)  hat,  und  aus  einem  entsprechenden 
Mangel  bei  Diophantus  zu  schliefsen,  dafs  den  Alten  über- 
haupt der  Sinn  fehlte  für  die  Bedeutung  einer  Untersuchmig 
darüber,  wie  viele  Lösungen  eine  Aufgabe  haben  könnte''). 

')  Vergl.  Buch  X,  43 ff.,  woriu  EiiUid  sagt,  dafs  es  nur  einen  Punkt 
Riebt,  welcher  eine  Strecke  auf  eine  gegehene  Weise  teilt,  aber  im 
Beweise  ausdrücklich  bemerkt,  dafs  er  den  zweiten  Punkt  aussehliefst, 
der  die  Strecke  in  dieselben  beiden  Ahschnitte  teilt. 

')  Man  vergleiche  die  citierte  Arbeit  von  Tanneiy. 

')  HaEkel  hebt  diesen  Mai^l  a.  a.  0.  S.  162  in  sehv  starken  Ausdi-flckeu 
hervor. 
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Dafs  dies  nicht  der  fall  gewesen  ist,  geht  deutlich  aas 
der  Art  imd  Weise  hervor,  wie  Apolionius  in  der  Vorrede 
zum  vierten  Buch  über  die  Kegelschnitte^)  den  Diorismiis 
(Abgrenzung)  einer  Aufgabe  bespricht.  Dieser  besteht  nach 
dem  Wortlaut  des  Namens  vor  allem  in  einer  Ai^abe  der 
Grenzen ,  innerhalb  deren  eine  Aufgabe  überhaupt  möghch 
ist  —  und  eine  solche  giebt  Euklid,  wie  wir  gesehen  haben, 
für  die  cjiiadratische  Gleichung  in  VI,  27  — ;  aber  die  Aus- 
drücke des  Apolionius  zeigen,  dafs  der  Diorismus  zugleich  den 
Zweck  hat  die  Grenzen  anzugeben,  innerhalb  deren  eine  Auf- 
gabe eine  gröföere  oder  geringere  Anzahl  Lösungen  haben 
kann,  und  dann  zu  sagen,  wie  viele  sich  in  jedem  einzelnen 
Fall  ergeben. 

hl  genauester  Übereinstimmui'^  hiennit  steht  aufser  vielem 
anderen  Apolionius'  eigene  Anwendung  der  Flächenanlegung 
oder  der  quadratischen  Gleichungen  in  der  durch  das  Arabische 
erhaltenen  Schrift  über  den  Verhältnisschriitt^),  Der  Inhalt 
dieser  Schrift,  den  wir  im  löten  Abschnitt  genauer  besprechen 
werden,  besteht  in  einer  Behandlung  der  geometi'ischen  Auf- 
gabe: durch  einen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  welche 
auf  zwei  gegebenen  Geiaden  \un  g^ebenen  Punkten  an  Stücke 
abschneidet,  welche  m  emem  gegebenen  Verhältnis  stehen. 
Diese  Aufgabe  iviid  gelost  duirh  Zurückfühmng  auf  Flächen- 
anlegung, welche  bis  auf  den  Unterschied,  dei  zwischen  unserer 
und  der  geometrischen  Algebia  besteht,  mit  einer  modernen 
algebraischen  Behandlung  und  Zurückfflhrui'^  auf  eme  Gleichui^ 
zweiten  Grades  übereinstimmt.  Die  Aufgabe  ist  aUeidings  m 
so  viele  Fälle  geteilt,  dafs  die  Wurzeln,  welche  biauchbar  sind, 
jedesmal  er^en  Grenzbedii^ir^en  unterworfen  sind;  aber  sofern 
zwei  Lösungen  innerhalb  dieser  Grenzen  vorkommen  können, 
versäumt  Apolionius  nicht  es  anzuführen.  Dies  geschieht  über- 
dies in  einer  Form,  welche  eine  vollkommene  Vertrautheit  mit 
der  Thatsache  verrat,   dafs  der  Grenzfall,  wo  die  Gleichung  {3} 


')  Man  vergl.  unseren  Anhang 
')  Lateinisch  lievaiisgegebea  vo 
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22  Ei'ster  Alwcliiiilt. 

niu'  eine  Lösung  hat,    den  Übergang  zwischen  solchen  ]>ildet, 
wo  zwei  oder  wo  gar  keine  vorhanden  smd. 

Bei  Betrachtung  der  im  sechsten  Buch  wirklich  ausgeführten 
Fiächenanlegui^en  haben  wir  gesehen,  dals  das,  was  die  Sätze 
5  und  6  des  zweiten  Buchs  angeben,  eben  dieselben  Um- 
foimungeu  -^lul  in  denen  lie  Ausfnhiuog  dei  Flafhenanlegung 
in  dei  ■von  uiib  diigestellten  tomi  be'iteht  odei  dals  sie  die 
Lo-jung  dei  ^eoinetnschen  Algebia  von  den  Gleichungen 

r  -uflj;4-5  -  0 
ai^eben  wo£  eine  Flache  bedeutet  die  m  emei  sokhen  Form 
gegeben  ist  dafi>  %ie  sich  in  ein  Quadrat  verw  andeb  lafst.  Dals 
EiiMid  e^  biis  runi  sechbten  Buch  aut&chiebt  eben  liese  Auf- 
gaben ausdiuckhch  zu  stellen  und  zu  lo'^en  hat  seinen  uatür- 
hchen  Grund  dann  dafs  ei  doit  ei-^t  mit  Hulte  der  Pioportions- 
lehiP  denselben  die  Ei vs eiterung  geben  kinn  \on  der  wii'  iiier 
abgesehen  haben  deitn  iljiebr'U'^chp  Bedeutung  ^^]I  aber  bald 
genauer  untei-auchen  neiden 

Wenn  nun  also  die  Äustuhiing  lei  FUchen "inlegung  im 
zweiten  Buch  aucl  nm  m  Fcim  \on  Sit/ei  gegeben  wArA,  so 
bezeugt  das  \  oitoninieii  nn  dieijei  Stelle  doch  daf'^  dieselbe 
unabhängig  von  der  neuen  Piopoit  on  lehre  ist  und  sicher  vor 
dieser  bekannt  war.  Das  wird  voUkomraen  bestätigt  durch  den 
bei  Proklus*)  aufbewahrten  Bericht  des  Eudemus,  dafs 
mEui  die  Fiächenanlegui^  den  Pji;hj^oreern  verdanke. 

Lange  voi  Euklids  Zeit  kannte  nan  also  die  Losung  der 
gemischten  quidiitischen  Gleichimg  wie  sie  hiei  doi^estellt  ist, 
und  hat  dieselbe  y^ie  sich  au-i  der  ausdruckhchenHei^orhebur^ 
dieses  Gegeubtandes  eig  ebt  int  Fleifs  behiideit  Die  Frage 
wird  also  demnach  t  sein  Vis  zu  ^  elchem  Umfange  man 
hieraus  JNutzen  zu  ziehen  verstand  Die  n  eisten  Autoren 
scheinen  gei  eigt  diesen  Un  fing  ziemlich  ei^  ?  begrenzen ; 
sie  nennen  Euklid  Losunj,en  ge  netii-^ch  mid  scheinen  damit 
lueh  au  diu  ken  zu  eilen  dnfs  er  die  pU  en  i  er  amc  ein  in 
\ielen   Fallen  i  utzbches  Hultsmittel   mneil  ilb    lei    Gjometrie 

')  Fi'ieiUeins  Ausgabe  von  Pruklus'  Konmieiit;u'  -mm  Euklid,  S.  41!). 
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selbst  angewendet  habe,  während  sie  die  numerische  Lösung 
der  Zeit  nach  nur  bis  zu  den  ersten  Sehriftsteilem  zuröckfüliren, 
bei  denen  sie  ausdriicldiche  Beispiele  füi' solche  gefunden  haben  ^). 
Die  Auffassung,  die  ich  hier  festhalten  werde,  besteht  dagegen 
darin,  dafs  die  geometrische  Darstellung  für  die  Griechen  die 
Darstellung  allgemeiner  Gröfsen  war,  und  unter  diesen  auch 
speciell  derjenigen ,  welche  sich  dm'ch  Zahlen  oder  Zahlen- 
verhältnisse  darstellen  lassen,  oder  der  rationalen  Gröfsen,  dafs 
deshalb  die  geometrische  Lösung  von  Gleichungen  zweiten 
Grades  für  sie  die  allgemeine  Lösung  darstellte,  die  im  be- 
sonderen die  numerische  mit  enthalten  mufste.  Der  Grund, 
weshalb  man  der  FJächenanlegur^  eine  so  grofse  Bedeutung 
beil<^e ,  würde  dann  der  sein ,  dafs  diese  den  alten  Grie- 
chen das  gewährte,  was  die  Lösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  uns  gewährt.  In  diesen  Anschauungen  stimme  ich, 
soviel  ich  sehe,  vollkommen  mit  Tannery  überein,  aus  dessen 
Schrift  ich  auch  mehrere  meiner  Argumente  für  das  hohe  Älter 
der  Bekanntschaft  mit  der  numerischen  Lösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  entnehme. 

Als  einen  Gnmd  für  die  Annahme,  dafs  man  nicht  aus- 
scMiefslich  die  geometrischen  Anwendungen  vor  Augen  hatte, 
mufs  ich  zuerst  den  Umstand  berühren,  dafs  die  von  Euküd 
mitgeteilte  Lösung,  wie  ich  gezeigt  habe,  ganz  mit  unserer 
algebraischen  übereinsthnml,  aber  an  geometrischer  Einfach- 
heit hinter  den  Verfahnmgsarten  zui'ücksteht,  deren  man  sich 
jetzt  gewöhnlich  zur  geometrischen  Konstruktion  der  Wurzeln 
einer  Gleichung  zweiten  Grades  bedient.  Hätte  man  eine  solche 
gewünscht,  so  würde  man  zu  den  Zeiten  Euklids,  wo  die 
Konstruktionslehre  so  hoch  entivickelt  wai-,  sicherlich  verstanden 
haben  Lösungen  von  Aufgaben,  mit  denen  man  sich  so  lange 
beschäftigt  hatte,  auf  eine  möglichst  grofse  geometrische  Ein- 
fachheit zu  bringen. 

Die   besten  Argumente    mufs    man    indo';t^en    in    den   auf- 


')  Auf  diesem  A\ege  gelangt  Cantor  am  weitesten  rückwai-ts  indem  ei 
rV  oile''ungen  b  341)  eine  numeri'jche  Loaunst  einei  quadritisclieu 
M^ichun^r  bei  Heron  (etwa  100  y.f  hi )  nachten  lesen  hat 
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bewahrten  Anwendimgen  der  Lösungen  suchen.  Die  am  voU- 
ständ^ten  durcl^eführte  Behandlung  solcher  Anwendur^en 
hat  man  in  der  eben  ar^eführten  kleinen  Schrift  des  Apol- 
lonius  über  den  Verhältnisschnitt.  Hier  wie  an  vielen 
anderen  Orten  sind  freilich  die  Aufgaben,  welche  auf  Flächen- 
anlegimg  zurücl^eführt  werden,  von  vornherein  geometrisch; 
aber  wir  haben  bereits  ausgesprochen,  dafs  die  ganze  Behand- 
lungsweise  in  dieser  Schrift  sehr  nahe  mit  einer  a^ebraischen 
Behandlung  derselben  Aufgabe  öbereinsimmt.  Es  wird  so  syste- 
matisch zu  Werke  gegangen,  dafs  es  deutlich  wird,  dafs 
Flächenanlegur^  für  die  Alten  kein  Hülfsmittel  war,  welches 
sich  wohl  oft  aber  doch  ziemlich  zuial%  in  der  Geometiie  an- 
wenden läfst,  sondern  dafs  es  eine  Form  der  Bestinmiui^  war, 
der  man  principmäfsig  zueilt,  wo  sich  Aufgaben  überhaupt 
durch  Gieichur^en  zweiten  Grades  lösen  lassen. 

Was  nun  Lösungen  numerischer  Gleichungen  betrifft,  so 
durfte  man,  selbst  wenn  es  überhaupt  bei  Euklid  Gebrauch  gewe- 
sen wäre  Beispiele  zu  geben,  nicht  erwarten,  solche  im  zweiten 
oder  sechsten  Buch  zu  finden.  Ein  Zahlenbeispiel  würde  —  wenn 
die  Wurzeln  rdeht  als  negativ  oder  imaginär  ganz  aufserhalb 
des  Auffassui^sbereichs  der  Griechen  lagen  —  entweder  zu 
rationalen  oder  zu  irrationalen  Wurzein  führen.  Im  erstereu 
Faüe  würde  ein  solches  Zahlenbeispiei  als  irreführend  zu  be- 
trachten sein,  da  es  leicht  die  falsche  Vorstellung  erwecken 
würde,  dafs  die  gefundene  Lösung  nur  auf  das  er^ere  Gebiet 
der  rationalen  Gröfsen  anwendbar  sei;  es  müfste  jedenfaUs  in 
das  7te— gteBuch  verwiesen  werden,  dessen  Behandlung  dieses 
eiferen  Gebietes  indessen  durch  und  durch  von  einer  zu  theore- 
tischen Beschaffenheit  ist,  als  dafs  man  berechtigt  sein  könnte 
daselbst  Beispiele  für  praktisch  durchgeführte  Rechnungen  zu 
erwarten. 

Whd  die  Lösung  dagegen  irrational,  so  ist  dieselbe  nach 
dem  Zablenb^riff  der  Alten  nicht  mehr  numerisch,  sondern 
eine  solche,  für  welche  die  geometrische  Dai'stellui^  als  unent- 
behrlich betrachtet  wurde.  Die  Untersuchungen  dai'über,  ob 
dies  eintritt  oder  nicht,  sind,  in  das  lOte  Buch  Euklids  verwiesen, 
welches  also  durch  seine  blofse  Existenz  bezeugt,  dafs  man  die 
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Lehre  von  der  Lösung  quadratischer  Gleichungen  auf  nunierische 
Aufgaben  ange^vandt  hat.  Im  besonderen  kann  auf  den  Satz  18 
verwiesen  werden,  der  sich  ausdrücklich  an  unsere  Gleichung 
(3)  (11,  5;  VI,  28)  oder  noch  unmittelbarer  an  die  anschliefst, 

worin  b  mit  -g-  vertauscht  ist,  also 


Dieser  Satz  spricht  aus,  dafs  die  notwendige  und  ausreichende 
Bedingung  dafür,  dafs  man  mittels  dieser  Gleichung  a  in  kom- 
mensm'able  Abschnitte  teilt,  die  ist,  dafs  die  Seite  dos  Quadrats, 
welches  die  Differenz  zwischen  a^  und  b^  ist,  oder  j/«^—  &*, 
mit  (t  kommensurabel  ist.  Wir  finden  mit  anderen  Worten 
die  Bedingung,  unter  welcher,  wenn  a  als  in  Zahlen  gegeben 
(oder  als  Einheit)  angenommen  wird,  das  Verhältnis  der  Teile 
zur  Einheit  sich  durch  Zahlen  ausdrücken  läfst,  oder  die  Wurzeln 
rational  sind.  Der  Beweis  stützt  sich  auf  den  Satz  II,  5,  also 
auf  die  geometrische  Lösung  der  Gleichung. 

Da  nun  die  Frage  nach  Rationalität  oder  Irrationalität  nur 
Bedeutung  hat,  wenn  man  von  kommensurablen  Gröfsen  oder 
solchen,  welche  sich  durch  Zahlen  darstellen  lassen,  ausgeht 
und  dann  untersucht,  ob  man  auch  zu  kommensurablen  Gröfsen 
gelangt,  und  ob  die  Lösur^  sich  also  auch  nach  der  Auffassung 
der  Alten  numerisch  durchführen  läfst,  so  liegt  hier  ein  ganz 
bestimmter  Beweis  dafür  vor,  dafs  die  Alten  ihre  Lösung 
der  quadratischen  Gleichungen  auch  auf  numerische 
Aufgaben   anwendeten. 

An  diese  B^ünaung  schliefst  sich  eine  neue  und  bedeu- 
tungsvolle Anwendung  von  Euklids  lOtem  Buche  an.  Dieses 
enthält  eine  Reihe  von  Sätzen  darüber,  dafs  verschiedene  —  in 
der  geometrischen  Form  der  Alten  dargestellte  —  Ausdrücke, 
äi  denen  mehrfach  Quadratwurzeln  vorkommen,  irrational  sind. 
Aus  diesen  Sätzen  darf  man  gewifs  schliefsen,  dafs  man  die 
Gleichungen,  welche  zu  diesen  Ausdrücken  führen,  gekannt  und 
behandelt  hat.  Dafs  man  versucht  hat  dieselben  numerisch 
(d.  h.  rational)  in  den  Fällen  zu  lösen,  wo  dies  möglich  gewesen 
ist,  geht  aus  dem  Nachweise  der  Unmöglichkeit  solcher  Lösungen 
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hervor.  Die  Beweise  dafür,  dafs  etwas  unmöglich  ist,  sind  lie- 
kanntlieh  nicht  leicht  zu  führen,  und  die  Aufstellung  so  vieler 
hierher   gehöriger  Sätze  zeugt   also  von  emer  sehr  eii'^ehenden 


Tannery  hat  in  der  citierten  kleinen  Schrift  gezeigt, 
dafs  die  Gleichui^en  höheren  Grades,  deren  Wurzeln  Euklid 
im  loten  Buch  mit  Beziehung  auf  ihi-e  Irrationalität  untei*sucht, 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  x'^  und  x*  waren.  Indem  er 
das  lote  Buch  m  seinem  Beweise  für  die  frühere  Bekanntschaft 
auch  mit  der  numerischen  Lösung  quadratischer  Gleichun- 
gen benutzt,  hat  er  also  dargethan,  dafs  man  zu  und  vor 
Euklids  Zeit  nicht  nur  eben  diese  Gleichmigen  behandelt  hat, 
sondern  die  Behandlung  auch  auf  solche  ausgedehnt  hat,  die 
sich  auf  diese  zurückführen  lassen.  Die  Umfonnm^en  irratio- 
naler Gröl'sen,  welche  EukHd  in  den  Beweisen  benutzt,  stinmien 
zum  Teil  übei'ein  mit  unserer  Verwandlung  doppelt  irrationaler 
Grölsen  in  einfach  irrationale. 

Wenn  wn  luf  diese  ^  ei'^e  sehen  daß  Euklids  Elementen 
eine  alteie  Bekanntschifi  mit  der  numeii&chen  Losm'^  quadri 
tisthei  Gleichungen  so  wie  sichei  auch  nnt  dei  nunieiisfhen 
Behandlung  andeiei  mehi  elen  entarer  Äufgiben  z  Giiiidi. 
lag  so  wird  uns  die  ganze  Bedeuting  de^  z\ieiten  Biches 
wesenthch  Udiei  Es  wuide  vonusgesetzt  dalb  bokhe  e«  lesen 
wurden  die  sich  vorher  odei  gleichzeitig  praktische  Bekinnt 
Schaft  mit  derartigen  Recheni^eln  en\oiben  bitten  und  e'- 
sollte  die^e  dmch  die  ijtiingenten  Beweise  eiganzer  deien 
Allgemeingultigkeit  sie  nicht  nm  ■luf  nm  lens  he  Äufg  djen 
anwendbar  machte  oondem  luch  auf  die  geometiischen  Untei 
Buchungen  mit  denen  Eukhd  sich  m  dei  Folge  beschift  gen 
wollte  "^0  md  Ue  Bew  eise  [o  und  ( ]  fui  die  Lo  ungen  dei 
cpiadiahschen  Glticl  ungen  neben  len  Beiiei'^en  fiu  Satze  an 
gefuhrt  die  solche  i^ebi'tische  Formeln  ausdrucken  «le  mm 
sie  auch  m  unseren  Schulen  ay^wendig  lemt  namhch  dei 
Ausdruck  für  {a  -f  hy  [in  4] ,  für  (« —  6)*  [in  7]  und  für 
{a-\-b){a  —  h)  [in  8].  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  ver- 
schiedenen Sätze  zeigt  sich  sofort  durch  ihre  Anwendiii^  auf 
die  Aufgabe  des  goldenen  Schnitts  [11];    auf  die  Relation  zwi- 
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sehen  den  Seiten  eines  Dreieciis  und  der  Projelction  der  einen 
auf  die  andere  [12 — 13],  welche  sicherlich  auch  schon  vorher 
zur  numerischen  Ausführung  geometrischer  Berecimungen  an- 
gewandtworden ist;  femer  auf  die  Venvandlung  eines  Rechteclfs 
in  ein  Quadrat  [14]  oder  auf  das  geometrische  Ausziehen  der 
Quadratwurzel,  das  ein  Hauptghed  in  der  geometrischen  An- 
wendung der  quadratischen  Gleichimgen  ist,  aber  keine  ent- 
sprechende arithmetische  Bedeutung  hat.  Dafs  dies  zuletzt 
kommt,  stimmt  also  durchaus  mit  unserer  Äuffassui^  dieses 
Buches. 

Während  die  drei  ereten  Sätze  nur  einleitend  sind,  müssen 
wir  indessen  noch  zur  Aufrechterhaltung  unserer  Auffassung 
den  fehlenden  Sätzen  9  — 10,  für  welche  man  gegenwärtig  keinen 
sonderlichen  Gebrauch  zu  haben  seheint,  eine  bestimmte  Be- 
deutung anweisen  können.  Dieselben  stammen  aus  einer  Zeit, 
wo  das  numerische  Ausziehen  der  Quadratwurael  gröfsere 
Schwierigkeiten  bereitete  als  jetzt,  und  wo  man  deshalb  Wert 
darauf  legte  ein  besonderes  Mittel  zu  besitzen  um  eine  Reihe 
Näherungswerte  von  1/2  zu  berechneii.  Ein  solches  Mittel  bietet 
sich  m  einem  Satze,  der  sich,  wie  Cantor*)  bemerkt  hat,  bei 
einem  arithmetischen  Schriftsteller  des  späteren  Altertums, 
Theon  von  Smyrna,  findet,  der  EdDer,  wie  Tannery^)  gezeigt 
hat,  bereits  vor  Piatos  Zeit  bekannt  gewesen  zu  sein  scheint. 
Es  ist  ~  was  ich  anderswo  nicht  bemerkt  gefunden  habe  —  der 
exakte  und  aligemeingültige  Beweis  lür  diesen  Satz,  welchen 
Euklid  in  den  Sätzen  9  und  10  des  zweiten  Buchs  m  deijen^en 
Form  giebt,  welche  dei'selbe  an  die&er  Stelle  annehmen  mulste. 
Euklid  begi-ündet  also  auch  hiei'  eine  Rechenr^el,  die  bei  den 
Lesern  als  befc;mnt  vorausgesetzt  werden  konnte. 

Bei  dem  Nachweise  dieser  Bedeutung  der  Sätze  9  und  10 
wollen  wir  lieber  statt  der  Umformungen,  durch  welche  wir 
früher  den  beiden  Euklidischen  Sätzen  so  nahe  wie  möglich  zu 
kommen  gesucht  haben,  von  den  zugehörigen  Figm'en  selbst 
ausgehen.     Ist  C  (Fig.  5  a  und  b)   die  Mitte  der  Linie  AB.   1) 


■)  Vorlesungen  S.  369. 

^)  Revue  pliilosopliique,  I,  XI,  S.  ^01. 
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ein  anderer  Punkt  derselben  {Satz  !>)  oder  ihrer  Verlängerung 
(Satz  10),  so  isti) 

AD^  +  DB''  =  2^C«-f  äCZ>^  oder 

AD^—iÄC  --=  iClP  —  DB^. 


Setzt  man  (fig.öa)  CD='X,  DB  ^=  y ,  so  wird  AD  -■-=  'Hx-^y, 
AC  =  x-ry.  Man  sieht  also,  wenn  x  und  y  mit  ZahleTi  ver- 
tauscht werden,  dafs  man  aus  einer  Lösung  (x,  y)  der  einen 
der  beiden  Gleichungen 

'2xr-~y^  ^  ±1 

eine  der  anderen  in  höheren  Zahlen  ableiten  kann,  nämlich 

{x-^y,    "ix -r  y).     Dasselbe  Resultat   läfst    sich    aus    Satz    10 

(Fig. 5b)  ableiten,    wenn  man  demselben  folgende  Form  giebt: 

AD^  —2CD^=^  2  AC^  —  BD\  ^) 


)  De    Satz  gl       e  1   ka  t  u  D  nicht  auf  der  Linie  liegt. 

)  In  Übe  e  n  t  mmung  h  e  n  t  habe  ch  n  Tidsskrift  for  Mathematik  1879 
eine  E  klä  ung  de  Arehii  eis  hen  NäherimgsbrOche  für  1^3,  welche 
NaheTingb  che  abe  n  cht  cce  aive  Näherungsbrüche  eines 
Kettenbruchs  siDd  durch  eine  auf  Euklid  II,  5  gegründete  Behandlung 
l?i  (  leichungen 

x'-3y'  ^  1, 

\ei  ucht  Dl  Tanneiy  denselben  Gedanken,  unabtiängig  von  meiner 
Aileit  weitei^tührt  hat,  und  da  Weissenborn  eine  andere  derartige 
Lösung  derselben  Rätsel  bei  Archiiaedes  gefunden  hat,  welche  sich 
UKh  aul  ande  e  antike  Wurzelausziehur^en  erstreckt ,  so  will  ich  mit 
BeziehuDb  auf  eine  Unklarheit,  die  mir  Günther  zuschreibt  (Die 
quadratischen  IirationaJitäten  der  Alten  S.  90),  nur  bemerken,  dafs 
iiese  auf  eiDem  Mifsverstehen  meine.?  dänisch  geschi-iebenen  Artikels 
beruht 
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Wir  hallen  gesehen,  dafs  die  Beliaimtschaft  mit  Gleichungen 
des  zweiten  Grades,  welche  bereits  vor  Euklids  Zeit  vorhanden 
war  und  weldie  iiamentiich  in  seinem  zweiten  Buche  Ausdruck 
fand,  nicht  oberflächlich  und  zufäüig,  sondern  mit  einer  voll- 
ständigen Kenntnis  dessen  verbunden  war,  wozu  sich  diese 
Gleichungen  in  der  Geometrie  und  bei  numerischen  Rechnui^en 
gebrauchen  Hefsen,  Euklid  und  seine  Vorgänger  in  der  Ab- 
fassung von  Elementen  haben  also  die  Sätze  dieses  Buches 
aufgestellt  und  bewiesen  in  dem  vollen  Bewufstsein,  dafs  sie 
auf  dieselbe  Weise  benutzt  werden  konnten,  wie  es  über  ein 
Jahrtausend  später  von  arabischen  Schriftstellern,  die  sich  eben 
auf  Euklid  stützen,  geschab,  entweder  im  Anschlufs  an  uns 
unbekannte  Überlieferungen,  oder  mit  einem  richtigen  Blick  für 
das,  wozu  Euklids  Sätze  überhaupt  nützlich  sind'}. 

Nachdem  wh  so  mit  der  wirklichen  Bedeutui^  der  antiken 
geometrisch-a^ebraischen  Lösung  der  quadratischen  Gleichungen 
ins  Reine  gekommen  sind,  wollen  wir  uns  dem  sechsten  Buche 
Euklids  zuwenden  und  die  algebraische  Bedeutung  der  in  diesem 
enthaltenen  Verallgemeinerungen  der  Flächenanlegung  unter- 
suchen. Hierbei  ist  es  vollkommen  gleicl^iltig,  ob  Rechtecke 
und  Quadrate  mit  Parallelogrammen  von  gleichen  Wmkeln  ver- 
tauscht werden.  Wir  wollen  deshalb  hieiTon  absehen  und  uns 
dauernd  an  rechte  Winkel  halten,  wodurch  die  Erweiteiiuig 
darauf  beschränkt  wird ,  dafs  bei  der  Anlegung  der  gegebenen 
Fläche  B  als  Rechteck  an  die  gegebene  Linie  a  das  fehlende 
oder  üb  er  schief  sende  Rechteck  statt  ein  Quadrat  zu 
werden  einem   gegebenen  Rechteck  ähnlich  sein   soll. 

Unsere  Erklärung  der  Bedeutung  dieses  Verfahrens  läfst 
sich  am  leichtesten  an  die  bereits  benutzten  Figuren  4  oder  3 
und  2  anschliefsen.  Das  Quadrat  über  BD  ivird  mit  einem 
Rechteck  vertauscht,  welches  einem  anderen  mit  den  gegebenen 
Seiten  c  und  d,  von  denen  c  als  die  der  BD  homologe  an- 
genommen werden  mag,  ähnhch  ist.  Das  überschiefsende  oder 
fehlende  Rechteck  wird  daim,    wenn  wh'  wie  früher  die  un- 


')  Diese  Anwendungen  sind  dargestellt  bei  Matthiessen,  Giiiadzüge  der 
antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen,  S.S93— 311. 


y  Google 


Erster  Abschnitt. 


• B       p 


Fig.  ti. 


M 

/ 

Fit;.  ^ 


bekannte  Höhe  AK  des  angelegten  Rechtecks  x  nennen ,  den 
Inhalt -75-- crf  ■=-  -Ya;"  haben.  Die  durch  die  beiden  Flächen- 
anlegungen  gelösten  Gleichungen  sind  also  folgende : 

BX±jx'  _  B.  (4) 

Durch  Kombination  der  Proportionslehre  mit  den 
früheren  unmittelbaren  Flächenoperationen  hat  das  quadratische 
Glied  der  quadratischen  Gleichung  also  jetzt  einen  Koefticienten 
erhalten.  Dieser  Eoefficient  ist  überdies  eingeführt  ohne  dafs 
es  sonderlieh  schmeriger  geworden  wäre  die  geometrische  ÜEir- 
stellung  festeuhalten,  da  die  Forderung  der  Ähnlichkeit  mit 
einem  Rechteck  (Parallelogramm),  welches  man  über  der  Seite 
-3-  zu  zeichnen  begonnen  hat,  durch  die  beiden  Rechtecken 
gemeinsame  Diagonale  (Fig.  3  und  'i)  veranschauhcht  oder  dem 
Gedächtnis  eingeprägt  wird. 

Die  algebraische  Lösung  der  Gleichung  (4),  welche  man  für 
das  obere  Vorzeichen  durch  eine  uimiittelbare  Übersetzur^  von 
Euklid  VI,  2'J  erhält,  ist 


|-«~l/(f)+|i 


indem  der  auf  ähnliche  Fairen  ausgedehnte  pythagoreische 
Lehrsatz  auf  Rechtecke  von  der  Foi-m  angewandt  wü-d,  welche 
das  überschiefsende  Rechteck  haben  soll,  so  dafs  das  Rechteck 
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einen  Kathete  über  Cß  =  -^  gezeichnet  ist,  wähi'eiid  das  letKlcre 
den  Inhalt  B  hat  und  folglich  die  der  c  honiolog'e  Seite  gleich 
Y  ^B  haben  mufs;  dann  erhält  man 

Auf  ähnliche  Weise  ist  ^_ 

die  näehstli^ende  algebraisciie  Übersetziii^  von  Euklids  Lösung 
{VI,  38)  der  Gleichui^  (4),  wenn  man.  das  unlere  Voi-zeichen 
benutzt.  Was  über  die  geringe  Bedeutimg  des  Umstandes  gesagt 
wurde,  dafs  Euklid  formell  nur  eine  der  beiden  Lösungen  giebt, 
bleibt  auch  für  die  hier  vorgenommene  Erweiterung  gült^,  da 
die  Strecke  AB  bei  beiden  Lösungen  in  dieselben  beiden  Ab- 
schnitte geteilt  wu-d.  Die  Erweiterm^  der  Gleichung  (2)  (S.  18) 
ist  in  der  hier  von  (1)  gegebenen  mit  einh^riffen. 

Hier  hegt  also  eine  sti-er^  bewiesene  Lösur^  der  quadra- 
tischen Gleichung  mit  drei  Koefflcienten  vor.  Wenn  sich  geze^t 
hat,  dafs  man  bereits  fifiher  die  numerische  Auflösung  nume- 
rischer Gleichungen  mit  dem  quadratischen  Gliede  x^  gekannt 
hat,  so  ist  anzunehmen,  dafs  man  auch  früher  verstanden  habe 
Gleichungen  von  der  Form 

hierauf  zurückzuführen  (z.  B.  durch  Multiplikation  mit  «,  wo 
dann  ax  als  Unbekannte  betrachtet  wurde);  aber  auf  eine 
allgemeingültige,  d.  h.  auch  für  inutionale  Werte  von  x  gültige 
Weise  hat  man  —  auf  Grund  der  drei  Faktoren  in  ax^  —  diese 
Gleichungen  durch  die  geometrische  Algebra  mit  zwei  Dimen- 
sionen nicht  darstellen  können  ohne  die  Proportionslehre  des 
Eudoxus  zu  benutzen. 

Apolloiiius  verwendet  in  seiner  Lehre  von  den  Kegel- 
sclmitten  dieselben  Hülfsmittel ,  aber  in  etwas  abweichender 
Form,  zur  Darstellmig  derselben  Gleichungen.  Er  zeichnet  näm- 
lich das  Rechteck,  weichem  das  überschiefsende  oder  fehlende 
ähnlich  sein  soll,  über  der  Strecke  a  selbst  —  oder  denkt  es  sich 
über  dieser  Strecke  gezeichnet  —  wodurch  c  =  a  wird.    Indem 
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ferner  die  Grörsen,  welche  wir  hier  x  und  VB  genannt  halben, 
Abscisse  und  Ordinate  eines  beweglichen  Punktes  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  sind,  die  auf  einen  Durchmesser  und  die  Tan- 
gente in  dessen  Endpunkt  als  Koordmatenaxen  bezogen  sind, 
so  wollen  wir  die  Bezeichnungen  VB,  a  und  d  mit  y ,  j}  und  a 
vertauschen ,  wo  a  und  p  den  Durchmesser  und  den  dazu  ge- 
hörigen Parameter  bezeichnen^).  Die  Gleichungen  (4)  werden 
dann  (in  umgekehrter  Ordnung)  zu 

y"  —  px^^x"".  (5) 

welche  durch  F^.  6  und  7  dargestellt  werden,  in  denen  sich 
zugleich  die  Bedeutung  von  x  =  AC  und  y  =  CJD  im  Verhältnis 
zum  Kegelschnitt  zeigt.  Das 
Quadrat  über  CD  soll  gleich 
dem  Rechteck  (AF)  sein, 
welches  an  AE  =^  2'  ^'^' 
gelegt  ist,  so  dafs  das  feh- 
lende (Fig.  6)  oder  über- 
schiefsende  (Fig.  7)  Rechteck 
dem  aus  p  und  AB  =  a 
gebildeten  ähnhch  ist.  Das 
wird  dadurch  erreicht,  dal's 
die  Diagonale  EF  durch  B 
geht.  Das  Rechteck  EF  ist 
also  gleich  ^  x^ ,  ivähreiid 
Rechteck  (CE)  =  px,  wo- 
durch y^  =  px^~x^. 

Diese  Relation   drückt 

i  ^   I  Apollonuio  teds  m  Worten 

aus     teils   durch  die  untei 

lechlui  \\inkela   hinzut,efugtc   Hult^flsiu'      Die-^e   letzteie   geo- 

metubche  D^istellui^   ei-weist   sich    m    doppeltei    HiUbicht    als 


')  Da  lie  finechiachen  Geometei  ge^^Öllnlldl  die  gauzen  Duichmesser 
Axen  und  Parametei  betrachten  an  ist  es  bequemei  diese  seilst  an 
statt  wie  es  gewöhnlich  in  dei  analj ti=clien  Geometrie  geschieht  ihie 
Hälften  dm  eh  einzelne  Buchstaben  zu  bezeichnen 


y  Google 


Apollonius'  Darstellung  der  Kegelschnitte;   ihi'e  Bedeiituiij^'.  ;ii} 


nützlicl].  Einmal  lälst  dipsflbe  sii;h  immittelbar  auf  geometrische 
Konstruktionen  anweiideii,  namentlich  zur  Bestimmung  so  vieler 
Punkte  der  Kurve,  wie  man  will,  da  die  Relation  (/^  =  Recht- 
eck (ÄF)  bedeutet,  dafs  jj  die  mittlere  Proportionale  ist 
zwischen  x  und  der  zugehörigen  bis  an  die  feste 
Hülfslinie  BE  gezogenen  rechtwinkligen  Ordinate 
Y  =  CF  (welche  m  dem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  die 

G-leichung  Y  =  p'^^x  hat).     Zweitens  hat  mp  für  thenre- 

tische  Untersuchur^en  eine  ähnliche  Bedeutimg  wie  die  alge- 
braische Darstellung  durch  eine  kurze  und  übersichtliche  Formel, 
nämlich  die,  die  Definition  zu  veranschauhchen  und  dadurch 
dem  Gedächtnis  einzuprägen.  Diese  letztere  Bestinmaung  tritt 
dadurch  zu  Tage,  dafs  Apollonius  fortfahrt  die  Hülfsflgur  auch 
da  zu  zeichnen,  wo  dieselbe  nicht  unmittelbar  benutzt  vnrd, 
oder  wo  die  daran  geknüpften  Konstruktionen  unter  bekannte 
Nebenkonstruttionen  gehören  würden,  welche  die  griechischen 
Schriftsteller  sonst  nicht  anzi^eben  pflegen.  Ein  anderes  Zei- 
chen dafür,  dafs  dieses  geometrische  Hölfsmittel  wirkhch  eine 
ähnliche  Bestimmung  hat  wie  die  Anwendung  der  Algebra,  und 
dafs  dasselbe  wie  die  algebraische  Formel  eine  gewisse  Un- 
abhängigkeit von  der  geometrischen  üntersuchur^ ,  auf  welche 
es  eben  angewendet  werden  soll,  besitzt,  ist  man  vielleicht 
berechtigt  ui  dem  Umstände  zu  erblicken,    daf«  die  Hälfsfigur 
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unter  rechten  Winkeln  gezeichnet  ist  und  nicht  —  was  am 
nächsten  liegen  ivnrde,  wenn  man  nur  einige  HüLfelinien  für  die 
vorh^ende  geometrische  Figur  zeichnen  wollte  —  unter  dem- 
selben Winkel,  welchen  die  Ordinaten  mit  der  Abscissenaxe 
bilden.  Faktisch  ist  dieses  Verfahren  m  jedem  Falle  ein  Aus- 
druck dafür,  dafs  für  alle  Gröfsen  dieses  Winkels  dieselbe 
Relation  zwischen  Äbscissen  und  Ordinaten  stattfmdet. 

Ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Hülfsfigm'  des  Äpol- 
lonius  als  Konstruktionsmittel  findet  sich  im  32sten  Satze  seines 
ersten  Buchs  und  wird  in  unserem  dritten  Abschnitt  (Fig.  15) 
genauer  dargestellt  werden;  ein  sehr  hübsches  Beispiel  für  die 
Änwendurg  derselben  als  eines  geometrisch-algebraischen  Ope- 
rationsmittels findet  sich  im  15ten  Satze  desselben  Buch  und 
wird  in  unserem  vierten  Abschnitt  (Fig.  17)  eine  genauere  Dar- 
stellung finden. 

Man  wird  sich  nun  eine  Vorstellung  davon  machen  können, 
m  wie  hohem  Grade  sich  die  antike  geometrische  Algebra  für 
die  Untersuchung  von  Kegelschnitten  eignet.  Ein  grofser 
Teil  der  mchtigsten  Eigenschaften  derselben  einlebt  sich  nämlich 
aas  einer  analytisch -geometrischen  Untersuchung,  wenn  man 
den  Kegelschnitt  auf  verschiedene  Koordinatensysteme  bezieht. 
So  fmden  z.  B.  die  wichtigsten  E^enschaften  mit  Beziehung  auf 
konjugierte  Durchmesser  ihren  Ausdruck  dadui'ch,  dafs  es  un- 
endlich viele  Koordinatensysteme  giebt,  für  welche  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  die  oben  benutzten  Formen  (5)  annimmt. 
Wenn  man  nun  durch  Betrachtung  des  K^elschnitts  in  seiner 
Lage  auf  dem  K^el  für  denselben  eine  Gleichung  in  einem 
bequem  gewählten  Koordinatensystem  abgeleitet  hat,  z.  B.  die 
auf  eine  Axe  bezogene  Scheitelgleichung,  so  geschieht  der  Über- 
gang zu  neuen  Koordinatensystemen  durch  lineare  Substitutionen 
in  die  zuei-st  gefundene  Gleichung  zweiten  Grades,  Die  hierzu 
dienenden  algebraischen  Operationen  zweiten  Grades  sind  eben 
diejenigen,  mit  deren  geometrischer  Form  die  Griechen,  wie  wir 
aus  dem  zweiten  Buche  Euklids  sehen,  sehr  vertraut  waren.  In 
den  Gleichungen  werden  die  Substitutionskoefficienten  und  die 
Koefficienten  der  Glieder  vom  zweiten  Grade  nämlich  nicht  durch 
Strecken  ausgedrückt,   denn  dadurch  würden  die  Gleichui'^en 


y  Google 


Anweiidhavkoit  d,  geom.  Algebra  auf  die  Kegelschnitte.  35 

in  den  dmxh  Sti'ecken  dargestellten  Gröfsen  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade  werden,  sondern  durch  Verhältnisse,  und 
diese  Verhältnisse  werden  in  der  Regel  unter  ebenso  leicht 
übersehbaren  Formen  wie  in  (5)  eingefiährt.  Zugleich  wird  alles 
darauf  angelegt  so  viele  Glieder  wie  möghch  zu  vereinten,  so 
dafs  die  Gleichungen  für  die  Kurven  sehr  oft  nur  ausdrücken, 
dafs,  wie  in  den  durch  F^.  6  und  7  dargestellten  Gleichungen 
(5),  zwei  veränderliche  Flächen  gleich  grofs  sind,  oder  auch 
dafs   eine  veränderUche  Fläche   einen  konstanten  Wert  behält. 

hl  den  Auflösungen  der  Gleichungen  zweiten  Grades  hat 
man  femer  ein  Mittel  zur  Bestimmung  von  Durchschnittspunkten 
mit  geraden  Linien  gehabt,  und  in  dem  zu  den  Gleichungen 
zweiten  Grades  gehörenden  Diorismus  (Eukl.  VI,  27)  die  Be- 
dingung für  Berührung  und  dadurch  ein  Mittel  zur  Bestimmung 
von  Tangenteil,  Unter  welchen  besonderen  Formen  dieses 
Mittel  angewandt  und  die  erwähnten  Ti'ansfonnationen  der 
Koordinaten  voi^enomraen  wurden,  wird  sich  aus  dem  Folgenden 
ei^eben. 

Die  Gleichungen  für  die  Kegelschnitte  sind  stets  als  Glei- 
chui^en  ersten  Grades  zwischen  Flächen  aufzufassen.  Würde 
man  einem  griechischen  Mathematiker  gegenüber  statt  dieser 
überall  die  entsprechenden  Produkte  von  Strecken  einsetzen 
wollen,  so  würde  er  dies  sicher  als  ein  Zeichen  dafür  Einsehen, 
daJs  man  nicht  wisse,  dafs  mcht  alle  Gröfsen  von  gleicher  Art 
ein  gemeinschaftliches  Mafs  haben;  wo  sie  aber  ein  solches 
haben,  wo  also  die  Gröfsen,  welche  multipMciert  werden,  sich 
durch  rationale  Zahlen  darsteUen  lassen,  würde  er  nach  unserer 
Meinung  diese  Vertauschui^  selbst  kennen  und  zu  benutzen 
wissen.  Zi^leich  folgt  hieraus,  dafs  er  wahrscheinlich  auch 
praktisch  dasselbe  gethan  hat,  wenn  die  Rationalität  nicht 
stattfand,  imd  wenn  es  sich  nur  um  ein  angenähertes  Resultat 
handelte ;  ■  aber  das  gehörte  dann  nicht  mehr  in  das  Gebiet 
der  exakten  Geometrie. 

Die  Verbindung  mit  der  geometrischen  Algebra  erklärt 
auch,  weshalb  im  Altertum  nur  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten vollständig  entwickelt  wurde,  während  Untersuchungen 
über  Kurven  höherer  Ordnung  mehr  vereinzelt  geblieben  sind. 
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Bei  dei'  Darstellung  tlieser  genügte  es  nicht  wie  bei  den  Kegel- 
schnitten die  Konstanten  durch  Verhältnisse  auszudrücken 
um  die  Gleichur^  m  einer  übersichtlichen  und  bequemen  geome- 
trischen Form  dai^estellt  zu  erhalten.  Eine  Kurve  dritter  Ord- 
nung konnte  man  allerdii^  noch  durch  eine  Relation  zwischen 
Rauminhalten  1)  darstellen,  aber  mit  diesen  läfst  sich  nicht  so 
unmittelbar  operieren  wie  mit  Flächen.  Wurde  die  Kurve  von 
noch  höherer  Ordnung,  so  hatte  man  zur  Darstellung  der  in 
ihrer  Gleichung  vorkommenden  Produkte  von  mehr  als  drei 
variablen  GrÖfsen  kein  anderes  Mittel  als  die,  in  diesem  Falle 
ziemlich  unhandlichen,  zusammengesetzten  Verhältnisse. 

Hierfür  hat  man  Beispiele  in  Pappus'  Darstellungen-) 
geometrischer  Orter  für  Punkte,  deren  Abstände  von  zwei 
Systemen  gerader  Linien  Produkte  bilden,  welche  in  einem 
gegebenen  Verhältnis  stehen.  Diesen  Örtem,  deren  Darstellimg 
Pappus  als  eine  Erweiterur^  einer  im  Altertum  wohl  bekannten 
Bestimmut^  der  Kegelschnitte  anführt  ohne  damit  iri:endwelche 
genauere  Untersuchung  zu  verbinden,  begegnen  wir  wieder  in 
Descartes'  Geometrie,  wo  sie  eben  zeigen,  in  welcher Richtwng 
man  die  Überlegenheit  seiner  analytischen  über  die  alte  (4eo- 
metrie  zu  suchen  habe. 

Um  der  Rolle  willen,  welche  die  geometrische  Algebra  in 
der  antiken  Lehre  von  den  K^elschnitten  spielt,  ist  es  mit 
Rücksicht  auf  meine  diesbezüglichen  Untersuchungen  für  mich 
von  Wichtigkeit  gewesen  mir  eine  solche  persönliche  Fert^keit 
in  der  geometrischen  Form  für  elementare  algebraische  Opera- 
tionen zu  erwerben,  dafs  der  Gedanke  an  moderne  Darstellungs- 
mittel nicht  mein  Urteil  darüber  beeinflussen  kormte,  welche 
Umformungen  oder  Darstellungsarten  mehr  oder  minder  nahe- 
li^end  seien.     Zur  Einübung  einer  solchen  Fertigkeit  gewährt 

')  Dafs  diese  Darstellui^,  flbei'  welche  später  mehr  folgen  wird,  auch  auf 
numerische  Untersuchungea  angewendet  wurde,  sieht  man  aus  den 
Benennungen  körperliche  und  tubische  Zahlen,  und  daraus,  dafa 
die  Bezeichnung  ähnlich  auch  auf  Zahlen  angewandt  wurde,  die 
sich  wie  Kubikzahlen  verhielten. 

')  Pappi  Alexandrmi  CoUectio,  ed.Hultseh,  Berolini  1878,  S.  ß4ü.  —  Pappus 
lebte  etwa  300  n.  Chr. 
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ApoUonios  Lehre  von  den  Kegelschnitten  selbst  ein  gutes  Hülf's- 
mittel.  Es  geschieht  nämiich  oft,  dai's  Apollonius  in  seinen 
Beweisen  ganz  kleine  Spmng'e  derselben  Art  macht,  wie  wenn 
ein  analytisch^eonietrischer  Schriftsteller  eme  leichte  Zwischen- 
rechnung dem  Leser  selbst  überläfst.  Übersetzen  wir  die  Dai- 
steUnng  des  Apollonius  in  die  Sprache  unserer  Algebra,  so  ist 
in  fielen  Fällen  gerade  eine  solche  Zwischenrechnung  aus- 
gelassen, und  diese  Sprünge  sind  deshalb,  indem  sie  die  im 
übrigen  breite  Darsteüung  abkürzen,  vielmehr  eine  Erleichtemi^ 
für  den  modernen  Leser.  Da  nun  die  Alten  in  den  geometrisch- 
algebraischen Operationen  ein  wohl  bekanntes  Hülfsmittel  be- 
safsen.  welches  auf  dem  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
behandelten  Gebiet  unserer  Buchstabenrechnung  äquivalent  wai', 
so  hegt  die  Annahme  nahe,  dafs  es  die  Meinui^  des  Apollonius 
war,  seine  Leser  würden  mit  Hülfe  dieser  geometrischen  Algebra 
leicht  selbst  die  Behauptungen  veiificieren  können,  welche  wu- 
gegenwärtig  durch  eine  leichte  Buchstabenrechnung  verificieren. 
Hätte  er  dagegen  gemeint,  dafs  die  Richtigkeit  durch  Anwen- 
dung bestimmter  Kunstgriffe  oder  durch  Zurückführung  auf 
bestimmte  Sätze  in  Euklids  Elementen  dargethan  werden  müfste, 
so  wie  Pappus  es  in  den  Hülfssätzen  macht,  welche  er  an 
die  meisten  von  diesen  Stellen  bei  Apollonius  anschliefst,  so 
würde  er  wahrscheinlich  ausdrückliche  Erläuterungen  hierfür 
gegeben  haben.  Denn  er  wai-  berechtigt  gewisse  Forderungen 
an  die  Fertigkeit,  aber  nicht  an  die  Erfindungski'aft  seiner  Leser 
zu  stellen. 

Wenn  also  z.  B 
Apollonius  im  Be- 
weise für  den  24sten 
Satz  des  dritten  Buchs 
ohne  ii^endwelchen  be- 
sonderen Beweis  darauf 
baut,  dafs,  wenn  wie 
in    Fig.  S  AB  =  CD,  Fig.  8. 

folgende  Relation  zwi- 
schen den    aus  den  Abschnitten    der  geraden  Linie   gebildeten 
Rechtecken  stattfindet: 
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EO.EB  =  AC.ÄB  +  ED.EA, 
so  erscheint  es  mir  am  wahrscheinlichsten,  dafs  er  die  Richtig- 
keil hiervon  dadurch  erkannt  hat,  dafs  er  die  betreffenden 
Rechtecke  zeiclmete,  ivie  in  Fig.  8,  wo  EÄ'  —  EÄ  und  EB'  =  EB, 
worauf  die  Richtigkeit  des  Satzes  daraus  hervoi^eht,  dafs  die  über 
CD  und  ^'J5' gezeichneten  Rechtecke  gleich  grofs  sind,  oder  — 
was  für  den  in  solchen  Operationen  hinreichend  Geübten  aus- 
reichend gewesen  ist  —  dadurch,  dafs  er  sie  sich  gezeichnet 
dachte.  Er  hat  sich  eher  dieselben  Operationen  angewandt 
gedacht,  welche  Euklid  im  zweiten  Euch  gebraucht,  als  dafs 
er  sich  die  angeführte  Behauptung  so  bewiesen  gedacht  hat 
wie  von  Pappus  geschehen  ist  in  dem  hierzu  gehörigen  4ten 
Lemma  durch  Einfühmi^  des  gemeinsamen  Mittelpunkts  von 
AD  und  BC  und  eine  an  diesen  Mittelpunkt  geknüpfte  An- 
wendung des  sechsten  Satzes  im  zweiten  Buche  Euklids. 
Auf  ähnliche  Weise  halte  ich  es  im  wesentüchen  für  einen 
Ausflufs  der  Pedanterie  späterer  Zeiten,  wenn  Pappus  auch  in 
einer  grofsen  Menge  von  den  übrigen  Hülfssätzen  zu  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  die  Behauptungen  des  Apollonius  auf 
Sätze  und  nicht  auf  Operationen  zmnickführt.  Der  Beweis 
des  Eutokius ')  für  das  6te  Lemma  zum  3ten  Buch  dürfte  deshalb 
auch  der  eigenen  Anschauungsweise  des  Apollonius  naher  liegen 
als  der  Beweis,  welchen  Pappus  anführt.  Jedenfalls  sind  die 
geometrisch-algebraischen  Operationen,  welche  die  Alten  kannten, 
faktisch  das  leichteste  Mittel  gewesen  diese  Behauptungen  zu 
verificieren,  und  man  ist  deshalb  berechtigt  dieselben  zur  TJbung 
in  diesen  Operationen  zu  gebrauchen^). 


liMVIII,  ed.  Halley,  Oxoniie  1710,  S.  188. - 
.  Chr.      (Tannery   in   Bulletin    des  Sciences 

g  gröfserer  Übung  etwas  schwierigere  Beispiele 
haben,  so  kann  ich  hiei-tür  empfehlen  die  Sätze  124  und  135  im  Ti*" 
Buch  des  Pappus  dnrch  die  geometrische  Algebra  zn  beweisen. 
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Plani metrische  Definillon  der  Kegi 

bei  Archini edi 


Die  erste  und  nächstli^eiide  Erzeugung  der  Kegelschnitte 
war  bei  den  Griechen  diejenige,  welche  umnittelbar  in  ihrem 
gemeinschaftlichen  Namen  liegt,  nämlich  durch  ebene  Schnitte 
an  Kreiskegeln,  und  die  drei  Hauptarten  von  Kegelschnitten 
wurden  definiert  dmreh  die  bestimmten  Kegel,  an  welchen,  und 
durch  die  Art,  auf  welche  sie  hervoi^ebracht  wurden.  In  dieser 
Hinsicht  verfuhr  man  jedoch  vei^chieden  zu  verschiedenen 
Zeiten.  Die  älteren  Geometer  definierten  die  drei  verschiedenen 
Kegelschnitte  (Ellipse,  Parabel,  Hyperbel)  nach  der  verschiedenen 
Beschaffenheit  der  Kegel  und  nannten  sie  Schnitte  an  spitz- 
winkligen, rechtwinkligen  oder  stumpfwinkligen 
Kegeln,  indem  sie  sich  die  Schnitte  senkrecht  auf  einer  Er- 
zeugenden eines  ümdrehungskegels  dachten,  und  diese  defini- 
tionsmäfsige  Unterscheidung  zwischen  den  drei  Kegel- 
schnitten wurde  beibehalten ,  nachdem  man  entdeckt  hatte, 
dafs  jeder  derselben  auch  durch  Schnitte  an  einem  anderen, 
als  dem  in  seiner  Definiton  genannten  Kreiskegei ,  hergestellt 
werden  konnte.  Hierin  lag  nichts  Unnatürliches;  denn  nicht 
nur  trägt  man  immer  Bedenken  etwas  an  überlieferten  Defini- 
tionen zu  verändern,  an  welche  sich  bereits  durchgeführte  Sy- 
steme von  Sätzen,  Bestimmur^en  von  Konstanten  u.  s.  w. 
knüpfen,  sondern  es  liegt  auch  nahe  und  ist  logisch  vollkommen 
gerechtfertigt  den  Apparat,  welcher  für  die  Definitionen  be- 
nutzt vrird,  so  weit  zu  beschränken,  als  es  geschehen  kann 
ohne  die  dadurch  definierten  Begriffe  selbst  einzuei^en,  und 
dami  erst  in  den  Sätzen  zu  zeigen,  dafs  die  definierten  Be- 
griffe unter  allgemeineren  Umständen  auftreten  können.  So  findet 
man  es  ja  durchaus  natürlich,  wenn  in  modernen  Lehrbüchern 
der  analytischen  Geometrie  die  Kegelschnitte  durch  einfache 
Eigenschaften  oder  durch  emfache  Gleichur^n  definiert  wer- 
den und  erst  hinterher  bewiesen  wird,   dafs  die  Kurven, 
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welche  durch  die  aügenieine  Gleichung  zweiten  Grades  bestimmt 
werden,  keine  anderen  sivid  als  diejenigen,  weiche  man  bereits 
durch  die  einfacheren  Gleichur^eii  erhalten  hat. 

Wie  es  aber  auch  Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie 
giebt,  welche  das  hier  vergleichsweise  erwähnte  elementare  Ver- 
fahren aufgegeben  haben  und  gerade  umgekehrt  damit  be- 
ginnen den  allgemeinen  Begriff  aufzustellen:  „Kurven  zweiter 
Ordnung,  definiert  durch  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades",  und  die  einzelnen  Kurvenarten  durch  Relationen  zwi- 
schen den  Konstanten  dieser  allgemeinen  Gleichung  zu  defmieren, 
so  mufste  auch,  als  man  mit  der  Betrachtung  anders  bestimmter 
Schnitte  an  Kegeln  als  den  in  den  alten  Definitionen  voraus- 
gesetzten vertraut  geworden  war,  die  Zeit  kommen,  wo  ein 
Geometer  wie  Apoüonius  den  Gedanken  fafste  die  al^emeine 
Bestimmui^smethode  zum  Ausgangspunkt  zu  nehmen  und 
Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  durch  die  allgemeinste  Art,  wie 
sie  an  beliebigen  Kreiskegeln  hervoi^ebracht  werden,  zu  de- 
fmieren. Wenn  auch,  wie  wir  sehen  werden,  dieser  Schritt  m 
wissenschaftlicher  Beziehui^  —  ich  meine  m  Beziehm'^ 
auf  die  Kenntnis  der  dazu  nöfigen  Sätze  —  gut  vorbereitet  war, 
so  sieht  man  doch  aus  dem  ersten  Buche  von  ApoUonius' 
Kegelschnitten,  dafs  derselbe  in  systematischer  Beziehm'^ 
nicht  geringe  Schwierigkeiten  darbot:  man  erßihrt  nämlich  erst 
am  Schlüsse  dieses  ersten  Buches,  in  welches  bereits  die  Ent- 
wicklmig  von  nicht  wenigen  planimetrischen  Eigenschaften  auf- 
genommen werden  mufs,  dafs  die  Sclmitte  an  den  verschiedenen 
Kegeln  identisch  sind,  und  dafs  alle  sich  auf  Umdrehungskegel 
legen  lassen. 

Die  hier  gegebene  Darstellung  des  Verhältnisses  zwischen 
Apollonius  und  seinen  Vorgängern  mit  Beziehung  auf  die  Er- 
zeugnis von  Kurven  dm'cb  Schnitte  an  Kegeln  stimmt  nicht 
vollständig  mit  den  durch  Eutokius  aufbewahrten  Äulserungen  ^) 
des  Geminus  überein.  Es  heifst  nämhch  am  Schlüsse  des 
Referats  des  Eutokius,  nachdem,  er  auseinandergesetzt  hat  wie 


')  Man  sehe   Halley's  Ausgabe  der  Kegelschnitte   des  AjjoUonius   S.  9. 
Cantoi' rerlegt  die  Wirksamkeit  desGemitins  bis  vor  das  Jahr  77  v.  Clir. 
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die  Alten  die  Kurven  durch  senkrecht  auf  einer  Erzeugenden 
stehende  Schnitte  hervorbrachten:  „Aber  später  sah  Apollonius 
von  Pergä  im  al^emeinen,  dafs  alle  Schnitte  sich  an  jedem 
K^el  finden,  gerade  oder  schief,  je  nach  der  vei'schiedenen 
Ne^ung  der  Ebene  gegen  den  Kegel".  Diese  Äufserung,  nach 
welcher  Apollonius  also  der  erste  Entdecker  derThatsache 
gewesen  sein  soU,  dafs  andere  Schnitte  als  die  senkrecht  zu 
einer  Erzeugenden  gelten  dieselben  Eigenschaften  haben  wie 
diese,  und  welche  noch  Cantor  dahin  bringt  dies  mit  grofseni 
Nachdruck  geltend  zu  machen,  steht  indessen  vollständig  in 
Widerspruch  damit,  dafs  Archimedes  im  Anfange  der  Schrift 
über  Konoide  und  Sphäroide  '■)  ausdrücklich  als  etwas  Bekanntes 
ausspricht,  dafs  alle  Schnitte  an  einem  K^el,  welche  alle  Er- 
zeugenden treffen,  ElÜpsen  (oder  Kreise)  sind,  und  damit,  dafs 
em  Ausspruch  ähnlichen  Sinnes  bereits  in  Euklids  Phäno- 
menen'')  vorkommt.  Es  läfst  sich  nämlich  nicht  denken,  dafs 
dieses  auf  eine  andere  Art  gefunden  ist  als  durch  eine  Betrach- 
tung, welche  gleichzeitig  gezeigt  hat,  dafs  die  durch  die  ältere 
Bestimmung  bekannten  hyperboHschen  und  parabolischen  Schnitte 
sich  auf  eine  ebenso  allgemeine  Art  erzeugen  lassen  wie  die 
elliptischen,  welche  Archimedes  nennt,  weil  er  von  denselben 
besonderen  Gebrauch  macht  Hierin  wird  man  bestärkt  werden 
durch  die  w^eiteren  Untersuchungen,  welche  Archimedes  an  die 
verachiedenen  elliptischen  Schnitte  anschliefet,  und  die  wir  dem- 
nächst erwähnen  werden. 

Dieser  Widerspruch  findet  eben  seine  beste  Erkläriu^  durch 
unsere  Annahme.  Alle  Zeugen  stimmen  darin  überein,  dafs 
Apollonius  den  Kegelschnitten  die  neuen  Namen  Ellipse, 
Parabel  und  Hyperbel  gegeben  habe.  Zur  Einführung 
solcher  neuen  Namen  gab  es  Veranlassung  genug,  wenn  Apol- 
lonius die  vererbte  definitionsmäfsige  Grundlage  verliefs, 
an  welche  sich  die  alten,    noch  von   Archimedes  benutzten 


')  Archimedis  opera  omnia,  ed.  HeiLet^,  Lipsiae  1880,  I  S.  S88. 

')  Auf  diese  SteHe  hat  Heiberg,  welcher  früher  in  der  Zeitschr.  f. 
Math.  u.  Phys.,  hist.  Abth.  XXV,  2  die  Stellen  zusammengeatellt  hatte, 
an  denen  Archimedes  die  K^ebchnitte  erwähnt,  in  „LitterargeschicM- 
liche  Studien  über  Euklid'  S.  88  aufmerksam  gemacht. 
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Namen  knuplteii  Oip  m  sjiclier  AVeise  voi^enommene  Ande- 
v\sa%  an  Benenniir^en  und  Ausgangspunkt  —  die  nicht  mit 
irgendwelcher  bebondeien  Entdeckung  von  Apollonius'  Seite 
verbunden  zu  sein  btauchte  —  konnte  leicht  die  Veranlassung 
zu  Mifsveistandmssen  für  spxtere  Leser  sein,  welche  die  Ele- 
mente dei  Lehie  von  den  Kegelschnitten  bei  Apollonius 
lernten  und  sich  spater  mit  Archimedes'  weiter  gehenden 
Untersuchungen  «bei  einzelne  hierher  gehörige  Fragen  be- 
schäftigten Solchen  MiT&verbtxiidnissen  mufsten  dann  die  spä- 
teren Schiiftstellei  voizubeugen  suchen.  Hierzu  dienen  ver- 
schiedene Aufserungen  bei  Pappus*),  und  dasselbe  ist  offenbar 
bereits  dieHiuptabsicht  des  Geininus  mit  den  citierten  Worten 


Wenn  nun  diese  o  i^eit  gehen,  dafs  sie  dem  Apollonius 
die  Entdeckung  zubchieiben  dafs  alle  Schnitte  an  jedem  Kegel 
gerxle  odei  schief  voikommen  so  ist  die  e  Foim  dea  Aus 
iiucLs  —  welche  jedenfalls  unzutreffend  ist  d-i  sie  7U  dem 
Glaiben  ^erfühlen  kmnte  d^f  jede  Hjpeibel  ■ds  Schnitt  m 
jedem  Ke^el  her\oi  gebt  acht  werden  konnte  —  moglichei-weibe 
allein  dem  Referat  des  Eutokius  zu  veidanken  Indessen  kajm 
sie  auch  einer  bnichtsamkeit  bei  Gemmuis  zuzuschreiben  sem 
dei  SD  lange  nich  Apollomus  gelebt  hat  dafs  ei  selbst  diesen 
■ds  Hauptquelle  tm  die  Lehip  von  den  Kegelschnitten  benutzt 
habtn  mu  ste  und  ich  deshalb  nicht  voll  tand^  darubei  klai 
gewoiden  ist  'vn%  weit  sich  das  AA  lasen  der  alteren  &chnft 
steller  erstreckte,  wenn  sein  Hauptzweck  doch  nur  der  gewesen 
ist,  ihre  Ausdrucksweise  zu  erklären,  und  nicht  der,  zu  zeigen. 


')  Pappus'  Bericht  über  die  acht  Bflchw  des  Apollonius  übet  die  Kegel- 
schnitte ist  als  Anhang  2  dieser  Arbeit  abgedruckt.  Man  ivi«" 
merken,  dafe  Pappus  nichts  davon  sagt,  daJ's  Apollonius  entd 
haben  solle,  dafs,  wie  er  sagt,  „au  jeder  Ai-t  dieser. Kegel  diese  drei 
Linien  je  nach  der  Art,  wie  sie  geschnitten  werden,  vorkommen' 
Wenn  nSrnhch  Hultsch  in  seiner  Übersetzung  —  in  der  ich  ai 
Dr.  Heibergs  Rat  eine  Änderung  vorgenommen  habe  —  Pappus  sagen 
ISM,  da&  Aristäus  dies  aicht  bemerkt  habe,  so  mag  das  auf  einem 
Mitsverständnis  beruhen.  Jedenfalls  können  Euiüd  und  Archimedes 
recht  wohl  etwas  geivufst  haben,  was  Äristaus  vielleicht  nicht  wufste. 
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wie  weit  Apolluniuh  «bei  sip  hmius  (,elani^t  ist  Wue  dies 
letztere  dei  Fall  gewesen  ■^o  ■wrirde  er  nitht  bei  dem  Ünr'tande 
stehen  geblieben  sein  dafs  ApoUomub  ze^  dals  alle  diei  Arten 
von  Keg«lschnittpii  in  jedem  k^el  vorkommen  sondern  ei 
mirde  den  Äuiseinandersetzmigen  des  Apuiloiiius  m  die=!er  Sache 
ihren  vollen  Umfai^t  gelassen  hiben  indem  ei  dessen  Nichweis 
anführte,  ddCa  —  mit  Auuiihme  emzelnei  Grenzfälle  —  alle 
Schnitte  an  Kreiskegeln  auch  diejen^en  welche  nicht  senk- 
recht auf  dei  Symmetneebene  stehen  Elhpsen  P-iialiein  und 
Hyperbeln  sind 

Auf  ganz  ahnhche  Weise  knüpfen  sich  die  Bemeikungen 
späterer  Schiiftstellei  über  einen  anderen  \eimemthchen  Fort- 
schritt m  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  welcher  dem 
Apolionius  zu  verdanken  sein  sollte  und  der  nunmehr  Er- 
wähnung flßden  wird,  ausschhefslich  an  Veränderung  dieselbe 
von  Benennungen  und  enthalten  nicht  die  Nachweise  von 
dem  geringeren  Wissen  der  älteren  Schriftsteller,  welche  man 
daraus  hat  ableiten  wollen. 

Die  stereometrische  Bestimmung  der  Kegelschnitte  wurde 
von  aUen  griechischen  Schriftstellern,  deren  Arbeiten  uns  be- 
kanntsind, zur  Ableitung  einer  einzelnen  pJanimetrischen 
Haupteigenschaft  {aoiiTcrwfta)  ^)  benutzt,  welche  darauf 
ihrer  weiteren  Untersuchung  zu  Grunde  gelegt 
wurde,  und  welche  wir  also  berechtigt  sind  als  die  plani- 
metrische  Definition  der  Kegelschnitte  zu  betrachten;  esh^ 
deshalb  keine  Veranlassung  vor  zu  glauben,  dafs  die  älteren 
SchriftsteUer,  deren  Arbeiten  verloren  sind,  anders  verfahren 
seien.  Im  G^enteil  deutet  alles,  so  bereits  die  planimetrische 
Anwendur^  der  Parabel,  welche  dem  Menächmus  zugeschrieben 
wird,  darauf  hin,  dafs  diese  planimetrische  Gmndeigenschaft 
von  jeher,  solange  die  Kegelschnitte  untersucht  woi'den  sind, 
dieselbe  gewesen  ist  wtlche  ■s\u  bei  Archimedes  und  apol- 
ionius finden  ininlich  diejen^e   welche  il^ebi ais<,h  dnuh  die 


')  Tanne  ly  bcnieitt  mit  Recht,  dala  iie  Bestimmung  dei  kuiTe  i  durch 
diese  Haufteigensthaft  ihrei  Gleichun,,  in  dei  anilyti^chen  teometrie 
entspricht  (Bulletin  des  Sciences  mathfimatique     lfe83  S  27&) 
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Gleichung  angedruckt  werden  würde,  dvirch  weiche  die  Kegel- 
schnitte in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  daj^estelSt 
werden,  wenn  eine  Äxe  zur  Abscissenaxe  genommen  wird. 
Wir  werden  sehen,  dafs  die  formeilen  Abweichungen,  mit  welchen 
diese  Grundeigenschaft  in  der  geometrischen  Daxstellung  der 
Griechen  auftritt,  nicht  gröfser  sind  als  diejenigen,  welche  man 
jetzt  erhält,  wenn  man  verschiedene  Punkte  der  Axe  zu  An- 
fangspunkten macht.  Wenn  Pappus  dennoch  ausdrücklich  die 
Form  hervorgehoben  hat,  in  der  die  Besiinnnui^  bei  Apol- 
lonius  auftritt,  so  ist  das,  wie  eben  berührt,  sicherlich  nur  auf 
Grand   der   damit  in  Verbindung  stehenden    neuen    Namen 


Eine  gerade  entgegengesetzte  Auffassung  wird  indessen  auch 
in  diesem  Punkte  von  Cantor  geltend  gemacht.  Diese  Auffas- 
sung wird  ebenso  wie  desselben  Verfassers  eben  zuvor  erwähnte 
auf  Gemißus  gestützte  Behauptung  durch  misere  nachfolgende 
Darstellung  von  Stellen  bei  Archimedes  widerlegt  werden; 
aber  schon  hier  halten  wir  es  für  richtig,  eine  Prüfung  von 
Cantors  eigenen  Gründen  voranzuschicken'). 

Die  Bemerkungen  des  Pappus,  auf  welche  ich  oben  hin- 
deutete, sind  im  Anfange  unseres  Anhang  2  wiedergegeben. 
Ich  kann  nicht  einsehen,  dafs  in  denselben  anderes  oder  mehr 
Hegt,  als  was  ich  oben  angegeben  habe.  Cantor  d^egen  hat 
nicht  nur  wie  meinere   andere  Schriftsteller^)   darin   einen  Be- 


'}  Doch  werde  ich  nicht  bei  denjenigen  von  diesen  venveilen,  welche  sich 
auf  die  Stellung  beziehen,  welche  Flächenaul^ungeu  in  den  Ele- 
menten einnehmen;  denn  ich  habe  im  ersten  Abschnitt  geze^t,  dafe 
diese  Konstitiktionen  eine  hinlSi^lich  grofse  Bedeutung  aufserhalb  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  hatten  um  Euklid  au  gestatten,  in  den 
Elementen  keine  besondere  Rücksicht  auf  ihre  Anwendungen  auf  diese 
Lehre  zu  nehmen.  Welcher  Verfasser  einer  elementaren  Algebra  denkt 
im  besonderen  au  die  Gleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel,  wenn  er 
die  verschiedeaen  Formen  einer  Gleichung  zweiten  Grades  mit  einer 
Unbekannten  diskutiert? 

')  Doch  nicht  alle.  So  wird  meine  Auffassung  geteilt  von  Arneth  und 
von  Bretschneider  in  seinem  hübsehen  Versuche,  des  Meaächmus 
Ableitung  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  wiedei-zugeben  (Die  Geo- 
metrie und  die  Geometer  vor  Euklid). 
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weis  dafür  gesehen,  dafs  die  Darstellung  der  Kegelschnitte, 
welche  wir  in  Betreff  der  Ellipse  und  Hyperbel  bereits  im 
vorigen  Abschnitt  berührt  haben,  ein  wesentlicher  Fortschritt 
sei,  welcher  dem  ApoUonius  zu  verdanken  ist,  sondern  er 
geht  S.  252  so  weit  zu  behaupten,  dafs  Euklid  die  Parabel, 
Elhpse  und  Hyperbel  nicht  als  Kurven  in  der  Ebene  gekannt 
habe,  oder  dafs  sie  jedenfalls  nicht  als  solche  in  den  euklidischen 
Büchern  über  Kegelschnitte  hätten  vorkommen  können. 

Indem  ich  mich  mm  anschicke  diese  Aussprüche  Gantors 
zu  widerlegen,  will  ich  doch  vorerst  bemerken,  dafs  die  wirk- 
liche geometrische  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  Behauptur^en 
mir  lange  dunkel  gewesen  ist.  Eine  Auffassung  derselben, 
welche  ich  jetzt  als  ein  Mifsverständnis  anerkenne,  mll  ich 
berühren  wegen  der  Untersuchungen,  zu  denen  sie  mir  Ver- 
anlassung gegeben  hat.  Ich  fafste  Gantors  Behauptung,  dafs 
Euklid  die  Kurven  nicht  als  „Kurven  in  der  Ebene"  kannte,  so 
auf,  als  ob  er  und  seine  Voi^äi'^er  während  des  Studiums  ihi'er 
nicht  ii^endwelche  planimetrische  Grund- 
;  derselben  gekannt  haben  sollten,  oder  doch  nicht 
verstanden  hätten  eine  solche  weiteren  Untersuchungen  zu 
Gnmde  zu  legen,  dagegen  aber  die  Kurven  nur  als  Kurven  im 
Räume  aufgefafst  hätten,  während  deren  Untersuchung  man 
beständig  zu  ihrer  Betrachtung  auf  dem  Kegel  selbst  habe 
zm-nckkehren  müssen. 

Auf  diesem  Wege  hätte  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
nicht  auf  den  hohen  Standpunkt  gebracht  werden  können,  auf 
dem  sie  sich  vor  Apolionius  befand,  wenn  die  griechischen 
Geometer  nicht  ziemlich  weit  in  der  stereometrische  Unter- 
suchungsmethode gekommen  gewesen  wären,  welche  sonst  erst 
von  Desargues  und  Pascal  angewandt  und  mit  voller  Konse- 
quenz von  Poncelet  entwickelt  ist.  Ich  wurde  deshalb  zu 
einer  doppelten  Untersuchung  veranlafst,  teils  zu  einer  geome- 
ti'ischen  Prüfung,  ob  die  vor  Apolionius  bekannten  Eigenschaften, 
z.  B.  diejenige,  welche  in  der  Asymptotengleichung  der  Hyperbel 
au^edrückt  wird,  auf  eine  für  die  Griechen  einigermafsen 
natürliche  Weise  aus  der  Betrachtur^  der  Kurven  auf  dem 
Kegel  selbst  hervorgehen,  teils  zu  einer  Durchforschung  der  auf 
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Ulis  gekommenen  Literatur,  ob  in  dieser  eine  Spur  einer  solchen 
stereometrischen  üntersuchungsmethode  erhalten  sein  sollte. 
Dadurch  fand  ich  auf  der  emen  Seite,  dafs  die  fragliche  Ab- 
leitung geometrische  Voraussetzur^en  fordern  würde,  welche 
man  im  übrigen  keinen  Grund  hat  den  Griechen  zuzuschreiben, 
auf  der  anderen,  dafs  die  Behandlungsarten,  welche  man  als 
Spuren  einer  anderen  stereometiischen  Untersuchung  der  Kegel- 
schnitte annehmen  könnte  als  diejenige  ist,  welche  zu  derselben 
planimetrischen  Darstellung  führt,  welche  sich  bei  ÄpoUonius') 
findet,  viel  zu  selten  vorkommen,  um  auf  einen  ngendwie  aub- 
gedehnten  Gebranch  eines  solchen  Verfahibiis  zn  dtuten  Die 
stereometrische  Untersuchung  —  und  diese  zunächst  nur  m  der 
einfacheren  Gestalt,  welche  sie  annimmt,  wenn  eme  Ellipse  als 
ein  Cyhnderschnitt ,  also  als  Parallelprojektion  eines.  Kreise^ 
auftritt  —  kann  höchstens  in  einzelnen  Fallen  als  heuristisches 
Mittel  angewandt  worden  sein,  so  von  Archiniedes  bei  der  Be- 
stimmung des  Flächeninhalts  einer  Ellipse,  oder  von  dem,  der 
zuerst  gefunden  hat,  dafs  parallele  Sehnen  einer  Ellipse  von 
einer  Gei'aden  halbiert  werden.  Direkt  ist  aber  durchaus  gar 
nichts  hieniber  aufbewahrt  worden.  Dies  ist  übrigens  hinsicht- 
hch  des  letzten  Beispiels  natürlich  geni^,  da  man  sich  doch 
anderer  Mittel  bedienen  mufste  um  den  Satz  auf  die  Parabel 
und  Hyperbel  auszudehnen. 

Mit  Berufung  auf  die  hier  erwähnte  Untersuchung  —  auf 
die  ich  w^en  ihi-er  negativen  Ausbeute  nicht  weiter  eingehen 
will  —  glaube  ich  festhalten  zu  können,  dafs  die  Griechen  das 
Studium  der  Kegelschnitte  auf  dem  Kegel  selbst  nicht  sonderlich 
weiter  verfolgt  haben  als  bis  zur  Ableitung  einer  einzelnen 
planimetrischen  Grundeigenschaft  für  jeden  Kegelschnitt,  Durch 
diese  Behauptung  gerate  ich  noch  nicht  in  Widerspruch  mit 
Gantor    falls  er  mit  seiner  Äufserung    dafs  Euklid  die  Parabel, 


)  H        la.  n       H      K         1  f    e    1  e    Ai   11  n  f  1  "\\  s     I    - 

w  esen  t  daf  die  kegei  chnitte  auf  Vo  ]  g  e  te  D  1  ii  e  se  du  1 
dieselben  61e  chungen  bezogen  werden  wie  auf  die  Axen  Se  n  Be  »eis 
dafu  dafs  d  e  auf  diese  1  e  den  Arten  1  est  mmte  K^els  h  tte  den- 
t     h      nd      t     !i  nl   h  pl      met  i    1 
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Ellipse  und  Hyperbel  i)  nicht  als  Kurven  in  der  Ebene  kannte, 
nur  meint,  dals  er  nicht  die  an  die  antiken  Flächenanlegungen 
sich  knüpfenden  geometrischen  Örter  kannte,  cteren  Bestiramiing 
von  Äpollonius  der  planimetrischen  Untersuchung  der  Kegel- 
schnitte zu  Grunde  gelegt  wirrt,  dafs  deshalb  Euklid  verinutüch 
sich  selbst  nicht  nacli  der  Beschaffenheit  dieser  Örter  gefragt 
und  jedeiifalls  nicht  gei^nafst  habe,  dafs  es 'dieselben  Kurven 
seien  wie  die,  welche  er  selbst  unter  dem  Namen  ^Schnitte  an 
recht^vinkligen ,  spitzwinkligen  und  stimipfwinkligen  Kegeln* 
untersuchte. 

Ist  dies,  wie  ich  annehme,  Cantors  Meinung  gewesen,  so 
kann  er  immer  noch  mit  mir  darin  übereinstimmen,  dafs  man 
sich  auch  vor  Äpollonius  damit  begnügt  habe,  diirch  Betrachtung 
von  Schnitten  am  Kegel  selbst  eine  einzelne  planimetrische 
Haupteigenschaft  abzuleiten  und  diese  einer  ferneren  Unter- 
suchung derselben  zu  Grunde  zu  legen.  Nur  mufs  er  dann 
meinen,  dafs  diese  eine  andere  als  die  von  Äpollonius  be- 
nutzte gewesen  sei.  Doch  bleibt  der  Eifer,  mit  dem  er  dies 
verficht,  unverständlich,  da  er  gleichzeitig  durchaus  keine  An- 
deutur^  darüber  giebt,  welches  dann  die  frühere  Bestimmimg 
gewesen  ist  oder  gewesen  sein  kann,  und  wie  wenig  oder  viel 
sie  von  der  abweicht,  welche  sich  bei  Äpollonius  findet.  Es 
handelt  sich  eben  um  die  Grundlage  für  Äpollonius'  Leiire  von 
den  Kegelschnitten,  um  die  Gleichung,  aus  der  er  alle  übrigen 
ableitete.  Der  Leser,  der  darüber  aufgeklärt  wird,  dafs  Äpollonius 
diese  Grundlage  geschaffen  hat,  und  der  nicht  nähere  Auflclärung 
darüber  erhält,  wie  hoch  die  Entwicklung  der  Lehre  von  den 
K^elschnitten  vor  Äpollonius  gestanden  habe,  wird  durch  Can- 
tors Behauptungen  den  Eindruck  empfangen,  dafs  dieses  mäch- 
tige Lehi^bäude,  welches  nicht  weit  hinter  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  zurückstand,  welche  wir  am  Anfange  unseres 
Jahrhunderts  besafsen,  mit  Ausnahme  zerstreuter  Beobachtungen 


')  Cantor  scheint  an  dieser  Stelle  mit  eben  den  Worten  Parabel,  Ellipse 
und  Hyperbel  unmittelbar  die  verschiedenen  Arten,  von  Fläclienaiilegnug 
zu  bezeichnen. 
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aus  früherer  Zeit  das  Werk  eines  einzelnes  Mannes  sei ').  Der 
hingegen,  der  aus  den  Schriften  des  Archimedes  und  den  Vor- 
reden des  Äpoüonius  weifs,  wie  ausgedehnt  vor  Apollonius  die 
Bekanntschaft  namenUich  mit  den  in  dessen  drei  ersten  Bücheni 
behandelten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
war,  und  dafs  die  eigenen  bedeutenden  Fortschritte  des  Apol- 
lonius sich  zum  grofsen  Teil  an  glückliche  Erweiterui^en  der  Ent- 
deckungen von  Voi^ängern  knüpfen,  fühlt  sich  getäuscht  diese 
in  der  Luft  schweben  zu  sehen  und  nur  zu  erfahren,  daJs  Apol- 
lonius dieselben,  nachdem  sie  gemacht  waren,  auf  Grundlage 
der  bei  den  Fläehenanlegungen  benutzten  Bestimmungen  zu- 
sammenstellte. 

In  den  Schriften  des  Archimedes,  wo  die  Grundlage  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  kaum  von  der  auch  von  Euklid 
benutzten  abweicht,  mufs  man  Antwort  auf  die  hier  erhobenen 
Fragen  suchen.  Wenn  Cantors  Behauptungen  irgendweiche 
wesentliche  Bedeutung  für  die  Kenntnis  der  griechischen  Lehre 
von  den  K^elschnitten  und  deren  Entwicklung  haben  sollten, 
so  mufste  man  wesentliche  Unterschiede^}  nach  Beschaffenheit 
und  Anwendbarkeit  zwischen  der  von  Archimedes  und  der  von 
Apollonius  benutzten  Gi-undlage  nachweisen  können.  Einen 
solchen  Unterschied  habe  ich  nicht  finden  können.  Apollonius 
versteht  allerdings,  wie  jeder  bedeutende  Schriftsteller,  aus  der 
besonderen  Art  Vorteil  zu  ziehen,  wie  er  die  in  allem  Wesent- 
Uchen  gemeinsame  Grundlage  ausdrückt;  aber  es  ist  durchaus 
kein  Grubd  vorhanden,  die,  in  jedem  Falle  äufserst  geringe, 
formelle  Änderung  als  einen  geometrischen  Fortschritt  zu 
betrachten.     Die  historische  Bedeutung  derselben  liegt   aus- 


'}  Eine  Äuherut^i  in  (.antoi-s  Vorlesungen  etc  S  a7i  unten,  deiilet  darauf 
hin   daft.  die'.es  '.eine  eigene  Meinung  '^ei 

')  Auch  Heiberg  welcher  die  gründliche  Bek<inntSLhaft  mit  den  Kegel 
schnitten  welche  man  vor  Apollonius  hatte  aus  Licht  gezogen  hat 
aber  sich  doch  in  dei  hiei  veihan  leiten  barhe  an  Cantor  anschhefst 
(Litterai^esch  Studieo  u  Eukhd  s  8R|  giebt  feeinerlei  AufLlämi^ 
dambei  welclie  geometiische  Bedeutung  die  geringe  Abweichung  in 
dei  Form  dei  Daislellung  dei  Kegel<ichnitte  bei  Archirneiie'  und  ipol 
bmu"  o--haht  habP!  -,  11 
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schliel'slich  darin  —  und  das  ist  auch  das  einzige,  was  Pappus 
aufiährt  —  dafs  sie  in  Verbindung  mit  den  neuen  Namen  steht, 
welche  in  Gebrauch  kamen,  als  Apollonius  die  ererbten  stereo- 
metrischen Definitionen,  an  welche  sich  die  alten  Kamen 
knüpften,  aufgab. 

In  Übereinstimmung  mit  den  Versprechui^en ,  welche  ich 
im  Vorbeigehenden  gegeben  habe,  mll  ich  nun  dazu  übergehen 
Archimedes'  Schriften  zu  betrachten.  Ich  mufs  nachweisen, 
wie  man  vor  Apollonius  —  nicht  nur  die  ebenen  Schnitte,  welche 
durch  gerade  Kegel  auf  die  alte  defnütionsmäfs^e  Weise  ge!^ 
waren,  sondern  überhaupt  —  Schnitte  behandelte,  deren  Ebenen 
senkrecht  auf  der  Symmetrieebene ')  eines  beliebigen  Kreiskegels 
stehen,  und  ich  mufs  die  sich  bei  Archimedes  findenden  An- 
gaben über  die  planimetrischen  Haupte^enschaften,  welche  zu  und 
vor  seiner  Zeit  bei  Untersuchungen  der  Kegelschnitte  zu  Gründe 
gei^  wtirden,  ans  Licht  ziehen.  Dadurch  erreichen  wir  gleichzeitig, 
dafs  wir  unmittelbarer  zu  diesen  Eigenschaften  gelangen  als  im 
ersten  Buch  des  Apollonius,  dessen  Inhalt  im  folgenden  AIj- 
schnitt  dargestellt  werden  wird.  Bei  Apollonius  sind  dieselben 
nämlich  aus  systematischen  Rücksichten  in  andere  Sätze  mit  auf- 
genommen, namenüich  in  die  al^emeineren  Sätze  über  konji^erte 
Durchmesser,  Bei  Archimedes  dagegen,  wo  die  Form  dieser  Sätze 
an  Einfechbeit  und  Brauchbarkeit  keineswegs  hinter  der  von 
Apollonius  benutzten  zurücksteht,  werden  die  Gnmdeigensehaften, 
auf  denen  er  seine  eigeneii  Untersuchungen  aufbaut,  als  be- 
kaamt  vorausgesetzt  und  treten  deshalb  unabhängig  von  allen 
systematischen  Rücksichten  auf. 

Wh  können  die  Ellipse  und  die  H^peibel  zusinmien 
be^piethen    Beide  M erden  Inf  eine  Axe  mit  z\\&.  testen  Punkte» 


')  Äichimede'j  spricht  diese  Ein>.chrä.iituag  lucht  au*^  indem  er  im  An 
fange  der  Schrjfl  ubei  Konoide  und  ^phaioide  sagt  daß,  Sphnitte 
welche  alle  Eizeugenden  eines  Kegels  tieffea  Ellipsen  sind  abei  im 
\  erlaute  dei  citieiten  Arbeit  findet  ei  jedenfells  nur  Gelegenheit 
Schnitte  xa  hehindeln  welche  entwedei  auf  dei  Simmetneebene  des 
Kreiskebek  odei  auf  emem  anderen  Haiiptschmtt  dei  kegelftaehe  aenk 
reiht  stellen 
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Ä  niid  A^  bs'iogen.    Auf  dieser  wird  in  einem  Punkte,  dessen 

Abstände  von  den  festen  Punltten  x  und  x,   heifsen  mögen, 

-  eine  senki-echte  Ordinate  >/ 

ly  errichtet,    deren   Endpunkt 

!  ein    Punlct    der    gesuchten 

'~     "     ^~~"    ~~'~"'         '     '    '      KuiTe  ist.  Denken  wir  ims 

Fig-  9  a.  einen    neuen    Punkt    der- 

T        selben    auf    gleiche    Weise 

1^      durch    X',   x\    und   y'  be- 

f— ■■ — ^ — — — '         stimmt,  so  sind  Ellipse  and 

^  '  Hyperbel   durch    die   Glei- 

^^''■i--'  ■>■  chimg 

jL.  _ ._?!_  (i) 

bestimmt,  so  dal's  man  die  erste  odei'  zweite  von  diesen  Kurven 
erhält,  je  nachdem  die  Ordinate  in  einem  Punkte  der  Linie 
AÄy  oder  in  einem  Punkte  ihrer  Verlängerung  errichtet  wu'd. 
Doch  ist  bei  Archimedes  keine  Rede  davon  mehr  als  einen 
Hyperbeiast  zu  betrachten.  Wie  die  Relation,  welche  wir  hier 
kurz  dm'ch  die  Gleichung  ( 1)  wiedergegeben  haben,  geometrisch 
bei  Archimedes  angedrückt  ist,  wird  vollständig  aus  unserem 
vorhergehenden  Abschnitt  hervorgehen. 

Ohne  ii^end  etwas  an  Archimedes'  Gedanken  zu  verändern 
köimen  wir  demselben  in  unserer  Sprache  einen  noch  ein- 
facheren Ausdruck  gehen,  indem  wir  die  Gleichung  (1)  in  der 
Form 

— i —  =  constans  (2) 

X.Xj  ^   ' 

schreiben,  woraus  wir  sehen,  dafs  seine  Darstellung  den  Vorteil 
bietet,  dafs  man  der  Konstanten  einen  Ausdruck  geben  kann, 
welcher  sich  nach  den  Bedüi'fnissen  der  gerade  vorli^enden 
Aufgabe  richtet'). 


')  Ein  Vevzeichnia  dei-  Stellen,  an  denen  Archimedes  die  hier  cingefühi'te 
HaupteigeHschaft  benutzt,  findet  sich  bei  Heiberg,  die  Kenntnisse  des 
Archimedes  über  die  Kegelschnitte  {Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  bist. 
Abt.  XXV,  2). 
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AVelcheii  Beweis  Archimedes  dafür  voraussetzt,  dafs  alle 
möglichen  Schnitte  senkrecht  a«f  der  Symmetrieebene  eines 
beliebigen  Kreiskegels,  die  nicht  von  spedellerer  Art  sind,  die 
Eigenschaft  haben,  durch  welche  hier  Ellipsen  und  Hyperbeln 
chai-akterisiert  sind,  geht  aus  der  Lösung  der  Aufgaben  7  und  8 
in  seiner  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide  hervor.  Diese 
Aufgaben  —  denen  in  9  eine  entsprechende  besondere  Be- 
handlung des  Grenzfalls  folgt,  wo  der  Kege\  mit  einem  Cylin- 
der  vertauscht  wird  —  bestehen  nämlich  darin  „einen  Kegel 
zu  finden,  der  durch  eine  gegebene  ElHpse  geht  und  einen 
gegebenen  Punkt  in  der  Ebene  zur  Spitze  hat,  welche  senk- 
recht auf  der  Ebene  der  Ellipse  in  einer  ihrer  Axen  eri'ichtet 
wird".  Da  die  Kegelfläche,  welche  mi  aUgemeuien  schief  wird, 
durch  die  Ellipse  und  die  Spitze  vollkommen  bestimmt  ist,  so 
kommt  es  nur  darauf  an  die  Grundfläche ,  d.  h.  einen  Kreb- 
sehm'tt  zu  finden,  und  diesen  sucht  Ai'chimedes  auch  in  Wirk- 
hchkeit.  Es  zeigt  sich  also  nicht  nm',  dafs  Ai'chimedes  die 
Erzei^uig  der  Kegelschnitte  durch  senkrecht  zur  Symmetrie- 
ebene  eines  schiefen  Kreiskegels  geführte  Schnitte  kennt,  wenn 
er  sich  auch  des  vorliegenden  Zwecks  halber  nur  an  eihptische 
Schnitte  hält,  sondern  es  ist  auch  der  Beweis,  welchen  er  für 
die  Richtigkeit  seiner  Lösui^  der  gestellten  Aufgabe  führt,  in 
Wirklichkeit  ein  Beweis  füi'  eben  diese  Erzeugui^.  Den  Ge- 
dankengang dieses  Beweises  wollen  mr  in  verkürzter  Gestalt 
wiedergeben,  indem  wir  für  den  Augenblick  von  einem  für 
seine  besondere  Aufgabe  notwendigen  Durchgangsgliede  absehen, 
nämlich  der  Betrachtung  von  Schnitten  senkrecht  zur  Symmetrie- 
axe  der  Kegelfläche. 

Archimedes  benutzt  folgenden  Hülfssatz'},  der  sich  leicht 
mittels  ähnlicher  Dreiecke  beweisen  läfst  und  den  er  als  bekannt 
voraussetzt:  wenn  man  {Fig.  10)  von  einem  behebigen  Punkte  P 
gerade  Linien  parallel  mit  gegebenen  Richtungen  zieht,  welche 
zwei  feste  Linien  J/"JV  und  M,N^  schneiden,  so  ist  das  Verhältnis 


')  In  Heibergt^  Aui^abe,  I,  3S8,  9— lO  wird  diesem  Hülfssatz  in  seiner 
allgemeinen  Fomi  bemitat,  an  anderen  Stellen  in  den  Beweisen  spe- 
ciellere  Foimen  desselben. 
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Zwei 


PM.  FM, 

PN  "PN"  l^o"st^iit-   Sind  nun  die  festen  Linien  die  Ei-zeugenden 

eines  Kreiskegels,  welche  in  der  Symmetrieebene  liegen,  und 
sind  die  Linien  MM,  die  Spuren 
von  Ebenen,  die  der  kreisfönni- 
gen  Grundfläche  parallel  gezogen 
sind,  in  dieser  Ebene,  so  wird 
MP.PM,  =-  ^^  wo  y  der  AIj- 
stand  zwischen  P  und  den  Punk- 
ten der  KegeJfläche  ist,  deren 
Projektion  auf  die  Symmetrie- 
ebene  P  ist.   Man  erhält  dann 


NP.  PN, 


=  constans. 


Betrachtet  man  nun  verschiedene 

Punkte  P  auf  der  Linie  NN,, 

"'  so  ergiebt  sieh,  dafs  alle  Punkte 

des   Schnittes,    in   welchem    der 

Kegel  durch  die  in  NN,  projicierte  Ebene  geschnitten  wird,  die 

durch  Gleichung  (2)  ausgedrückte  Gnindeigenschaft  haben. 

In  der  vorliegenden  Figur,  ebenso  wie  in  Äi'chmiedes' 
Figuren,  wird  der  Schnitt  NKi  allerdings  eine  EUipse,  aber 
dereelbe  Beweis  läfst  sich  auch  auf  hj-perbolische  Schnitte  an- 
wenden, wenn  man  nur  eine  der  Seitenlinien  verlängert.  Dals 
nun  Archimedes  und  seine  Zeitgenossen  dies  gewufst  haben, 
hat  man  keinen  Grund  zu  bezwetfehi,  da  man  auch  bei  der 
alten  deflnitionsmälsigen  Dai-stellung  hyperbolischer  Schnitte 
nicht  wohl  ohne  eine  solche  Verlängerung  darauf  verfallen  sein 
konnte ,  bei  der  pianinieti'ischen  Bestimmung  der  Hj-perbel, 
d,  h.  eines  Hyperbelastes,  nicht  nur  dessen  eigenen  Scheitel- 
punkt, sondern  auch,  wie  wir  an  den  Gleichmigen  (1)  und  (2) 
gesehen  haben,  den  zweiten  Scheitelpmikt  der  vollständigen 
Kurve  zu  benutzen.  Aus  dem  Schweigen  des  Ai'chimedes  darf 
man  kernen  entgegengesetzten  Schlufs  ziehen,  da  er  hier  wie 
ijberall  nur  das  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  initnimmt, 
wofür  er  gerade  Verwendung  hat. 
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Eine  Bestätigung  dafüi',  dafs  ich  hierdurch  den  (Jeometerii 
jener  Zeit  Ifein  zu  gi'ofses  Wissen  beigelegt  habe,  erhält  man, 
wenn  man  beachtet,  welche  Vertrautheit  mit  hierher  gehöiigen 
Sätzen  und  Aufgaben  nicht  nur  Archimedes  selbst  an  den  Tag 
I^,  sondern  auch  bei  seinen  Lesern  voraussetzt.  Ein  wichtiges 
Beispiel  hierfür  hat  man  in  der  allgemeinen  Fonn  des  Hülfs- 
satzes,  den  wü  ausdrücklich  aufgestellt  haben,  den  aber  Ai-ehi- 
medes  ohne  ihn  aufzustellen  oder  zu  beweisen  in  einer  eben 
so  allgemeinen  Form  anwendet.  ,  Ein  anderes  Beispiel  für  die 
Voraussetzungen,  welche  er  auf  diesem  Gebiete  ohne  besondere 
Begründung  meint  machen  zu  dürfen,  kommt  im  Verlaufe  der 
Lösungen  der  erwähnten  Aufgaben  vor,  welche  Archimedes 
sich  stellt.  Die'.e  selbst  mVeibmdung  mit  dem  Umstände,  dafs 
er  uro  sie  vollständig  zu  Josen  auch  Schnitte  betrachten  niufs, 
welche  senkrecht  auf  emem  anderen  Hauptschnitt  der  Kegel- 
fläche stehen,  ze^en  seme  eigene  Vertrautheit  mit  dem  Stoff 
und  den  Methoden    welche  er  anwendet. 

Diese  legt  ei  audi  an  den  Tag,  wenn  er  gleich  nachher 
eben  dasselbe  Verfahren  zui  Untersuchung  ebener  Schnitte  an 
Umdrehui'^sflachen  zweitei  Oidnm^  anwendet,  indem  er  dann 
nur  statt  des  von  uns  angeführten  Hulfssatzes  den  gleichfalls 
im  voraus  bekannten  allgemeineren  Satz  anwendet,  wo  die 
beiden  festen  geraden  Linien  TL  und  TK  mit  einem  Kegel- 
schnitt vertauscht  sind,  also  den  Satz,  den  wir  jetzt  den  New- 
tonschen  nennen,  von  dem  aber  Newton  offen  eingesteht, 
dafs  er  ihn  von  den  Alten  habe.  Im  Folgenden  wollen  wir 
ihn  den  Potenzsatz  nennen  um  den  irreführenden  Namoo  zu 
vermeiden. 

Indessen  wollen  wir  diese  Untersuchungen  bis  zu  einem 
späteren  Abschnitt  (dem  19ten)  verschieben,  wo  vns  zusammen- 
fassend dartiber  berichten,  was  man  über  die  Bekanntschaft 
der  Alten  mit  Kegelflächen  und  Umdrehimgsflächen  zweiter 
Ordnung  weifs.  Für  den  Äi^enbück  glauben  wir  genug  ge- 
sagt zu  haben  mii  die  Unrichtigkeit  der  Ansicht  nachzuweisen, 
dafs  die  Kenntnis  der  Schnitte  an  Kegelfiächen  auf  die 
Schratte  senkrecht  auf  den  Erzeigenden  eines  geraden  Kegels 
beschränkt  gewesen  sei  während  der  ganzen  Zeit,  wo  man  noch 
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die  mit  dieser  Erzei^ingsart  verbundenen  Kamen  und  damit 
wahrscheinlich  auch  die  daran  geknüpften  Defmitioiien  und 
Konstantenbestimmungen  benutzte.  Welche  Vorteüe  es  bewirken 
konnten,  dafs  diese  Defmitionen  und  Konstantenbestimmungen 
so  lange  aufbewahrt  ivurden,  wird  im  2 Isten  Abschnitt  unter- 
sucht werden. 

Ich  halle  berührt,  dais  die  durch  Gleichui^  (1)  oder  (2) 
ausgedrückte  Ai-chimedische  Darstellung  von  Ellipse  und  Hyperbel 
den  Vorteil  darbietet,  dafs  die  Eonstaiitenbestinunung  sich  nach 
dem  Bedürfnis  jeder  Aufgabe  einrichten  läTst.  So  kaini  man, 
wenn  es  sich  um  ein  Segment,  begrenzt  von  einer  zu  einer  Axe 
senkrechten  Sehne,  handelt,  in  (1)  x',  x\  und  jf'  die  Werte 
annehmen  lassen,  welche  zu  den  Endpunkten  der  Sehne  ge- 
hören. Das  thut  Archimedes  auch  bei  seiner  üntersuchmig  von 
Segmenten  b^'enzt  von  Ebenen,  die  senkrecht  auf  der  Axe  in 
Umdrehungshj-perboloiden  und  ümdi'ehungsellipsoiden  stehen. 
Füi'  die  Ellipse  ist  es  im  allgemeinen  das  nächstliegende,  x'--^--x,, 

also  gleich  der  einen  Haibaxe  -q-  zu  nehmen,  wodurch  y'  gleich 
der  anderen  -h-  .  und  die  Konstante  — ^  wird.     HieiTon   macht 

Archimedes  z.  B.  Gebrauch  in  der  Auflösung  von  Aufgabe  9  im 
Buche  über  Konoide  und  Sphäroide. 

Da  die  Konstante  der  Gleichimg  (2)  zufolge  (1)  als  ein  Ver- 
hältnis zmschen  Flächen  oder  ein  zusammengesetztes  Strecken- 
Verhältnis  bestimmt  wird,  und  da  die  Griechen,  wenn  sie  weiter 
solche  Verhältnisse  anwenden  sollten,  dieselben  mit  einfachen 
linearen  Verhältnissen  vertauschten,  so  darf  man  amiehmen, 
dafs  Archimedes  und  diejenigen  seiner  Vorgänger,  welche  die 
Kegelschnitte  auf  dieselbe  Weise  wie  er  darstellten,  dasselbe 
überall  da  gethan  haben,  wo  sich  eine  Veranlassui^  dazu  bot. 
Wenn  sie  dann  zugleich  als  das  eine  Glied  des  Verhältnisses 
die  Axe  AA^   nahmen,    oder   sich  den   konstanten  Wert  von 

^- —  als  n^  bestimmt  dachten,  so  war  das  Vorderglied  p 
X .  X  ÄA^ 

des  Verhältnisses  eben  der  Parameter  ß.  Oh  nun  Archi- 
medes gerade  so  verfahren  ist,    ob  er  also  den  Parameter  der 
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Ellipse  und  Hyperbel  gekannt  hat  oder  nicht ,  kann  man 
schlecht  er  dii:^  nicht  wissen,  denn  er  benutzt  denselben  zwar 
nirgendwo,  aber  er  hat  auch  nirgends  Verwendui^  dafür. 

Die  Frage  selbst,  wie  weit  Archiniedes  —  und  mit  ihm 
Euklid  und  sehie  übrigen  Voi-gänger  —  den  Parameter  der 
Kegelscimitte  gekannt  haben,  hat  im  übrigen  an  und  für  sich 
durchaus  kein  wissenschaftliches  Interesse;  deini  da  es  jeden- 
falls ersichtlich  ist,  dafs  er  die  Mittel  besafs  sich  andere  Hülfs- 
gröfsen  zu  schaffen,  welche  sich  wesentlich  auf  dieselbe  Weise 
gebrauchen  liefsen,  so  ist  es  gleicl^flltig ,  ob  er  gerade  den 
Parameter  benutzte.  Die  Frage  kann  nur  Bedeutung  erhalten, 
falls  sie  ein  historisches  Mittel  abgeben  wüi-de  andere,  bedeutungs- 
vollere Fragen  zu  lösen.  In  diesem  Zusammenhange  haben 
\vir  dieselbe  hervoi^ezogen,  teils  aus  Rücksicht  auf  einen  histo- 
rischen Versuch  über  die  frühere  Entmcklung  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten,  den  wir  im  21sten  Abschnitt  geben  werden, 
teils  weil  man  möglicherweise  den  Gebrauch  des  Parameters 
als  einen  der  Vorzi^e  an  der  Darstellung  der  Kegelschnitte  bei 
ApoUonius  bezeichnen  könnte,  die  man  zu  einer  wissenschaft- 
lichen Bedeutung  hat  erheben  wollen. 

Unabhängig  davon,  ob  ApoUonius'  Vorgänger  den  Para- 
meter benutzt  haben  oder  nicht,  und  obwohl  Archimedes  in 
der  R^el  seine  Bestimmmig  der  Kegelschnitte  nicht  an  die 
bei  Flächenanlegung  gebrauchten  Kunstausdrücke  anschliefst, 
ist  der  praktische  geometrische  Gebrauch  der  Flächen- 
anl^ung  ebenso  genau  mii  dieser  letzteren  Bestimmui^,  die 
vermutlieh  auch  diejenige  Euklids  ist,  verbunden  gewesen  wie 
mit   der    des  ApoUonius.     Archimedes    stellte   die  Ellipse    und 

Hyperbel  dar  dOTch^ —  =  x,  wo  x  eine  Konstante  bedeutet, 

und  3;,  4:^  =  «,  und  aus  der  Art,  wie  Euklid  m  seinen 
Data  84  und  85  die  Lösung  der  Gleichur^en  Xj  ^x  =  a, 
x^x  =  B  auf  Flächenanl^ung  zurückfAhrt,  können  wir  —  falls 
es  überhaupt  nöt^  ist  —  scliliefsen,  dafs  man  vollkommen 
genau  wufste,  dafs  die  angeführte  Bestimmi.ing  mit  der  Be- 
stimmung 
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7us^riH)iPiiiifl  WO  (1  )  Nenner  nach  dem  Sprachgebrauch  dei- 
Alte»  <d'i  eine  Flache  darzustellen  sein  würde,  welche  so  an  a 
angel^  i&t,  dafs  ein  Quadrat  fehlt  oder  übrig  bleibt.  Diese 
Daistellungisfonn  nebst  zugehörigen  Figuren  kommt  sogar  aus- 
drücklich 111  eiiiei  btelle  bei  Archimedes  vor,  wo  von  der  in 
die  Gleichung  dei  Hyperbel  eingeführten  ßröfse  ax  +  x^  gesagt 
wird  dafs  sie  so  an  0  angel^  sei,  dafe  ein  Quadrat  übr^ 
bleibt  „£>]rspßdXXo>  shJsi  xsTpfxymvo}"  ^).  Der  wirkhche  Gebrauch 
der  Flächenanlegui^  besteht  indessen  nicht  in  diesen  Ausdrücken 
und  den  zi^ehör^en  Figuren,  sondern  in  der  Lösung  von 
Aufgaben  mittels  Gleichungen  zweiten  Grades,  unter 
welchen  die  einfachste  hierhergehörige  darin  besteht,  Ordinaten 
von  gegebener  Länge  für  einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen. 
Dazu  führt  (zufolge  der  angeführten  Stellen  der  Data)  die 
Darstellui^  Ai"chimedes'  und  Euklids  ebenso  uninitielbai'  und 
bequem  me  die  des  Apoüonius,  und  es  würde  sehr  unzutreffend 
sein  airzunehmen,  dafs  man  systematisch  sollte  vermieden  haJien 
ein  zu  den  Zeiten  Euklids  so  wohl  bekanntes  Hülfsmittel  auf 
die  Kegelschnitte  anzuwenden. 

Femer  ist  zu  beachten,  dafs  sogar  die  geometrische  Dai- 
stellung,  durch  welche  Apollonius  seine  Bestimmung  von  Punkten 
eines  Kegelschnitts  wirklich  praktisch  durchführte,  und  die  wir 
im  ersten  Abschnitt  bei  den  Figuren  6  und  7  erwähnt  haben, 
eben  so  nahe  liegt,  wenn  man  von  der  Archimedischen  Form 
der  Defmition  ausgeht,  als  wenn  man  die  Apollonische  zu 
Gnmde  legt,  die  aus  den  für  die  Lehre  von  der  Flächenanl^ii^ 
eigentümlichen  Kunstausdrücken  zusammengesetzt  ist.  Unsere 
Gleichung  (2)  giebt  nämlich  y  als  mittlere  Proportionale  zwischen 
X  und  der  mit  einer  Konstanten  multiplicierten  a:,,  und  diese 
letztere  Gröfze  läfst  sich  ganz  natürlich  als  die  der  Abscisse  x 
entsprechende  Ordinate  Y  für  eine  durch  den  anderen  Scheitel- 
punkt gehende  gerade  Linie  darstellen.  Ob  man  nun  —  und 
es    hegt   kein   besonderer  Grund   vor   das   anzunehmen  —  vor 

')  Ausgahe  von  Heiberg,  I,  3.4^0,  14— iä. 
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ApoUonius  eben  dieselbe  Hülfslinie  angewandt  hat  wie  er,  oder 
ob  man  die  wohlbekannten  Konstruktionen  etwas  anders  aus- 
geführt hat,  ist  imwesentlich. 

Der  Einfachheit  w^en  haben  wir  hier  gar  keine  Rücksicht 
auf  die  Parabel  genommen.  Hinsichtlich  dieser  finden  wir  bei 
Ärchimedes  keine  solchen  Aufklarungen  über  ihre  Betrachtung 
auf  den  Kegelflächen  selbst  wie  es  mit  der  Elhpse  der  Fall  war, 
aber  verschiedene  über  ihre  planimetrischen  Eigenschaften.  Eben 
deshalb  vermögen  aber  die  Archimedischen  Angaben  über  die 
Parabel  und  die  über  die  Elhpse  und  Hyperbel  sich  gegenseitig 
zu  ergänzen. 

Die  planimetrische  Defimtion  der  Parabel  stimmt  voll- 
kommen überein  mit  der  für  die  Ellipse  und  Hyperbel ,  indem 
sie  sich  ausdrücken  läfst  durch  die  Gleichung 

wo  !C  und  y,  x'  und  y'  rechtwinkhge  Koordinaten  für  y.wei 
Punkte  der  Kui-ve  sind,  oder  durch 

■^  =  eme  konstante  Strecke,  (4) 

welche  mr  p  nennen  wollen.  Dieser  Parameter  tritt  bei  Ärchi- 
medes [Über  Konoide  und  Sphäroide  3  und  an  anderen  Orten] 
ausdrücklich  auf  als  das  doppelte  des  „Stückes  bis  zur  Ase", 
eine  Bezeichnung,  welche  hemihrt  von  der  Erzeugung  der  Pa- 
rabel als  Schnitt  seiiki-echt  auf  einer  Erzeugenden  eines  recht- 
winkligen Umdrehungsk^els.  Der  halbe  Parametei'  wird  hier 
nämlich  das  Stück  von  der  Axe  der  Parabel  —  welche  Ärchi- 
medes ihren  Durchmesser  nennt  —  welches  zischen  dem 
Scheitelpunkt  und  der  Axe  des  Kegels  abgeschnitten  wird. 

Heiberg')  hat  aus  dieser  Bezeichnung  schliefsen  wollen, 
dafs  Ärchimedes  für  die  Parabel  nur  die  hier  erwähnte 
stereometrische  Erzeugung  gekannt  habe.  Der  Beweis  ist  in- 
dessen unzm-eichend.  Der  Name,  welchen  Ärchimedes  nach 
altem  Brauch  dem  Parameter  giebt,  beweist  nämlich  nicht  mehi' 

')  Zeitschi-ift  f.  Matli.  u.  Piiys.,  hi^^t.  Abt,  XXY,  S.  ÖJ. 
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ais  die  Bezeichnimg  einer  Parabel  und  Ellipse  durch  „Schnitt 
an  eiiiem  rechtwinkligen  Kegel"  und  „Schnitt  an  einem  spitz- 
winkligen Kegel",  und  Ai'chimedea  liefs  sich  an  dem  Gebrauehe 
des  letzteren  dieser  Namen  durch  den  Umstand  nicht  hindern, 
dafs  er,  wie  wir  gesehen  haben  —  und  wie  gerade  Heiberg 
hervorgehoben  hat  — ,  mit  elliptischen  Schnitten  vertraut  irar, 
die  auf  andere  Art  als  die,  an  welche  dieser  Name  sich  knüpfte, 
hervorgebracht  wai-en.  Am  natürhchsten  wird  nach  unserer 
Meinung  auch  Archimedes'  Benennung  des  Parameters  auf  die 
im  Anfai^  dieses  Abschnitts  gegebene  Art  erklärt,  nämiich  da- 
durch, dafs  die  Kegelschnitte  in  den  damals  gebräuchlichen 
Kompendien  (von  Aristäus  mid  Euklid)  definitionsniäfsig 
als  Schnitte  senkrecht  auf  einer  Erzeugenden  hervorgebracht 
wurden;  denn  an  diese  Erzeugungsall:  mulsten  sich  auch  die 
Benennungen  der  zi^ehörigen  Gröfsen,  wie  des  Parameters, 
natm^emäfs  knüpfen.  Die  Benennung  des  Parameters  giebt 
also  keinerlei  Anhalt  dafür,  dafs  man  nicht  auch  andere  La- 
gen parabolischer  Schnitte  kannte.  Da  mm  die  Bestimmung 
parabolischer  Schnitte  senkrecht  zur  Symmetrieebene  an  be- 
liebigen Kreiskegeln  keine  Schwierigkeiten  bietet,  welche  nicht 
bereits  überwunden  sind  entweder  durch  Betrachtung  der  ent- 
sprechenden eUiptischen  Schnitte  oder  solcher  parabolischer 
Schnitte,  welche  auf  definitionsmäfs^e  Weise  hervorgebracht 
werden,  so  liegt  dmchaus  kein  Grund  vor  zu  bezweifehi,  dafs 
man  zur  Zeit  des  Archimedes  parabolische  Schnitte  mit  der- 
selben Freiheit  hervorbrachte,  mit  der  man  nachweislieh  die 
elliptischen  herstellte.  In  dieser  Auffassung  werden  wir  noch 
mehr  bestärkt,  wenn  wir  sehen,  dafs  Archimedes  (Über  Konoide 
und  Sphäroide,  11)  einen  ähnlichen  Satz  wie  den  über  para- 
bolische Schnitte  an  KegeJn,  nämüch  den,  dafs  ebene  Schnitte 
parallel  der  Axe  eines  Umdrehungsparaboioids  Parabeln  er- 
geben, welche  der  Meridiankui've  kongiiient  sind,  für  so  einfach 
hält,  dafs  er  es  den  Lesei-n  selbst  überläfsi  den  Beweis  zu 
finden. 

Ehe  wir  nun,    nachdem  wir  die  Darstellung  der  von  den 
Griechen  benutzten  planimetilschen  Fundanientalsätze   auf  das 
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gestützt  haben,  was  sich  bei  Archimedes  ündet,  dazu  über- 
gehen die  i^eiteie  Entwicklung  auf  Apoilonms  aufeubauen, 
wird  es  am  besten  sein  hiei  noch  einige  Worte  über  das 
hinzuzufügen  i'^is  feraei  zu  den  Zeiten  des  Archimedes, 
so  WPit  et  Mch  aus  =!emen  bihiiften  n^ihi^eisen  läfst,  voll- 
kommen bekannt  gewesen  ist  Dafb  dies  ziemlich  bedeutend 
war,  Avird  sofort  daraus  hervorgehen,  dafs  es  die  Lehre  von 
konjugierten  Durchmessern  miteinbegriff,  darunter  die 
Sätze,  deren  Übertragimg  in  die  Algebra  die  Gleichungen 
der  Kegelschnitte  bezogen  auf  konjugierte  Durch- 
messer liefern  würde,  nebst  dem  oben  erwähnten  Potenz- 
satze ~  doch  hinsichtlich  der  Hyperbel  nur  innerhalb  der 
Begrenzung,  welche  davon  herrührte,  dafs  man  nur  einen  Ast 
betrachtete  '■). 

Wie  man  vor  Apollonins'  Zeit  zu  Sätzen  von  so  allgemeiner 
Katm',  wie  diese  sind,  gelangen  konnte,  wird  verständlich  wer- 
den, wenn  wir  im  Folgenden  kennen  lernen,  wie  ÄpoUonius  die- 
selben Sätze  zum  Teil  in  vollständigerer  Gestalt  entwickelt.  Da 
hierbei  teilweise  von  Operationen  Gebrauch  gemacht  werden 
wird,  welche  sich  am  nächsten  als  Transfomiationen  der 
Koordinaten  auiTassen  und  betrachten  lassen,  so  wollen  wir 
doch  auch  hier  einige  Beispiele  für  solche  Transformationen  bei 
Archimedes  anfühi'en. 

Dieselben  kommen  in  der  Schrift  über  die  Quadratur 
der  Parabel  (4  und  5)  vor  und  haben  den  Zweck,  der  Dar- 
stellung der  Parabel  eine  für  die  Quadrierung  eines  Segments 
bequeme  Form  zu  geben.     Ist  AC  (Fig.  11)  eine  feste  Sehne 


1  In    dei    <j!ln    cilieiten  Aibeit    in     Bi    X\V    \   Z    ts  \     ft   f  M  tl     u 
Ph>s      lit    41>t     «eMHeiberj,        gfltg    E      tt  lung  n  1b      la. 
11  as  Aicbmiedea  aus  dei  Lehie  v       döR      llnttn     1     bk  nnt 
\orau'«etzt  und  \iber  seme  eigenen  Ewtiinnd         Lh 
Obei  die  Steilen  in  Äichnmedes  "ichi  ftnandunsdl     di.         h  find  t 
Nur  sei  emt  Heiberg  fllDersehen  zu  b  b       daf  A    h       1      1    Cl     hung 
fflr  Ellipse  uad  Hyperbel     bezDge         f      n       IR    b  b      P  oi    L  n 
jugieitei  Diu(hme?«ei     kennt      D         fl  d  t       !        f  d     Ell  i 
geirandt  m  ^^  2S  und  auf  die  Hj-p    l  l    n  I\     26  d      B    b       th 
Kcnoile  uul  '^]  1        i- 


y  Google 


Zweiter  Altsclinilt. 


der  Pai'abel,  BD  der  zi^ehör^e  Durehmesser,  E  ein  beweglicher 
Punkt  lind  KE  eine  Parallele  zu  AC,  so  giebt  die  ursprüngliche 


Darstoilimg  der  Parabel,  bezogen  auf  den  Durchmesser  JilJ,  in 
Verbindung  mit  bekannten  Sätzen  über  Proportionen,  dal's 
BC  _BD  __C^       BC 
Bl  "  BK  "  EK^  "  BT'' 
woraus  folgt,    dafs  BT  die  mitlere  Proportionale   zwischen  ßC 
und  BI  ist,  folgüch 

AD  _DC  ^  BC  _ßT  _  CT  _  ZT_ 
DZ  ^  BZ  '""  BT  ~  BI  '^  TI  """  TJE  ' 
oder  dal's  ZE,  welche  wir  als  Ordinate  von  E  in  einem  neuen 
Koordinatensystem  betrachten,  von  der  festen  Linie  BC  nach 
demselben  Verhältnis  geteilt  wird,  wie  die  Abscisse  AZ  von 
dem  festen  Punkte  D.  Nach  dieser  Auffassung  ist  die  Gleichung 
der  Kurve  in  dem  neuen  Koordinatensystem,  welches  aus  dem 
ursprünglichem  durch  Verlegung  des  Anfangspunktes  und  Ver- 
tauschung  der  beiden  Axen  rieh  tun  gen  gebildet  ist,    durch  eine 
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Proportion  dargestellt,  und  die  Be-^timiunnü;  dei  dndlytisclieii 
Geometrie  mittels  Konstanten  ist  —  Tiie  m  dei  tiuher  envähnten 
Darstellung  der  Ellipse  und  Hyperbel  drachApollonius  — durch 
einen  festen  Punkt  D  und  eine  feste  Hulfilmie  CB  eisetzt. 

Die  fernere  Umforninng,  weiche  an  Satz  5  voi^enommen 
wird,  besteht  nur  in  einer  Vertauschung  des  Punktes  D  und 
der  Hülfslinie  CB  mit  einer  neuen.  Hülfslinie,  nämüeh  der  Tan- 
gente CF  in  C.  Da,  wie  es  ersichtlich  auch  zu  Archimedes' 
Zeit  bekannt  gewesen  ist,  B  die  Mitte  von  DF  ist,  so  wird 
ZT  =■  TL ,  und  der  Kurvenpunkt  E  wird  die  Ordinate  ZL, 
welche  an  die  Hülfslinie  gezogen  wird,  nach  demselben  Ver- 
hältniss  teilen,  wie  Z  die  Sehne  AC  teilt.  Bezeichnen  wir,  wemi 
A  als  Anfangspunkt  betrachtet  mid  AC  =  a  gesetzt  wird,  die 
cc  entsprechende  Ordinate  an  diese  Hülfslinie  mit  «/,{=«(«  —  a^)), 
so  wird  die  Gleichung  der  Parabel  nunmehr 


Dals  diese  moderne  Darstellung  wirklieh  ein  korrektes  Bild 
von  dem  giebt,  was  Archimedes  mit  der  Umfoiinung  der  Dar- 
stellung der  Parabel  beabsicht^,  geht  aus  dem  Gebrauch  her- 
vor, den  er  weiterhin  davon  maclit,  und  der  im  20?teu  Ab- 
schnitt dai^estellt  werden  wird. 

Bei  Apollonius  werden  wir  in  der  Regel  nicht  wie  hier  die 
Gleichungen  der  Kegelschnitte  als  Proportionen  dargesteüt  finden, 
sondern  als  Gleichimgen  ersten  Grades  zwischen  Flächen,  wo- 
durch auch  die  Durchführung  der  Transformationen  der  Koordi- 
naten mittels  der  geometrischen  Algebra  der  jetzt  gebräuchhchen 
Transfonnation  näher  gebracht  werden  wird.  Die  Ümwandlni^ 
der  hier  envähnten  Darsteltung  mittels  Pi-oportionen  in  diese 
Form  wird  etwas  verschieden  je  nach  der  Art,  wie  die  Propor- 
tionen geschrieben  werden.  Dieselben  können  z.  B.  werden 
(Flg.  11): 

EZ.ZB  ^  ET.  ZA 
und  EZ.ZC  =  EL.  ZA, 

woraus  ersichtlich  ist,  dafs  beide  Daretelhmgen  als  specieil  in 
einem  Theorem  einbegriffen  betrachtet  werden  können,  von 
dem  wir  im  siebenten   und  achten  Abschnitt  zeigen  weMen, 
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dafe  es  bereits  dem  Aristäus  und  Euklid  in  einer  Form  be- 
kannt wai-,  welche  freilich  unvollständig  aber  sicher  allgemein 
genug  war  um  den  vorliegenden  Fall  zu  umfassen,  nämlich  in 
dem  Theorem  von  dem  sogenamiten  „Ort  zu  vier  Geraden' 
(«  iff(  Tiffaapai  xpaii/mi;  rfn-og).  Die  erste  der  beiden  Gleichui^en 
drückt  nämUch  die  Gleichheit  der  beiden  Rechtecke  aus,  welche 
von  den  Abständen  des  bew^lichen  Punktes  E,  in  den  an  der 
Figur  gezeigten  Richtungen  genommen,  von  den  Linien  AC, 
BD,  CB  und  dem  durch  A  gezogenen  Durchmesser  AG  gebildet 
werden,  und  die  zweite  drückt  die  Gleichheit  der  Rechtecke 
aus,  welche  von  den  Abständen ,  von  AC,  dem  Durchmesser 
durch  C,  der  Tangente  CG  und  dem  Durchmesser  AG  gebildet 
werden.  Doch  kann  man  nicht  behaupten,  dal's  Archimedes 
diesen  Umstand  ausdrücklich  beachtet  hat '). 

Die  Absicht,  die  wir  in  diesem  Abschnitt  mit  der  Betrach- 
tung der  Stellen  bei  Archimedes  verfolgten,  weiche  die  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  betreffen,  war  die,  auf  das  richtige 
Verständnis  der  zusammenhängenden  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten vorzubereiten,  welche  wir  nur  bei  Apollonius  haben. 
Wir  haben  besonders  solche  Stellen  angeführt,  m  denen  sich 
einige  Abweichungen  in  der  Behandlungsart  der  beiden  Schrift- 
steller zeigen.  Damit  glauben  wir  vorlaut^  nacl^ewiesen  zu 
haben,  dafs  die  Abweichungen  hinsichtlich  der  fundamentalen 
Sätze  so  gering  sind,  dafs  man  in  Wirklichkeit  Apollonius 
als  den  Hauptrepräsentanten  der  gi-iechischen  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  betrachten  und  in  seinen  Beweisen  dem  Ge- 
dankei'^ange  nachspüren  darf,  der  auch  vor  seiner  Zeit  zu  den 
aufgestellten  Sätzen  geführt  hat.  Denn  das  würde  man  nicht 
können ,  wenn  die  von  Apollonius  benutzte  planimetrische 
Grundlage  und  damit  die  darauf  gebauten  Beweise  wirklich 
ganz  neu  gewesen  wären.  Auf  der  anderen  Seite  werden  die 
Abweichungen,  welche  sich  in  der  weiteren  Durchführung  der 
Untersuchungen  finden,  dazu  beiü'agen,  dafs  man  vermeidet, 
Eigentümlichkeiten   bei  Apollonius  als   zur  antiken  Lehre  von 


')  Am  Sclüusse  des  i^"  Abschnittes  finden  sicii  weitei'e  Ai^aben  übev  einis^e 
SStze  bei  Archimedes,  die  sicIi  niclit  hei  Apollonius  finden. 
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den  Kegelscliiiitten  überhaupt  zugehörig  xu  betrachten.  Wenn 
übiigens,  wie  in  dem  eben  ar^eführten  Beispiel,  Ai'chimedes 
voi'zugsweise  die  Proportionslehre  bei  Untersuchungen  anwendet, 
bei  denen  Apollonius  die  mit  unserer  Algebra  näher  verwandten 
Flächenoperationen  vorzieht,  so  bin  ich  am  meisten  geneigt 
zu  glauben,  dals  vielmehr  Ärchimedes  es  ist,  welcher  seine 
persönlichen  E^entümlichkeiten  an  den  Tag  l^t,  als  der  sich  an 
die  alexandrinischen  Vorgäi^er  genauer  anschliefsende  Apol- 
lonius. Für  diese  Annahme  spricht  der  Umstand,  dafe  der  im 
zweiten  Buche  Euklids  vorkommende  Gfebrauch  der  Flächen- 
operationen bedeutend  älter  ist  als  die  euklidische  Proportions- 
lehre und  also  den  Geometern,  welche  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  die  erste  Entmcklur^  gegeben  haben,  in  gröfserem 
Umfange  zu  Gebote  gestanden  hat. 


Dritter  Al)sclmitt. 

Apollonius'  erstes   Biicl!  über   die  Kegelscimitle, 

Descartes  ist  wohl  kaum  der  einzige,  der  den  Eindruck 
empfangen  hat'),  dafs  „schon  die  Reihenfolge  der  Sätze  bei 
den  Alten  zur  Genüge  zeigt,  dafs  sie  keine  wirkliche  Methode 
besafsen  sie  alle  zu  finden,  sondern  dafs  sie  nur  diejenigen 
sammelten,  welche  ihnen  zu^hg  einfielen".  Es  ist  wohl  mög- 
lich, dafs  für  die  Hervorrufung  einer  solchen  Äuffassui^,  nament- 
lich was  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  betrifft,  das  erste 
Buch  des  Apollonius,  welches  die  GrUndzüge  dieser  Lehre  ent- 
hält, nicht  eben  wenig  beigetragen  haben  kann'').  Das  Buch 
beginnt  nämlich  mit  der  Betrachtung  von  Kegelschnitten  auf 
dem  Kegel  selbst;   darauf  werden  verschiedene  planimetrische 


')  Geometiie.  herausgegeben  von  van  Schooien,  S,  7, 
")  Descartes  kann  YieUeicht  sogar  geglaubt  haben  sich  auf  den  Anfang 
Yon  Apollonius'  eigener  Vori'ede  zu  stützea  (vei-g).  Anhang  1]. 
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tjiitersuchmigeiu  iilDer  Tangenten,  konjugierte  Dui'chniesser  u.  s.  w. 
vorgenommen,  mid  am  Schlüsse  des  Buches  kehrt  man  wieder 
zu  der  stereometrischen  Betrachtui^  zurück,  die  wiederum  in 
den  folgenden  Büchern  rerkssen  wird. 

Wer  genauer  zusieht,  wird  indessen  gerade  das  Gegenteil 
eures  planlosen  Zusammenhäuf ens  von  Sätzen  entdecken.  Von 
Anfai^  bis  Ende  wird  ein  bestimmtes  Ziel  verfolgt.  Es  werden 
die  Sätze  mitgenommen,  welche  notwendig  sind  um  dies  Ziel 
zu  erreichen,  und  die  Untersuchungen,  deren  man  liedurfte 
um  diesen  Sätzen  eine  so  minutiöse  Begründung  zu  geben,  wie 
die  Alten  sie  verlangten.  Dadurch  werden  Resultate  gewon- 
nen, welche  sowohl  an  und  für  sich  als  auch  als  Grundlage 
für  die  weiter  gehenden  planimetrischen  Untersuchungen  der 
folgenden  Bücher  IjedeutungsvoU  smd;  aber  für  den  Augenblick 
dienen  sie  als  Mittel  um  vollständig  zu  begründen,  dafs  die 
Ellipsen ,  Parabeln  und  Hyperbeln ,  welche  man 
durch  Betrachtung  aller  möglichen  Schnitte  an  allen 
Kreiskegeln  erhält,  identisch  mit  denen  sind,  welche 
man  als  Schnitte  an  Umdrehungskegeln  erhält. 

Das  wollen  wir  zeigen,  indem  wir  einen  vorläufigen  Über- 
bhck  über  den  Inhalt  des  Buches  und  den  Zusammenhang 
zwischen  seinen  verschiedenen  Teilen  geben. 

Nach  Defmitionen,  die  sich  auf  Ki'eiskegel  und  Kegelschnitte 
beziehen,  und  nach  einigen  Sätzen  [1 — 3]  über  die  hsge  ge- 
rader Linien  mit  Beziehung  auf  Kegel  und  über  Schnitte  durch 
die  Spitze  werden  [in  den  Sätzen  4  und  5]  die  beiden  Reihen 
von  Kreisschnitten  an  einem  schiefen  Kegel  dai'gestellt.  In  6 
^rird  geze^,  dafs  alle  Sehnen  des  Kegels,  welche  einer  Linie  in 
der  Ebene  der  kreisförmigen  Grundfläche  parEÜlel  sind,  von 
einer  gewissen  Ebene  halbiert  werden.  Diese  Ebene  geht  durch 
die  Axe  des  Kegels  —  imter  Axe  die  Linie  verstanden,  welche 
den  Scheitel  mit  dem  Mittelpunkt  der  Grundfläche  verbindet  — , 
und  ilire  Spur  iu  der  Ebene  der  Grundfläche  steht  auf  der 
Linie  senkrecht.  In  7  wird  dies  benutzt  um  zu  beweisen,  dafs 
eine  gewisse  Reihe  pai'aileler  Sehnen  in  einem  beliebigen 
ebenen  Schnitt  eines  Kegels  von  der  Durcbschnittslinie 
der  Schnittebene   mit  einer   gewissen  durch  die  Axe    gelten 
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Ebene  halbiert  wird.  Es  wis-d  ausdrücklich  Jjemprlit,  daft  der  ge- 
fundene Durchmesser  nur  dann  senki'echt  auf  den  entsprechenden 
Sehnen  steht,  entweder  wenn  der  Kegel  gerade  ist,  oder  wenn 
die  Ebene  durch  die  Axe  die  Symmetrieebene  ist,  während  der- 
selbe in  anderen  Fällen  schiefe  AVinkel  mit  den  Sehnen  bildet. 
Es  beruht  also,  wie  auch  von  HouseP)  gezeigt  ist,  auf  emem 
MifsverstSndnis ,  wenn  Chasles,  dessen  Hauptimtersuchungen 
in  der  alten  Geometrie  auf  einen  anderen  Pnnltt  gerichtet 
waren,  und  die  verechiedenen  Schriftsteller,  welche  Chasles  bünd 
gefolgt  sind,  meinen,  dafs  Apollonius  sich  nur  mit  dem  erwähnten 
Ausnahmef aUe ,  in  welchem  die  Winkel  rechte  waren,  beschäf- 
tigte. Wir  haben  gesehen,  dafs  man  diese  einfacheren  Falle 
auch  zur  Zeit  des  Archimedes  kannte. 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  [8—10)  geht  Apollonius 
dann  dazu  über,  die  Gleichungen  für  die  ebenen  Schnitte  — 
ausgedrückt  durch  Worte  und  F^ren  auf  die  im  ersten  Ab- 
schnitt ang^ebene  Weise  —  abzuleiten,  indem  er  den  ge- 
fundenen Durchmesser  zur  Abscissenaxe ,  und  die  Hälften  der 
von  demselben  halbierten  Sehnen  zu  Ordinaten  nimmt.  Der 
Anfan^punkt  ist  einer  von  den 
Durchschnittspunkten  dieses  Durch-  a 

messers  mit  der  Eegelfläche.     Der-  /\ 

selbe    ist   Z   genannt    in    unseren  /       ^\ 

Figuren  12  und  13,  welche  nur  das  y\""  x" 

darstellen,  was  in  der  durch  die  Axe         /     \  \, 

gelegten  Ebene,    die    den  Dm'ch-        /  \  \ 

messer  enthält,  liegt;  AB  und  AC    ^[ \ \ 

sind  Seitenhnien  des  Kegels,  SC  die 
Durchschnittslinie  mit  der  Grund- 
fläche. 

Ist   nun,    wie  in   Fig.  12,    der  Durchmesser  parallel   der 
Seitenlinie  AB,  so  erhält  der  Schnitt  die  Gleichung 

y^  =  2?x,  worin  2>  ==  ^^äbTÄC-  *^' 

Die  Kurve  heifst  dann  eine  Parabel  [Satz  ll"]. 

')  LiouviUes  .Tournal,  2,  Beilie,  T,  llt,  H.  1.Ö5. 


y  Google 


(•}()  Dritter  Absclinitt, 

Wenn  zweitens,  wie  in  Fig.  13,  der  Durchmessei'  die  Vei- 
längemng  der  Ei-zeugenden  AB  in  T  schneidet,  so  erhält  der 
Schnitt  die  Gleichur^ 

,    ^     .  I 


AD"'     '      I 

wenn  AD  der  ZT  pai-allel  gezogen  ist.     Die  Kurve  heilst  dann 
eine  Hyperbel  [12]; 

Wenn  endlich  der  Diu-chmesser   die  Erzeugende  AB  selbst 
in  T  schneidet,  so  erhält  man  die  Gleichung 


wo  a  und  p  ebenso  wie   bei  der  Hyperbel   besünimt  werden, 
[n  diesem  Falle  heifst  die  Kurve  eine  Ellipse  [13]. 


Fig.  JH. 

ApoUonius  leitet  diese  Sätze  —  Gleichungen  in  unserer 
Sprache  —  mit  Hülfe  ähnlicher  Dreiecke  ab,  etwa  so,  wie  man 
es  noch  heutigen  Tags  thun  könnte.  Es  ist  übrigens  zu  be- 
achten, dafs  die  Gleichui^en  der  Ellipse  und  Hyperbel  mit  den 
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daxii  gehörigen  Konsfantenbestimniungen  fast  uniiüttelbai'  aus 
dem  Hülfssatz  (veigl.  den  vorbeigehenden  Abschnitt  S,  51)  her- 
vorgehen, welchen  Äi'chimedes  auf  den  spedelleren  Fall  an- 
wandte, dafs  der  Schnitt  senkrecht  ziu'  Synimetrieebene  (also 
auch  senkrecht  zur  Ebene  der  Figur)  geführt  war. 

Zu  der  ersten  Äbteiliuig  des  ersten  Buches  wollen  ■wir  noch 
die  Sätze  14—16  rechnen,  wodurch  wir  zur  Übereinstimmung 
mjt  der  Einteilung  gelangen,  welche  ApolSonius  selbst  angieht, 
indem  er  vor  Satz  17  eine  neue  Reihe  von  Definitionen  einfühi't. 
In  Satz  14  wird  gezeigt,  dafs  die  beiden  Aste  desselben  hyper- 
bolischen Schnitts,  welche  durch  Erweitei-ung  der  Kegelfläche 
über  ihren  Scheitel  hinaus  ei'halten  werden  (ro/iai  dvTtxsifiswu), 
kongruent  sind.  In  15  wird  gezeigt,  dafs  die  Gleichung  für  eine 
Ellipse  dieselbe  Form  behält,  wenn  man  den  Durchmesser  und  ■ 
die  Sehnen  mit  dem  Durchmesser  und  den  Sehnen  vertauscht, 
welche  den  g^ebenen  Sehnen  und  dem  gegebenen  Durchmesser 
beziehungsweise  parallel  sind,  mid  in  16,  dafs  auch  bei  der  Hy- 
perbel eine  durch  den  Mittelpunkt  {die  Mitte  des  Durchmessers) 
pai'allel  den  Sehnen  gezogene  Linie  („der  zweite  Durchmesser" 
der  Kurve)  die  dem  g^ebenen  („ei-sten")  Durchmesser  pai'allelen 
Sehnen  halbiert.  Hier  sehen  wir  zum  ersten  Male  einen  Satz 
aufgestellt,  in  welchem  die  von  den  beiden  Hyperbei- 
ästen  gebildete  Kurve  als  ein  Ganzes  behandelt  wird, 
eine  Auffassung,  welche  vorlaut^  für  die  Zusammenstellui^  der 
Eigeixschaften  der  EUipse  und  Hyperbel  bedeutungsvoll  ist,  und 
von  der  Apollonius  später  noch  mchtigere  Anwendungen  macht, 
wenn  er  auch  in  seiner  Benennung  fortfährt  die  beiden  zu- 
samniei^ehöi'^en  Aste  als  zwei  vei-schiedene  Kurven  zu  be- 
trachten. Das,  was  er  eine  Hyperbel  nennt,  ist  stets  nur  ein 
Hyperbelast. 

Eine  Ellipse ,  Parabel  oder  Hyperbel  ist  hier  planime- 
ti'isch  bestinmit  als  eine  Kurve ,  welche  in  einem  System 
von  ParaUelkoordinaten  mit  einem  beliebigen  AVinke!  zwischen 
den  Axen  durch  die  Gieichui^  (3),  (i)  oder  (3)  dai^estellt 
wird.  Abgesehen  von  der  Bestunmung  der-  Lage  dieser 
KuiTen  scheinen  dieselben  also  von  drei  Konstanten  abzu- 
hängen, nämlich  jenem  Winkel,  p  und  a.     Nun  wufste  Apol- 
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ionius')  aber  aus  der  Lehre  von  den  konjugierten 
Durchmessern,  welche,  wie  im  vorhei^ehenden  Abschnitt 
envähnt,  bekannt  war,  dafs  die  vor  seiner  Zeit  untersuchten 
Kui-ven,  welche  Schnitte  an  geraden  Kegeln  sind  und  durch 
Gleichungen  dei-selben  Form  für  rechtwinklige  Koordmateii  be- 
stinunt  werden,  unendhch  viele  Paare  konjugierter  Durchmesser 
haben,  und  dafs  sie  mit  deren  Hülfe  auch  auf  unendhch  viele 
Arten  durch  Gieichui^en  dei-selbeii  Form  für  schiefwinklige  Ko- 
ordinaten dargestellt  werden  können.  Wenn  er  also  nur  eine 
Abhandlung  schriebe,  wobei  er  die  vorhin  erwähnte  Lehre  von 
den  konjugierten  Durchmessern  als  bekamit  voraussetzen  dürfte, 
und  eine  genauere  Bestmimung  der  beliebigen  Schnitte  an  schiefen 
Kegeln  geben  wollte,  deren  Gleichui^en  er  mm  gefunden  hat, 
so  würde  er  sofort  die  erwähnte  Lehre  benutzen  können  um 
nachzuweisen,  dafs  auch  umgekehrt  die  durch  die  gefundenen 
Gleichur^en  bestimmten  Kui-ven  immer  unter  die  früher  unter- 
suchten gehören.  Er  schreibt  indessen  keine  Abhandlung  son- 
dern ein  Lehrbuch,  wobei  er  nichts  über  die  Kurven  als  bekannt 
voraussetzen  darf.  Er  mufs  deshalb,  bevor  er  das  endliche 
Ziel  des  ersten  Buchs  erreichen  kami,  von  den  gefundenen 
Gleichungen  ausgehen  und  auf  Grundlage  dieser  die  Lehre 
von  den  konjugierten  Durchmessern  anfbaaen,  welche  walu'- 
scheinlich  im  voraus  etwa  ebenso  ausgeführt  gewesen  ist,  aber 
auf  Grundl^e  derselben  Gleichungen  in  rechtwinkligen 
Koordinaten.  Nur  dadurch  kann  er  zeigen,  dafs  die  dargestellten 
Km-i^en  immer  ein  rechtwinküges  Paar  konjugierter  Durch- 
messer („Axen")  haben,  und  dafs  sie  sicli  deshalb  immer  auf 
Umdrehungskegel  legen  lassen.  Bei  der  Entwicklmig  der  Lehre 
von  den  konjugiertenDuichinesöern^ieiden  inde'oenT'ingenten 
bo'-tinmiui'^en  und  andere  Hulf'^unter-uchungen  benutzt  mid 
so  iradet  dei  folgende  Inhalt  des  ei-sten  Buchs  den  wn  nun 
bespiechen  wollen   seine  Eiklaiung 

)  l\u  leden  hiei  untei  dei  ^orau=  etzin,,  iais  A]  ull  um  le  ei^ie 
gewesen  i&t  dei  alle  möglichen  Schmt  e  ai  Kieii^ke^eli  uiteisu  ht 
hat  Sollte  des  nicht  dei  Fall  gewesen  «ein  s)  ivOide  ihn  daduich 
nui  die  Auftihinng  ie«  hiei  geschilde  ten  ;=leniatischen  Bduei  ei 
leichtert  «oiden    ein 
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Auf  die  oben  ei'xvähiiten  neuen  Definitionen  folgt  eine  Reihe 
Ton  Sätzen  [17 — 31],  welche  wir  nicht  genauer  wiedei-zugeben 
brauchen.  Die  meisten  dereelben  enthalten  nämlich  nur  solche 
Angaben  über  die  Lage  gerader  Linien  in  ßeziehimg  auf  die 
Kurven  und  dadurch  indirekt  über  die  RJchtut^  von  deren 
Konkavität,  welche  sich  unmittelbar  aus  einer  Figm^  entnehmen 
lassen,  und  deren  nähere  B^ündung,  wemi  sie  auf  solche  Weise 
einmal  gefunden  waren,  nachher  keine  Schwierigkeit  geboten  haben 
kann.  Dieselben  mu'den  nur  einen  neuen  Beweis  füi'  die  Sorg- 
falt abgeben,  welche  die  Griechen  auf  eine  vollständige  Beweis- 
führung verwandten.  Die  übrigen  Sätze,  namentlich  20  und  21, 
enthalten  nur  die- Umwandking  der  Darstellung  der  Kegelschnitte 
in  die  Form,  mit  der  unsere  Leser  schon  bei  Seltenheit  unserer 
Erwähnung  des  Archimedes  bekamat  geworden  sind,  wenn  wir  uns 
auch  damals  vorzi^sweise  an  rechtwink%e  Koordinaten  hielten. 

In  32—40  folgen  demnächst  Bestimmungen  von  Tangen- 
ten. Die  Tangente  im  Endpunkte  des  Durchmessers,  welcher  zur 
Abseissenaxe  genommen  ist  und  den  wir  den  Durchmesser 
nennen  können,  da.  er  und  der  ihm  konji^ei-te  Durchmesser 
die  einzigen  bis  jetzt  bekannten  sind,  ist  den  Ordinalen  pa- 
rallel [33j.  Die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Parabel,  welcher 
nicht  auf  dem  Dmchmesser  liegt,  wird  dadurch  bestimmt,  dafs 
der  Anfai^pmikt  die  Mitte  zwischen  den  Punkten  wird,  in 
denen  Tangente  und  Ordinate  desselben  Kurvenpunktes  den 
Durchmesser  schneiden.  33  enthält  den  Satz,  dafs  die  so  be- 
stimmte Linie  Tangente  ist,  und  35  den  umgekelulen,  dafs  eine 
Tangente  immer  diese  EigenschEift  hat.  Bei  der  Ellipse  imd 
Hyperbel,  welche  zusammen  behandelt  werden,  wird  dieselbe 
Bestimmung  dadurch  vorgenommen,  dafs  der  Durchmesser  von 
Tangente  und  Ordinate  desselben  Kurvenpunktes  harmonisch') 
geteilt  wird  [34  und  36],  Füi'  diese  Bestimmui^  folgen  in 
37 — 40  andere  Ausdracke,  welche  wir  am  Schlüsse  dieses  Ab- 
schnitts genauer  auseinandersetzen  werden.  Mittels  dieser  wird 
nicht  nur  für  die  Elhpse,  sondern  auch  für  die  Hyperbel  die 
durch  die  Proportion 

')  Doch  hi'aiieht  ApoUoniiis  diesen  Ausdruck  nicht. 
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bostiinmte  Gi'öfse  li  Ijeimtzt,  welche  auf  cle]ii  konjugierten  Duvdi- 
nieäser  so  abgeü-agen  wird,  dafs  ihi'e  Jlitte  auf  den  Mittelpunkt 
der  Kurve  fällt.  Die  so  begi-enzte  Strecke  beti-achtet  Äpollonius 
in  Folge  der  eben  erwähnten  neuen  Definitionen,  welche  er  ersl 
an  dieser  Stelle  benutzt,  als  die  Länge  des  konjugierten 
Durchmessers,  der  die  Kurve  nicht  schneidet.  Er 
wendet  also  dasselbe  Mittel  an,  welches  jetzt  benutzt  wird,  um 
Gleichartigkeit  der  Sätze  zustande  zu  bringen.  Die  Einführung 
dieser  Hülf^röl'se  b  setzt  ÄpoUonius  in  den  Staiid,  nicht  nur 
für  die  Ellipse  —  wo  er  das  im  Grunde  schon  früher  im  Be- 
weise für  15  gethan  hat  —  sondern  [in  41]  auch  für  die  flj'- 
perbel  der  Darstellung  der  Kurve  eine  Form  zu  geben,  welche 
algebraisch  durch  die  Mitteipunktsgleichmig,  bezogen  auf  zwei 
Durchmesser,  ausgedrückt  werden  würde. 

Die  Bestimmungen  der  Tangenten  werden  feraer  benutzt 
mn  [in  Satz  42—51]  zu  zeigen,  dafs  jede  Parallele  zti  dem 
g^ebenen  Dm'chmesser  der  Parabel  und  jede  Linie  durch  den 
Mittelpunkt  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ganz  dieselben  Eigen- 
schaften hat,  entweder  wie  der  g^^ehene  Durchmesser,  indem 
die  zugehörigen  Sehnen  dann  der  Tangente  in  seinem  Sehnitl- 
punkte  (seinen  Schnittpunkten)  mit  der  Kurve  parallel  sind, 
oder,  wenn  er  die  Kurve,  die  dann  eine  Hyperbel  ist,  nicht 
schneidet,  wie  der  ursprünghche  zweite  Durchmessei'. 

42 — 45  enthalten  ein^e  hierzu  dienende  vorbereitende  Um- 
formungen der  Darstellung  der  Kur\'en,  In  46—48  wird  be- 
wiesen, dafs  der  neue  Durchmesser  die  zugehörigen  Sehnen 
halbiert,  und  in  49  —  51  wird  gezeigl:,  dafs  die  Kurven,  wenn 
sie  auf  die  neuen  Durciunesser  und  deren  Sehnen  bezogen 
werden,  auf  ganz  dieselbe  Weise  dai'gratellt  werden  wie  damals, 
als  sie  auf  die  ursprünglichen  bezogen  waren,  nänihch  durch 
die  Eigenschaften,  welche  ivir  durch  die  Gleichungen  (1),  (2) 
und  (3)  ausgedrückt  halben.  Im  folgenden  Abschnitt  werden  wir 
uns  genauer  mit  den  Operationen  beschäftigen,  dnrch  welche 
dies  erreicht  wird.  Hier  begnügen  wir  uns  mit  dem  Resultat 
und  wollen  nur  noch  hinzufügen,   dafs  der  dem  neuen  Durch- 
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entspi'ochende  Wert  f  tles  Parameters  —  welchen 
Namen  wir  der  von  Äpollomiis  auf  andere  Weise  bezeichneten 
Konstanten  geben  wollen,  obgleich  dieselbe  um-  für  rechtwink- 
lige Koordinaten  der  eigentliche  Parameter  ist  —  auf  folgende 
für  alle  ICegelsclmitte  gleichartige  Weise  bestimmt  wird. 


Es  sei  B  {Fig.  14)  der  ursprüngliche  Anfangspunkt,  E  der 
neae,  J  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  diesen  Punkten,  D 
und  h  die  Punkte,  in  denen  diese  Tangenten  die  durch  B  und 
E  gezogenen  Durchmesser  sehneiden;  dann  ist 


P' 


^EL 


■  ED. 


Dai's  ApoUonius  drei  Säize  für  diese  Transformation  be- 
nutzt, beruht  darauf,  dafs  er  erst  diePai'sbel  behandelt,  dann 
den  Fail,  wo  B  und  E  auf  derselben  Ellipse  oder  demseil^en 
Hyperbelast  liegen,  und  endlich  den,  wo  sie  auf  verschiedenen 
Hyperbelästen  liegei. 

Nun  ist  ApoUonius  endlich  so  weit  gekommen,  dafs  er  zu 
dem  Nachweise  übersehen  kann,  dafs  die  durch  die  Gleichui^en 
(1),  (2)  und  (3)  dai^estellten  Schnitte  an  schiefen  K^eln  die- 
selben Kurven  suid,  welche  auf  dieselbe  Weise  dm-ch  recht- 
mnklige  Koordinaten  dargestellt  tind  durch  Schnitte  an  Um- 
drehungskegehi  hervorgebracht  werden  können.     Er  hält  sich 
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sogar  für  so  gut  vorbereitet,  dal's  er  um  das  letztere  zu  be- 
weisen sich  unmittelbai' die  Aufgabe  [52 — 55]  stellt:  eine  Parabel, 
Hyperbel  oder  Ellipse  „zu  finden",  wenn  die  Lage  des  Än- 
fangsptmfctes  und  des  Durchmessers,  die  zugehörige  Ordinaten- 
richtung  samt  der  Lär^e  des  Parameters  und  für  Ellipse  und 
Hyperbel  zugleich  die  Länge  des  Durchmessers  g^eben  sind, 
also  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Km've  durch  ihre  Gleichung 
gegeben  ist.  Aus  der  Lösur^  ist  nämhch  ersichtlich,  dafs  eine 
solche  Kurve  „zu  finden"  bedeutet,  dieselbe  als  Schnitt  eines 
ümdrehur^skegels  zu  bestimmen,  tn  Wirtlichkeit  zeigt  sich 
indessen,  dafs  diese  für  jede  von  deu  drei  Kurven  einzeln  ge- 
stellte Aufgabe  aus  zwei  Aufgaben  besteht,  die  jede  füi'  sich 
gelöst  werden.  ApoUonius  begiimt  nämlich  mit  der  Annahme, 
dafs  die  Ordinaten  rechte  Winkel  mit  dem  Durchmesser  bilden, 
und  löst  die  Aufgabe  für  diesen  Fall,  bei  dem  er  allerdings 
nicht  in  der  Lage  ist  von  den  vorhergehenden  planimetrischen 
Untere  Hebungen  Gebrauch  zu  machen.  Demnächst  ze^  er, 
wie  andere  Fälle  sich  auf  diesen  zurückführen  lassen,  da 
man  stets  einen  Dijrchmesser  konstruieren  kann,  der  auf  den 
zugehör^en  Ordinaten  senkrecht  steht.  Wenn  dieses  wicht^e 
Faktum  auch  nicht  in  Form  eines  Theorems  oder  eines  be- 
sonderen Problems  aufgestellt  ist,  so  geht  die  Bedeutung,  die 
er  demselben  beilegt,  aus  der  Soi^alt  hervor,  mit  der  er  diese 
Bestimmung  einer  Äxe  vorbereitet  hat. 

Diese  letztere  Bestimmung ,  mit  der  wir  hier  beginnen 
wollen,  stützt  sich  auf  die  oben  (Fig.  14)  mitgeteilte  Bestimmung 
des  Parameters  p\  welcher  zu  dem  Durchmesser  durch  den 
Punkt  E  gehört.  Diesei'  Durchmesser  und  der  zugehörige  Para- 
meter p'  werden  nun  als  gegeben  betrachtet,  während  der 
Dm-chmesser  durch  B  eine  Axe  sein  und  also  auf  der  Tangente 
in  B  senkrecht  stehen  soll.  Wir  wollen  hinsichtlich  der  Ellipse, 
um  uns  an  die  vorü^ende  Figur  halten  zu  können,  die  Änalysis 
wiedei^eben,  welche  der  von  Äpollonius  synthetisch  dai^estellten 
Lösung  [54]  entspricht,  und  die  Ordinate  EF  von  E  an  die 
Axe  OB  ziehen,  sowie  FG  parallel  der  Tangente  DE.  Dann  wird 
,  _  gEJ  FG    F^     , 

^   ^  '"EL  '     GE'  GO'^  ' 
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WO  -vvii-  den  Halbmesser  OE  =  -^  gesetzt  haben.  Um  die  Axe 
OB  zu  bestimmen  kommt  es  also  nur  darauf  an  auf  dem  Halb- 
kreise über  OE  als  Durchmesser  einen  solchen  Punkt  F  zu 

bestimmen,  dafs  „^    „^  den  g^ebenen  Wert  ^-j  erhält. 

Apollonius  sagt,  dafs  man  dies  thun  soll.  Wenn  er  nicht 
sagt  auf  welche  AVeise  man  es  thun  soll,  so  mufs  der  Grund 
dafür  der  sein,  dafs  er  es  fiTir  so  einfach  hält,  dafs  ein  genauerer 
Hinweis,  der  überdies  die  Darstellung  weitläufig  machen  würde, 
überflüssig  wäre.  Eine  Lösui'^  dieser  Nebenaufgabe  hefse  sich 
dadurch  finden,  dafs  man  sich  FG  bis  zum  zweiten  Schnitt- 
punkt F'  mit  dem  Kreise  verlängei't  denkt.   Darni  wird  nämlich 

FG-  FG 

■Fz-t  -^-A  =  ~Frpr-    Die  Sehne  FF'  soll  also  in  einer  gegebenen 

Richtung  so  gezogen  werden,    dafs  sie  von  dem  Durchmesser 

EO  nach  dem  gegebenen  Verhältnis  ^  geteilt    wird.      Da    die 

Mitte  M  der  Sehne  auf  einem  anderen  bekannten  Durchmesser 

liegen   mufs  und,  das  Verhältnis  -^TT=i  =  -^ — ;  auch    bekannt 

wird,  so  läfst  diese  Aufgabe  sich  leicht  lösen.  Dafs  Apollonius 
wirklich  so  verfahren  ist,  ivird  dadurch  wahrscheinlich,  dafs  er 
am  Schlüsse  des  zweiten  Buches  eine  ähnhche  Aufgabe  auf  ähn- 
liche Weise  gelöst  hat,   {Ven?l.  Ende  des  5ten  Abschnitts,  Fig.  24). 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  ApoDonius'  Lösung  mit  der- 
jenigen übereinstimmt ,  welche  man  findet ,  wenn  man  auf 
einander  senkrechte  Sehnen  sucht,  welche  einen  Punkt  der 
Km-ve  mit  den  Endpunkten  des  gegebenen  Durchmessers  ver- 
binden; nur  würde  man  dann  diesen  ganzen  Durchmesser  und 
nicht  seine  Hälfte  zum  Durchmesser   des  Hülfskreises  nehmen. 

Die  Aufgabe  wh'd  ganz  auf  dieselbe  Weise  für  die  Hyperbel 
gelöst  [53].  Für  die  Parabel  wird  sie,  wenn  wii'  dieselben 
Bezeichiiungen  wie  in  Fig.  14')  benutzen,  wo  dann  die  Durch- 
messer durch  B  und  E  mit  Parallelen  zu  vertauschen   sind, 

')  Vergleiche  im  Folgenden  Fig.  Öl. 
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dadvureh  gelöst,  As(s  die  Senkrechte  auf  i'i>  in  I>  den  Durcli- 
messer  durch  E  in  einem  solchen  Puntte  H  schneiden  muts, 
dafä  EH  =  ^ .  Der  Punkt  D  und  dadurch  die  Axe  DB  lassen 
sich  dann  leicht  be=!tinnnen. 

"Was  demm.chst  Apollonius'  Bestimmung  eines  durch  einen 
gegebenen  kegeKchmft  gelegten  Umdi'ehungskegels  betrifft,  wenn 
die  Axe  und  ihi  7ugehorig'er  Parameter  p  gefunden  sind,  so 
wird  diese  fui  die  Parabel  leicht  aus  dem  durch  (1)  gegebenen 
Ausdfuck  fui  p  gewonnen.  In  solchem  Falle  mufs  man,  wenn 
ZY  parallel  CB  gezogen  ist,  AZ  =  AY  haben  -—  was  nicht 
der  Fall  ist  in  Fig.  12,  die  im  übrigen  anzuwenden  ist  — ,  mid 
man  erhält  dann  ZY^  =  p  .  AZ.  Wählt  man  also  AZ  be- 
liebig —  doch,  «ie  Apollonius  ausdrücküch  bemerkt,  gröfser  als 

4 so  ist  Dreieck  AZY  vollkommen  bestimmt. 

4 

Die  Lösung,  welche  Apollonius  für  dieselbe  Aufgabe  beti'efls 
der  Ellipse  mid  Hyperbel  giebt,  läfst  sich  an  die  Bestimraui'^ 
des  Parameters  in  den  Formeln  (2)  und  (3)  some  an  Fig.  13, 
in  der  wir  aus  dieser  Veranlassui^  die  punktierten  Linien  hinzu- 
gefügt haben,  anschliefsen.  Von  disen  ist  A  U  parallel  BC.  Man 
hat  zufo^e  (2)  und  des  oft  erwähnten  Archimedischen  Hülf- 
satxes  (S.  51) 

P_  —  ^ALiJ^  _    _^'"-^'_ 
TT  ~  "  AD-'     "^  ZU.Vf- 
Soll  nun  der  Kegel  ein  Umdrehungskegel  sein,  so  niufs  man 
—  was  in  Fig.  1;^  nicht  der  Fall  ist')  —  JB^AChnheu, 


)  Dpi  &Ltind  «eshill  nii  de'^'emin^e achtet  iicse  ti^u]  I  eilieli  Iteii 
1  t  dei  (lals  daluich  teiU  dei  An'JchluI«  aa  die  im  loiau«  ent 
wickelte  Lehie  lon  Schnitten  -m  beliehigen  Eieiske^eln  deuthchei 
wild  teii"-  die  Figui  ieijrt  d^f•^  dieielbe  Löaui^  sich  auch,  anwenden 
lassen  nnide  nenn  iie  Aufgabe  die  all^emeineie  wäie  hirch  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  einen  schiefen  Kieiskesel  /u  legen  dei  einem 
„egehenen  ähnhch  i<it  Zudem  dinn  namlich  aiif-.ei  ^  TAZ  auch 
Z.  TAY  =  Z.  ABC  gegeben  i=t  ivud  daduRh  tei  Punkt  V  \oü 
tommen  bestiKimt  Auf  diesen  Um-itand  lei  hiei  «o  es  eben  daiauf 
ankommt  einen  geiiden  Kegel  zu  eihalten  jhne  Bedeutung  i-t 
Herden  im  durch  eine  Bemeikung  m  unaerei  Beapiechung  lon  Ajol 
Innin«  "^erh'tem  BuHip  zurl'kkrmmen     Man  lergl    len  17'en  Abs-ihnili 
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und  die  Linie  ^C  halbiert  dann  den  Keljenwinkel  vom  Scheitel- 
winkel GAB  des  Kegels,  Läfst  man  die  GrÖfse,  über  welche 
man  auch  in  diesem  Falle  frei  darf  disponieren  können,  den 
Scheitelwinkel  des  Kegels  sein,  so  mufs  der  Scheitel  A  des 
Kegels  auf  einem  durch  diesen  Wmkel  hestinunten  Kreise  über 
der  Axe  TZ  des  Kegelschnitts  als  Seime  liegen,  und  zwar 
mufs  er  auf  dem  einen  oder  anderen  der  beiden  Bogen  ZT 
liegen,  je  nachdem  die  Kurve  eine  Elhpse  oder  eine  Hj'per- 
bei  sein  soll.  Die  Linie  AU  mufs  die  Mitte  V  des  Bogens 
treffen ,  welcher  in  beiden  Fällen  aufserhalb  des  K^els 
fällt.     Dei-  Punkt  V  ist  dann  bestimmt,   und  wemi  man  aus 

dem  soeben  gefundenen  Äusdi-uck  für  ^  den  Wert  tttt  ^^- 

leitet,  so  läfst  die  durch  den  Punkt  V  gehende  Linie  VUA  und 
dadurch  der  Scheitel  A  des  gesuchten  Kegels  sich  leicht  be- 
stimmen. 

Auf  diese  AVeise  löst  ApoUonius  seine  Aufgabe,  doch  ohne 
hier  zu  sagen,  dafs  man  durch  Einführung  des  Kreises  ZAT 
dem  Scheitelwinkel  des  Kegels  eine  gegebene  Gröfse  beilegt. 
Dag^en  versäumt  er  nicht  anzuführen,  dafs  es  bei  der  Kon- 
struktion der  HjiDerbel  notwendig  ist  den  Kreis  über  TZ  so  zu 
wählen,  dafs  das  Verhältnis  zwischen  dem  Abstand  des  Punktes 
V  von  TZ  und  der  Höhe  des  Ki'eisabschnitts  TAZ  nicht  gi-öfser 

als  — ist.    Die  ganze  Behandlung  ist,  wie  sich  später  zeigt,  ein 

dem  Bedürfnis  des  Augenblicks  angepafster  Auszug  aus  einer 
selbständigen  Behandlung  der  Aufgabe:  durch  einen  gegebenen 
Kegelschnitt  einen  Unidi-ehur^kegel  zu  legen,  der  einem  ge- 
gebenen ähnlich  ist;  erst  im  6ten  Buch  findet  ApoUonius  Ge- 
legenheit diese  Aufgabe  voüständig  in  der  Foim  zu  behandeln, 
welche  die  Alten  bei  Konsü'uktionsau^aben  und  deren  Lö- 
smigen  zu  beobachten  pfl^en. 

Housel,  der  dem  ApoUonius  keinen  bestimmten  Plan  hin- 
sichtlich der  Abfassung  des  ersten  Buches  beizulegen  scheint  und 
deshalb  den  hier  besprochenen  Lösungen  der  Aufgaben  52 — 55 
nicht  dieselbe  Bedeutimg  zuschreibt  -v>rie  wir,  betrachtet  diese  Aut- 
galien  nur  als  Umkehrmigen  derjenigen  am  Anfange  des  Buches, 
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wo  es  daj'aut'  ankam  die  Beschaffenheit  gegebener  Schnitte  an 
gegebenen  Kegeln  zu  finden').  Hiemach  sollte  es  also  nui'  die 
Absicht  des  Apollonius  gewesen  sein  Kegel,  gerade  oder  schiefe, 
zu  finden,  welche  durch  gegebene  Kegelschnitte  gehen.  Für 
eine  solche  Auffassung  spricht  vielleicht  der  Umstand,  dafs 
Apollonius  die  Aufgabe  so  forniulieil,  wie  wir  erwähnt  haben: 
eine  Parabel,  Hyperbel  oder  Ellipse  zu  finden,  wenn  u.  s,  w. 
Denn  da  er  ursprünglich  in  11—13  diese  Namen  so  eir^eführt 
hat,  dafs  dieselben  sich  mit  gleichem  Rechte  auf  Schnitte  an 
schiefen  und  an  geraden  K^eln  anwenden  lassen,  und  da  die 
Identität  dieser  Schnitte  eist  aus  der  Art  hervoi^eht,  wie  er 
die  Aufgaben  52 — 55  löst,  so  bedeuten  die  gestellten  Aufgaben 
dem  Wortlaute  nach  nur:  ,u^end  einen  Kreiskegel  durch  die 
durch  ihre  Gleichui^  bestimmte  KuiTe  zu  legen". 

Hätte  Apollonius  nun  wirklich  nichts  anderes  beabsichtigt, 
so  erscheint  es  mir  am  wabi'scbeinliciisten ,  dafs  er  die  um- 
gekehrten Aufgaben  gleich  nach  den  direkten  gelöst  haben 
würde,  imd  dazu  würde  ihn  eine  vereinigte  Anwendung  der 
stereometi'ischen  Betrachtungsweise  im  Anfange  des  Buches  und 
solcher  Operationen  wie  die  sind,  welche  wirklich  zur  Auflösung 
der  Aufgabe!  53  —55  in  den  specieUen  Fällen,  wo  das  gegebene 
Koordinatensystem  rechtwinklig  ist,  angewendet  wei'den,  befahlt 
haben.      Was  er  aber  auch  beabsichtigt  haben   mag,    so   steht 

')  Liouville's  Journal,  S.Reihe,  T.  III,  S.  160.  Housel  hat  m  jedem 
Falle  Apollonius  miCsverstandeD ,  wenn  ei'  sagt,  daft  derselbe  diese 
Kurven  auf  einen  Kegel  legt,  der  ein  gerader  wird,  wenn  die  Axen 
rechtwinklig  sind;  er  legt  dieselben  nämlicli  in  allen  Fällen  auf  einen 
geraden  Kegel.  Die  Bemerkung,  daia  die  hier  gelösten  umgekehrten 
Aufgaben  im.  Giiiade  dieseiben  sind  me  die  direkten,  deutet  auch  auf 
eine  oberflächliche  Betrachtung  der  laitgeteilteu  Lösungen.  Housels 
abweichende  Auffassung  kann  sich  also  nur  auf  die  etwas  unklare 
Form  stützen,  in  der  Apollonius  die  Angaben  stellt.  In  den  folgenden 
Zeilen  envähnt  Housel  allerdings,  äah  Apollonius  ,die  Form  der  Kur- 
ven durch  Betrachtung  der  rechtwinkl^en  Axen  zu  präclsiei'en  sucht" ; 
aber  er  scheint  vollständig  zu  übersehen,  dafs  schon  hier  eiue  esakte 
Bestimmung  derselben  und  dadurch  ein  exakter  Beweis  für  ihre 
Existenz  gegeben  wird.  Nach  einer  Äufserung  von  Hoiisel  S.  1Ö3  bei 
Besprechung  des  zweiten  Buchs  würde  dieser  Beweis  erst  im  7'*'"  Buche 
gegeben  sein. 
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doch  fest,  dafs  er  nicht  nur  die  Aufgaben  auf  eine  Weise  löst, 
welche  allein  durch  die  vorhergehende  planimetiische  Entwicklung 
ermöglicht  wird,  sondern  auch  dafs  es  ihm  faktisch  gelui'^en  ist 
zu  beweisen,  dafs  es  an  schiefen  Kegeln  keine  anderen  Schnitte 
giebt  als  an  geraden  und  dafs  alle  Kegelschnitte  Axen  haben. 
Selbst  wenn  ich  also  darin  Unrecht  haben  sollte,  dafs  die 
Notwendigkeit  diese  letzten  Beweise  zu  fordern  dem  ApoUonius 
während  der  ganzen  Äbfassui^  des  ersten  Buchs  vollkommen 
klar  vor  Augen  gestanden  habe,  so  ist  doch  einmal  die  Auf- 
einanderfolge der  Sätze  m  diesem  Buche  erklärt,  und  zweitens 
die  erwähnte  notwendige  Forderung  faktisch  erfüllt.  Dafs  dies 
letztere,  das  ülierdies  so  ganz  mit  der  Stringenz  der  Alten  über- 
einstimmt, nur  auf  einem  Zufall  beruhen  sollte,  halte  ich  indessen 
für  unannehmbar. 

Indem  wir  also  nachgewiesen  haben,  dafs  Äpollonius 
in  seinem  ersten  Buche  einen  Stoff,  der  zum  grofsen  Teil  im 
voraus  bekannt  war,  nach  einem  klaren  und  bestimmten  Plan 
geordnet  hat,  so  ist  es  offenbar  vollkommen  unrichtig  mit 
Descartes  aus  dieser  Ordnung  scbliefsen  zu  wollen,  dafs  dieser 
Stoff,  welcher  die  wesentlichste  Grundlj^e  für  die  in  den 
folgenden  EücheiTi  weiter  entwickelte  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten in  sich  begreift,  einem  glücklichen  Ausgang  planlosen 
Forschens  zu  verdanken,  und  nicht  auf  bestimmte  Methoden 
gestützt  gewesen  sei.  Im  Gegenteil,  wenn  man  diesen  Plan 
genau  ins  Ange  fafst,  so  zeigt  es  sich,  dafs  Äpollonius  nicht 
nur  im  einzelnen  gesehen  hat,  wie  der  eine  Satz  aus  dem 
anderen  folgte,  sondern  dafs  er  auch  ein  offenes  Auge  für  den 
inneren  Zusammenhang  zwischen  den  Hülfsmitteln  gehabt  hat, 
welche  in  den  verschiedenen  Beweisen  benutzt  werden.  Diese 
Hülfsmittel  sind  dadurch  für  ihn  Methoden  gewesen,  welche 
er  auch  bei  anderen  üntersuehimgen  gebrauchen  konnte,  und 
wir  werden  sehen,  daJs  er  davon  auch  Gebrauch  macht.  Zum 
grofsen  Teil  sind  es  wahi'scheinhch  dieselben  Methoden  gewesen, 
welche  seine  Voigäi^er  zur  Ableitung  der  vor  seiner  Zeit  be- 
kannt gewesenen  Resultate  benutzt  haben,  und  welche  sie  zum 
Teil  gleichzeitig  entwickelten,  während  sie  sie  in  solcher  Weise 


y  Google 


78  Diittei'  Ai)sclinitt. 

anwandten.  Abgesehen  von  dei'  alle  mathematische  Untersuchmig 
umfassenden  analytischen  Methode  und  der  Darstellung  solcher 
hierher  gehörigen  allgememen  Hiilfsmittel  wie  die  sind,  welche 
sich  in  Euklids  Data  finden,  scheinen  die  Griechen  indessen 
nicht  den  bedeutungsvollen  Schi-itt  gethan  zu  haben  diese 
Methoden  und  die  Regehi  für  ihre  Anwendung  ausdrück- 
lich aufzustellen.  Man  wird  sich  also  durch  den  häufigen 
Gebrauch  diese  Regeln  angeeignet  haben.  Wir  dagegen  können 
um  so  viel  leichter  die  wichtigsten  der  ai^ewandten  Methoden 
herausfinden  und  hervorheben,  als  dieselben  unter  diejenigen 
gehören,  welche  später  in  der  analytischen  Geometrie  be- 
stimmt formuhert  worden  sind. 

Was  zuerst  in  die  Augen  fällt,  und  was  wir  nicht  nur  bei 
Äpollonius  antreffen,  sondern  auch  bei  Ai'chimedes  gefunden 
haben,  ist  der  Gebrauch  von  Koordinaten.  Wh'  haben 
gesehen,  dafs  diese  ganx  wie  heutigen  Tages  zur  Bestimmung 
von  Punkten  gebraucht  wurden,  und  dafs  eine  Kurve  durch 
solche,  geometrisch  ausgedrückte  Eigens(^haften  aller  ihrer  Punkte 
dai^esteUt  wird,  welche  nach  unserer  Darstellung  im  ereten  Ab- 
schnitt für  die  Griechen  dasselbe  waren,  wie  Gleichungen  füi'  uns. 

Ferner  zeigte  sich  bei  unserem  Überblick:  über  das  erste 
Buch  des  Äpollonius,  dafs  er,  um  die  Beschaffenheit  einer  ge- 
wissen Km've,  nämlich  eines  Schnitts  an  einem  schiefen  Kegel, 
zu  imden,  die  Gleichung  derselben  in  einem  gewissen 
Koordinatensystem  {im  al^emeinen  in  einem  schiefwinkligeni 
suchte,  und  darauf,  indem  er  aus  der  gefundenen  Gleichung 
diejenige  ableitete,  welche  dieselbe  Kurve  in  einem  anderen 
(rechtwinkligen)  Kooi-dinatensystem  darstellte,  zur  Kenntnis  ge- 
lar^e,  dafs  dieselbe  unter  im  voraus  bekannte  Kurven- 
arten gehörte.  Endlich  haben  wir  erwähnt,  dafs  die  für  eine 
Kurve  gefundene  Gleichung  direkt  benutzt  wird  mn 
ihre  Tangenten  zu  bestimmen  und  neue  Eigenschaften  abzuleiten. 
Bei  diesen  Untersuchungen  wurde  von  einem  beliebigen  Durch- 
messer mid  dem  zu  ihm  gehörigen  Sehnensystem  angegangen; 
aber  es  steht  der  Annahme  nichts  im  Wege,  dafs  mait  früher 
eine  der  Axen  der  Kurve  auf  dieselbe  Weise  benutzt  habe. 
Eine  solche  Annahme  stimmt  damit,    dal's  Äpollonius  in  seiner 
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Vorrede  aiisdräcklich  nui-  den  Anspruch  erhebt ,  in  den  ersten 
Bücliein  früher  bekannte  Dinge  vollstänthger  mid  allgemeiner 
zu  behandehi'). 

Alles  hier  angefülirte  stimmt  vollkommen  mit  den  Methoden 
der  Gegenwart  üliereiii.  Der  üntei'schied  macht  sich  erst  gel- 
tend bei  der  Behandlung  von  Einzelheiten,  welche  jetzt  durch 
algebraische  Umformungen  erfolgt,  wahrend  die  Alten  auf  geo- 
metiische  Operationen  tuigewiesen  waren.  Ein  Teil  von  diesen 
gehöii  indessen  unter  die  im  ersten  Abschnitt  besprochene 
geometrische  Algebra,  wodurch  der  Gedankengang,  der  sieh 
durch  die  geometrischen  Operationen  hindurchzieht,  oft  dei-selbe 
wird  vfie  der,  weichen  wir  in  der  Zeichensprache  der  Algebra 
ausdrücken.  Deshalb  werden  wir  auch  in  der  folgenden  Aus- 
einandersetzung über  die  Beweisfühi'ung  in  Apollonius'  erstem 
Buche,  die  wir  bei  miserem  Überblick  über  dessen  Inhalt  nicht 
mitnehmen  konnten  oder  die  wir  anzudeuten  uns  begnügen 
mufsten,  von  dieser  Zeichensprache  zur  Abkürzung  der  Dar- 
stellung durchgehends  Gebrauch  machen. 

Wir  wollen  damit  beginnen  zu  zeigen,  me  Apollonius  die 
in  Linserem  ersten  Abschnitt  bei  den  Figuren  ii  und  7  erwähnte 
geometrische  Daretellung  der  Gleichungen  der  Kegelschnitte, 
die  wir  zusammenfassend  fo^endennafsen  schreiben  können 

j/^  =  2JX  -f  ax^  =  x{p  +  ax)  =  xY,  (4) 

worin  Y  =  p  +  ax  die  unter  rechtem  Winkel  errichtete  Ordi- 
nate der  Hülfslinie  BE  bedeutet,  zm-  Bestimm«!^  des  Dm"ch- 
schnitts  der  Kurve  mit  einer  gegebenen,  diu'ch  den  Anfsingspunkt 
gehenden  Linie  verwendet.  Nimmt  man  an,  dafs  diese  ge- 
gebene gerade  Linie  durch  den  Punkt  (a;^,  if^)  geht,  und  nennt 
man  ihre  zur  Abscisse  x  gehörige  Ordinate  y',   so  erhält  man 

■^  =  ^ ,  und  folglich  —  =--  --^  •  X,  welcher  Ausdruck  gleich  Y' 

gesetzt  mrd.  Wird  nun  ein  Punkt  (x,  Y)  in  das  rechtwinklige 
Hülfskoordinatensystem  eir^eführt,  so  wird  derselbe  eine  gerade 
Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  geht,  durchlaufen.  Da, 
für  dasselbe  -x,  aus  F  =  F'  sich  i/  =  ;/'  ei-giebl,  so  erhält  der 

')  Vevgl.  ,A.nhang  J. 
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Schnittpunkt  (.lieser  Linie  mit  i^er  ersten  Hülfslinic  diesel])e 
Abscisse  wie  der  gesuchte  Schnittpviiikt.  Dieser  wird  dann  so 
bestimmt,  wie  Fig.  15  für  die  Ellipse  zeigt,  wo  G  dei'  gegebene 

"bgetrageii   ist,    imd    die   Be- 


Punki  (x,.  y,)  ist,  CH  - 
Zeichnungen   im    übrigen 


■    AC 
dieselben   sind 


an   Fig.  6.     Die 


Hülfsllnien  shid  dann  BE  und  AH,  deren  Durchsehnittspunkt  J 
mit  Hülfe  der  Ordinalen  JL  und  LK  den  gesuchten  Punkt  K 
bestimmt,  in  dem  der  Kegelschnitt  die  Linie  AG  schneidet. 

Die  Abscisse  des  Schnittpunktes  K  ist  also  wie  m  der  ana- 
lytischen Geometrie  als  der  Wert  von  x  bestimmt,  für  welchen 
der  Kegelschnitt  und  die  gegebene  GEerade  dieselbe  Ordinate 
erhalten.  Nur  ist  die  mittels  Division  durch  x  erhaltene  Glei- 
chung ei-sten  Grades  graphisch  durch  die  beiden  HGlfelmien 
gelöst. 

Die  hier  gegebene  Bestüiuiiung  des  Schnittpmiktes  zwischen 
dem  Kegelschnitt  und  einem  dui'ch  den  Anfangspunkt  gehenden 
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üeradeii  wiid  [in  32]  benutzt  um  7U  beweisen,  dafs  die  Tau- 
gente im  Endpunkte  eines  Duichniessers,  der  als  Anfangspunkt 
genommen  ist,  den  zum  Durchmesiei  gehörigen  Sehnen  parallel 
ist.  Es  ist  allerdii^  früher  [m  17]  bewiesen,  dafs  diese  Pa- 
rallele, AT  In  Fig.  15,  nur  den  Änfangspimkt  mit  der  Kurve 
gemeinsam  hat  und  im  übrigen  aulserhalb  dei-s-elben  hegt;  aber 
daraus  folgt  nicht  mit  Notwendigkeit,  daib  dieselbe  eme  Tan- 
gente ist,  denn  es  liefse  sich  ja  auch  denken,  dafs  die  Kurve 
eine  Spitze  habe.  Deshalb  beweist  Apollonms  [m  32],  dafs 
keine  Gerade  zwischen  AT  und  die  Kurve  fallen  kann.  Der 
Versuch  eine  solche  AG  zu  ziehen  erweist  sich  nämüch  dadurch 
als  unmöglich ,  dafs  man  auf  dieser  den  Punkt  K  bestimmen 
kann,  welcher  nicht  aufserhalb  der  Kui^ve  ü^. 

Ganz  andei-s  verfährt  Äpollonius  [in  33—36]  bei  Bestimmung 
der  Tangente  in  einem  Punkte  {x,  y),  welcher  nicht  auf  dem 
Durchmesser  liegt,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dafs  es  noch 
nicht  bewiesen  ist,  dafs  durch  jeden  Punkt  der  Kurve  ein 
Durchmesser  mit  denselben  E^enschaften  wie  der  g^ebene 
geht.  Bezeichnet  man  die  laufenden  Koordinaten  der  Tangente 
in  [x,  ij)  mit  x'  und  y',  so  wird  die  Tangente  dadurch  be- 
stimmt, dafs  man  für  aüe  anderen  Punkte  der  Tangente  als 
eben  den  Berührungspunkt  haben  mufs: 

y"         ^  .^ 

X'_L  ±x'^  x-\-  —  x^ 

P  V 

Für  die  Parabel,  wo  «  =  0,  läfst  sich  leicht  beweisen, 
dafs  diese  Bedingung  von  der  Linie  erfüllt  wird,  welche  den 
Durchmesser  in  demselben  Abstand  x  vom  Anfangspunkt  wie 
die  Ordinate  des  Punktes  schneidet,  aber  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite.    Für  diese  Linie  erhält  man  nämlich 

f^ y^ 

(x  -I-  x'Y  ~   4x2 ' 


aber 
da 


^XX'  (X'^-X'^' 

mithin  —^  >  ^  ■ 
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Bak  XX' <.  {^^ — ■)  ,    oder   dafs    ein  Rechteck,    dessen 

Seiten  eine  gegebene  Summe  haben ,  seinen  gi'Öfsten  Wert 
erhält,  wenn  die  Seiten  gleich  grofs  sind,  ist  bei  Euklid  VI,  27 
bewiesen,  wo,  wie  wir  im  ersten  Abschnitt  gesehen  haben,  die 
Bedir^ung  für  die  Lösbarkeit  der  Gleichung  ax  —  x^  =  b^  an- 
gegeben wird. 

Durch  Benutzung  eines  besonderen  Kunstgilffs  wird  Apol- 
lonius  in  den  Stand  gesetzt  diesen  Satz  auch  zur  Bestirammig 
dev  Tangente   in   einem  Punkte  D  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 


oder 


anzuwenden.     Die   aufgestellte  Bedingung  läfst  sich   mit   den 
Bezeichnungen,  welche  Fig,  16  enthält,  aasdrücken  durch 

AC-.C'B  ^  AG.CB' 

AO  .  C'B  '    AG.CB' 
Nun  weifs  man,  wenn  4  Punkte  A,  B.  0,  D  einer  Geraden 
von  einem  Pnnkte  P  auf  eine  der  FD  parallele  Gerade  proji- 
ciert  werden   und  Ai,   B,,   C,   die  Projektionen  von  A,   B,   C 
sind,  dafs  dann 

AG.  BD  _  A^C, 
BC.AU        BiC,' 
Darf  man  annehmen,  dafs  Apollonius  diesen  speciellen  Fall 
des   Satzes  von    der  Unveränderüchkeit    des    anharmonischen 
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Verhiiltiiisses  durch  Projektion  gekannt  habe,  so  wii'd  der 
Gedankengang  in  seinem  etwas  weitläufigen  Beweise  einfach 
genug.  Er  wird  dann  folgendemaafsen  überlegt  haben.  Wenn 
in  Fig.  16  die  Punkte  A,  B,  C,  C'  von  einem  Punkte  P  auf 
eine  der  PE  parallele  Gerade  in  den  Punkten  ^i,  S,,  C^,  C\ 
projiciert  werden,  so  ergiebt  die  aufgestellte  Relation,  die  sich 
auf  die  Form 

AC.  EC         C'B.EC 
AC-.EC  ^  CB.EG' 
bringen  läfst,  dafs 

A,C^.O^B,  >  A,C\.C\B,. 
Der  Punkt  (7,   wird  nach   dem   eben  citierten  Satze    bei 
Euklid  dieser  Bedii^ui^  für  ein  Maximum  genügen,   wemi  Cj 
die  Mitte  von  A^B,  ist,  also  wenn  -diCi  -=  C^Bi.   Ein  wieder- 
holter Gebrauch  des  Hülfssatzes  über  Projektion  giebt  dann,  dafs 

AC.EB  _  A,C,  _ 

CB.EA  ~     C,B,  '        ' 
oder  dafs  C  und  E  einander  harmonisch  zugeordnet  sind  mit 
Beziehung  auf  A  und  S. 

Apollonius  nimmt  [Satz  34]  D  zum  Projektionscentruni 
und  projiciert  auf  eine  durch  A  zur  DE  gezogene  Parallele. 
Abgesehen  von  der  synthetischen  Fonu  weicht  sein  Beweis 
dafür,  dafs  die  auf  die  ang^ebene  Weise  bestumiite  Linie  ED 
wü-kHch  eine  Tangente  ist,  von  der  hier  mitgeteilten  analytischen 
Ableitung  desselben  nur  dadurch  ab,  dafs  er  nicht  den  Hülfs- 
satz  über  Projektion  eitiert,  sondern  dessen  ziveimaJige  Anwen- 
dung mit  Hülfe  ähnlicher  Dreiecke  beweist,  und  diese  Beweise 
einen  Teü  seiner  eigenen  Beweisführung  ausmachen  läfst'). 
Die  Entstehung  des  ziemlich  weitläuf^en  Beweises  läfst  sich 
leicht  durch  die  Annahme  erklären,  dafs  der  Verfasser  desselben 
selbst  den  erwähnten  Hülfssatz  gekannt  hat,  diesen  aber  nicht 
bei  seinen  Lesern  als  bekannt  hat  voraussetzen  dürfen. 


')  Das  habe  ich  genauer  nacligewiesea  durch  ein  Referat  des  Beweisen 
in  Tidsekrift  for  Mathematik,  1882,  S.  98.  Housels  Wiedergabe  des 
Beweises  (Lionville,  2.  Reihe,  T.  III,  S.  158)  hat  fast  gamichtf-  mit 
Apollonius'  eigener  Beweisführung  gemein. 
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Flu'  die  Richtigkeit  dieser  Annahme  spricht  das,  was  wir 
sonst  über  die  Kenntnis  desselben  Hülfssatzes  im  Altertum 
ivisseii.  Derselbe  kommt  ebensowohl  wie  der  —  nach  der 
modernen  Auffassung  unendlich  femer  Punkte  —  allgemeinere 
Satz  über  die  Unveränderlichkeit  des  anharmonischen  Verhält- 
nisses dm'ch  Projektion  unter  den  Hülfssätzen  des  Pappus  zu 
Euklids  Büchern  über  die  Porismen')  vor,  und  es  Msi 
si(.h  kaum  bezi^eiteln  dafs  er  unter  der  einen  oder  andern 
Foim  m  diesem  AVeike  zu  finden  gewesen  ist^).  Dann  ist  es 
ganz  natmli  h  anzunehmen,  dafs  Apollonius  den  benutzten 
Hulfssatz  ins  der  Psiismen  gekaiint  hat;  aber  da  er  dieses 
Werk  nicht  direkt  benutzt,  so  ist  sein  angeführter  Beweis  ent- 
standen Im  ubiigen  kann  dieser  Beweis  oder  doch  derGrund- 
geduike  desselben  auch  direkt  Euklid  ai^ehören  und  in  seinen 
Bucliem  über  die  Ei^elschnitte  dai^estellt  gewesen  sein. 

Apollonius  formt  [in  37 — 40]  die  Bestimmung  derTai^ente 
um  mit  Hülfe  dei  jetzt  gebräuchhchen  UmfoiTOungen  der  Rela- 
tion 7«  lachen  Mei  hannonischen  Punkten,  die  sich  leicht  durch 
das  im  zw  eitcn  Buch  der  Elemente  benutzte  Verfahren  ausführen 
lissen     Ist    ho  0  dei  Mittelpunkt,  so  findet  er  {Fig.  IG),  dafs 

OC.OJä-  0^"  _(i)',  (I) 

woraus  man  ferner  durch  Subtraktion  von  OC^  findet; 

OC.CJS  =  AC.CB,  (II) 

also  zufüge  der  Gleichung  der  Kun'e,  dafs 

6V>s  =  ^^..OC.CE,  (III) 


)  11      Hllt     t     P  pp       B    h  VII   li 

)  E    ist    11    d    g«    t           t        e           1      H  If 

1 

I   11          i 

1              hl    f        was      h  m  d  m  A\     k         d 

gh 

r  d  i 

1  na  P  11       flgt        J      b      h                il         h 

B  w 

m  -n    k 

f  t      A      d      K  mm    tai       d      P  ppus 

«^  h  fl 

d 

k              kai                 d              hl   f         daf         1 

t 

d     Rgl 

P  pp      Sät          Ib  t        H    it      k    b      t  t       i 

i  m 

t     d 

1  b  k     t  b  t 


y  Google 


Umforn^llngen  der  Bestimmung  von  Tangenten.  85 

eine  Relation,  deren  Anwendung  bei  der  Transformation  von 
Koordinaten  wir  bald  kennen  lernen  werden. 

Zieht  man  femer  den  den  Ordinaten  parallelen  Durchmesser, 
dessen  Länge  b  —  für  die  Hyperbel  durch  Definition  — 
bestimmt  ist  duri^h 

JL  „  »!, 
((  a^ 

und  schneidet  dieser  (Fig.  16)  die  Tangente  ED  in  G  und  die 
der  AB  parallele  Gerade  DF  in  F,  so  Mst  sich  die  Gleichung 
(III)  durch  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke  folgendermafsen  um- 
formen : 

^  _  iL  _      ^-^'      _  ^F^^  =  OF.Fa 

(III  b) 


rt-  ' 

a 

OCTi 

3E- 

OC .  UM 

OO^     ' 

md  hieraus 

orhält  n 

lan,  d 

a  OC 

=  FJ),  teils  unmittelbar 

FD'. 

^  7' 

OF . FG , 

eils  durch  Bcnutzun 

g  von 

0) 

OF. 

OG  . 

=  (4V. 

(I  b) 

Für  die  Ellipse  folgen  diese  letzten  Gleichungen  eigentlich 
unmittelbar  aus  den  entsprechenden  (I)  und  (III),  daApollonius 
bereits  früher  [in  16]  die  Vertauschung  des  Durchmessers  der 
Ellipse  mit  dem  könji^erten  gezeigt  hat.  Für  die  Hyperbel 
dagegen  haben  dieselben  gröfsere  Bedeutung  und  werden  im 
zweiten  Buche  heim  Studium  konjugierter  Hyperbeln  benutzt. 

Noch  bleibt  uns  übrig  klar  zu  legen,  wie  Apollonius  den 
Satz  ableitet,  dafs  die  Kegelschnitte  unendlich  viele  Durchmesser 
mit  denselben  Eigenschaften  wie  die  -tu'sprünglich  gegebenen 
haben.  Das  erreicht  er  durch  Umwandlungen  der  geometrischen 
Form  der  Gleichungen  für  die  Kurven  und  durch  den  Übei^ang 
zu  neuen  Koordinatensystemen.  Die  hierher  gehörigen  Opera- 
tionen haben  indessen  eine  so  weitreichende-  Bedeutimg  in  der 
antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  dafs  sie  zusammengefafst 
im  nächsten  Abschnitt  behandelt  werden  müssen;  in  diesem 
werden  dann  auch  andere  noch  nicht  erwähnte  Beweise,  die 
sich  im  ersten  Buch  des  Apollonius  linden  und  deren  Kenntnis 
von  Bedeutung  ist,  ihre  Darstellung  finden. 
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Umformung  der  Gleichungen   der  Kegelsclinitte ;    Transformat ioi 
der  Koordinaten, 


Wir  haben  gesehen  (S.  32),  dafs  Apollonius  die  Kegelschnitte 
durch  die  Gleichung 

y^  =  ■^x  +  ax^ 
darstellte,  wo  x  und  y  Parallelkoordinaten  smd;  nur  war  diese 
Gleichung  für  Apollonius  eine  Gleichling  ersten  Grades  zwischen 
den  Flächen  des  Quadrates  ^*,  des  Rechtecks  fx  und  des 
Rechtecks  ax.x,  oder  noch  einfacher  zwischen  dem  Quadrat 
i/^  und  dem  Rechteck  x{'p -\- ax).  Die  Konstanten  waren  durch 
die  Figur  seihst  g^:eben,  namentlich  durch  eine  Hülfslinie,  deren 
rechtwinklige  Ordinate  die  Höhe  j)  +  «a:  des  Rechtecks  wurde. 
Wir  haben  ferner  erwähnt,  dafs  Apollonius  zu  dieser  Form 
der  Gleich«!^  nicht  nur  durch  Beziehung  auf  ein  einzelnes, 
durch  die  stereometrisclie  Bestimmung  gegebenes  Koordmaten- 
system  gelangte,  sondern  auch  durch  Übergang  zu  neuen,  m 
denen  die  eine  Axe  ein  Durchmesser,  die  andere  die  Tangente 
m  dessen  Endpunkt  war.  Teils  bei  diesem  Übergange,  teils 
hei  anderen  Gelegenheiten  treffen  wir  auf  Darstellungen  der 
Kegelschnitte  durch  andere  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  Flächen,  die  sich  leicht  aus  solchen  zu- 
sammensetzen lassen,  welche  x^^  xf/,  y^,  x,  y  propor- 
tional sind,  wenn  3;  und  ^Koordinaten  eines  Paraiiel- 
koordinatensystems  sind.  Die  Betrachtung  der  durch  eine 
solche  Zusammensetzung  gegebenen  Verbindung  mit  der  ana- 
lytisch-geometrischen Gleichur^  In  einem  Parallelkoordinaten- 
systeni  kann  für  uns  nütalich  sein,  «m  dadurch  auf  uns 
bekannten  Wegen  den  richtigen  Blick  für  die  Anwendbarkeit 
mancher  Darstellungen  der  Alten  und  für  die  Verbindung  der- 
selben unter  einander  zu  erhalten;  aber  die  antiken  Darstel- 
lungen weichen  Ton  unseren  entsprechenden  insofern  wesent- 
lich ab,  als  die  Griechen  nicht  so  sehr  darauf  ausgingen, 
die  feste  F^r  so  einfach  wie  möglich  zu  machen,    sondern 
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vielmehr  dai'auf,  die  Gleichui^eii  —  welche  sie  in  Worten  aus- 
drücken mufsten  —  einfach  zu  gestalten.  Deshalb  suchten  sie 
durch  Einführung  fester  Hfllfslinien  imd  durch  Vertauschung 
der  Linien,  welche  durch  den  beweglichen  Punkt  parallel  den 
Kooidinatena\en  gezogen  ^vmden  mit  neuen  Koordinaten- 
nchtiujgen  teils  alle  koefficienten  der  Glieder  iii  dip  durch  die 
Glieder  be'Btniimten  Flathfn  selbst  hineinzuziehen  teils  den 
Fl  ichen  solche  Formen  zu  geben  dak  sie  Müh  zusammenziehen 
liefsen  so  diig  die  Anzahl  dei  Gliedei  m  den  Gleichui^en  \er- 
imgeit  «mde  Beideo  ^\ai  wie  wu  geoehen  hiben,  in  dei 
boelien  erwähnten  ui'-prunglichen  Daistellung  des  Apolloniu« 
dmch  eme  Hult=!lmie  eneicht  A\oiden  und  dasselbe  Hulfemittel 
dei  Veiemfachui^  fanden  wii  m  Aichimedeo  Dar^.tellui-^en  dei 
Paiabel  (S  60)  bemitzt  wo  die  Gleichung  dieFoini  einer  Piopor 
tion  bitte  BeiÄpoUomus  wai  die  Htilfslmie  didiuch  dafs  =!ie  m 
einem  besondeien  rechtwinkligen  Koordinatensystem  dai^estellt 
wurde,  als  em  Mittel  bezeichnet,  welches  dem  vorliegenden 
schief ^ mtl^en  Koordinatensystem  fremd  war,  und  zur  Dar- 
stellmig  dei  einzelnen  bestimmten  Kurven  Jn  demselben  dienen 
sollte  Indessen  ist  das  nicht  tiberall  der  Fall.  An  anderen 
Orten  konnte  vielmehr  Veranlassimg  gegeben  sein,  den  ganzen 
Äppaiat  von  festen  Linien  als  ein  komplicierteres  Koordmaten- 
system  zu  behachten.  Will  man  aber  auch  in  diesem  Falle 
der  Übersichtlichkeit  wegen  versuchen  die  Kurve  als  auf  ein 
einfaches  Koordinatensystem  bezogen  z«  betrachten,  während 
man  die  übrigen  festen  Linien  an  Stelle  der  Konstanten  in 
den  modernen  Gleichmigen  treten  läfst,  so  kann  man  etwas 
zweifelhaft  sein,  welche  der  benutzten  festen  Linien  man  als 
Koordinatenaxen  betrachten  soll,  oder  ob  man  sich  möglicher- 
weise da,  wo  die  Alten  Koordinatenrichtungen,  welche  nicht- 
gezeichneten geraden  Linien  parallel  sind,  eii^eföhrt  haben, 
ganz  neue  Axen  mit  diesen  Richtungen  eingeführt  denken  soll. 
Wemi  sich  auf  diese  Weise  die  Bestimmungsmethode  der  Alten 
ungeiahr  gleich  leicht  durch  Beziehung  auf  zwei  verschiedene 
Parallelkoordinatensysteme  ausdrücken  läfst,  so  wird  dadm-eh 
unser  Übei'gang  zmschen  diesen  beiden  Systeme  überflüssig 
gemacht,  oder  richtiger,  derselbe  wird  ersetzt  durch  die  Ände- 


y  Google 


88  Vierter  Abschnitt. 

riingen  in  der  geometrischen  Darstellung  der  Konstanten,  welche 
zn  einer  solchen  Bestimmungsweise  gefülirt  haben. 

Wir  haben  vorläufig  ein  äulserst  einfaches  Beispiel  iür 
diese  Unbestimmtheit  des  gebrauchten  Parallelkoordinatensystenis 
in  Archimedes'  Bestimmungen  einer  Eihpse  oder  Hyperbel,  bei 
deren  Wiedei^abe  (im  zweiten  Abschnitt)  wir  anstatt  einer 
Abscisse  die  Bezeichnui^en  x  und  x'  für  Abscissen  gebraucht 
haben,  die  von  beiden  Scheitelpunkten  aus  gerechnet  waren. 
Der  eine  von  diesen  ist  nämlich  nicht  mit  mehr  Recht  Anfangs- 
punkt als  der  andere,  und  die  Darstellung  läfst  sich  ungefähr 
ebenso  leicht  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Axe,  z.  B.  den 
Mittelpunkt,  als  Anfangspunkt  beziehen. 

In  Apollonius'  Darstellung  ist  dagegen  dem  einen  Endpunkt 
des  Durchmessers  eine  so  bestimmte  Rolle  zuei'teilt,  dafs  dieser 
im  besonderen  als  Änfar^punkt  betrachtet  werden  kann.  Wir 
finden  deshalb  auch  bei  ihm  eine  Verlegung  des  Anfangs- 
punktes, nämlich  Jn  Satz  15,  wo  der  gegebene  Durchmesser 
und  die  dazu  gehörigen  Ordinaten  einer  Ellipse  mit  dem  kon- 
jugierten Durchmesser  und  den  dazu  gehörigen  Ordinaten  ver- 
tauscht werden.  Ohne  wesentlich  von  Apollonius'  Betrachtungs- 
weise abzuweichen  können  wir  nämlich  diese  Vertauschmig  als 
eine  Verlegung  des  Anfangspunktes,  ohne  Drehung,  bezeichnen, 
erst  vom  Endpunkt  des  gegebenen  Durchmessers  nach  dem 
Mittelpunkt,  und  dann  nach  dem  Endpunkte  des  konjugierten 
Durchmessers.  ApoUonius'  Ausführung  dieser  Operationen  ist 
für  uns  von  Interesse,  teils  weil  sie  im  al^meuien  ein  gutes 
Beispiel  für  die  mit  unseren  algebraischen  Operationen  nahe 
verwandten  antiken  Flächenoperationen  abgiebt,  teils  weil  sie 
die  Anwendui^  der  bei  Apollonius  unter  rechten  Winkeln  ge- 
zeichneten Hülfsfiguren  als  Mittel  zur  Darstellung  und  Verau- 
schaulichung  der  Operationen  zeigt,  welche  man  jetzt  durch 
die  Zeichensprache  der  Algebra  darstellt  und  Yeransehaulicht. 

Ist  (Fig.  i7)AB  =  a  der  gegebene  Durehmesser,  ÄN^^j}  der 
zugehörige  Parameter,  so  wird  die  Ordinate  y  ■=  XH  bestimmt 
durch  j/^  =  C^'?)-     Ist  DE  =  b  der  konjugierte  Durchmesser 

und  also  C  der  Mittelpunkt,  so  wird(-|-)"=  (^^)  =  (f'^ß)- 
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Da  aber  zugleich  (OU)  =  (OB)  und  {XU)  —  (ÜY)  =  (lYS), 
so  wird  (—V-yi  =  (OF).  Nun  ist  (4)'—  i/'  =  ^'^'-  ^^' 
folgUch  (OP)  -■=  ET.  TD.  Setzt  man  femer  TH  =  ON  =  y', 
so  wird  ^'^  =  ^-(OP)  =  -^(OP)  =  ^.ET.TD.  Errichtet 
man  nuu  in  D  senkrecht  auf  DE  einen  Parametei'  5  =  DZ, 

der  so  bestimmt  ist,  dafs  4-  =  — ,  und  zeichnet  man  die  zu- 
h  p 

gehörige    Hülfslinio  EZ,    so    wird    das    Quadrat    üher    tj'  dem 


Fig.  17. 

Rechteck  {DL)  gleich.  Die  geometrisch  ausgedrückte  Gleichung 
für  die  Kurve  in  dem  neuen  Koordinatensystem  erhält  also 
ganz  dieselbe  Form  wie  in  dem  gegebenen  System. 

Die  doppelte  Darstellung  durch  Figur  und  einen  Text,  von 
dem  aus  man  in  jedem  Augenblick  die  genannten  Punkte, 
Linien  und  Rechtecke  in  der  Figur  aufsuchen  mufs,  kann  aller- 
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dings  niemals  so  einfach  zu  lesen  sein  wie  die  algebraische 
Dai'steUung;  aber  für  den,  der  entweder  selbst  in  Gedanken  die 
Operationen  allein  an  der  Figur  durchführt  oder  der  einer 
mündlichen  Darstellung  folgt,  bei  der  fortwährend  auf  die  F^ur 
gezeigt  wird,  und  der  überdies  in  diesen  Fläehenoperationen 
eben  solche  Übung  hat  wie  wir  in  der  Buclistabenrechnung, 
steht  das  hier  benutzte  Äosehauungsinittel  keineswegs  vor  dem 
zurück,  welches  uns  zu  Gebote  steht. 

Als    Durchgangsghed   treiTen    wir    hier    auf    eine    Relation 

|-3-j  — ij'^  =  (OP),   die  sich  als  Mittelpunttsgleichung  für  die 

Elhpse  auffassen  läfst.  Der  Übei^ang  zw  einer  solchen  wird 
indessen  später  [in  41]  sowohl  für  die  Ellipse  wie  für 
die  Hyperbel  vot^enommen ,  und  die  dadurch  entstehende 
Gleichung 


={« 


wird  dann  in  einer  etwas  anderen  Form  ausgedi'ückt ,  indem 
die  durch  die  drei  Gheder  ausgedrückten  Flächen  mit  solchen 
vertauscht  werden,  die  diesen  proportional  sind.  Es  wird  dami 
ausgesprochen  —  und  das  Ausgesprochene  wird  durch  Figuren 
erläutert  —  dafs  die  Differenz  zwischen  zwei  ähnlichen  Parallelo- 
grammen über  den  Strecken  -^  und  x  einem  Parallelogramui 

über  y  gleich  sei,  das  dieselben  Winkel  hat,  in  dem  aber  das 
Verhältnis  zwischen  der  anderen  Seite  und  y  zusammei^esetzt  ist 

aus  —  und    dem   Seitenverhältnis   eines    der    ersten   Pai'allelo- 

P 
gramnie. 

Indem  Äpollonius  weiter  die  Parallelogramme  mit  Dreiecken 
vertauscht  und  diese  auf  zweckmäfsige  Weise  anbringt,  wird  er 
[in  43]  zu  emer  Darstellung  der  Ellipse  und  Hyperbel  gefühi-t, 
welche  nicht  nur  —  ihrer  unmittelbaren  Bestimmung  gemäfs  — 
einen  leichten  Übergang  von  dem  gegebenen  Durchmesser  und 
den  dazii  gehörigen  Ordinaten  zu  neuen  gestattet,  sondern  auch 
grofse  Bedeutut^  für  die  Folge  gewinnt.  Es  sei  (Fig.  18)  ACB 
der  g^ebene  Durchmesser  und  CE  ein  neuer  Durchmesser, 
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weU^her  die  Kurve  in  E  schneidet;  femer  sei  H  ein  beliebiger 
Knrvenpuiikt,  der  durch  die  Ordinate  y  =  KH  und  die  Ab- 
scisse  X  =  CK  auf  den  g^ebenen  Durchmesser   bezogen   ist. 


Dann  folgt  aus  (1)   (und  wir   dehnen   das  durch   das  doppelte 
Vorzeichen  auch  auf  die  Hyperbel  aus): 

i  (A  CBL  -  A  CKM)  =  A  HKT ,  (2) 


ß) 


KT  _    a     BL  ^  ^BL 
KH  ~  y  '  CB  2>     ' 

Das  letztere  erreicht  Apollonius  dadurch,    dafs  er  MT  der 
Tangente  in  E  parallel  sein  Jäfst,     Diese  ist  nämlich  [37] ,   wie 
wir  schon  am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes  (vergl.  Gleichung 
(III))  erwähnt  haben,  bestimmt  durch 
ZE^      _  p_ 
CZ.  ZI)         a  ' 
woraus  folgt,  dafs 

ZI)  _  ±  ZE  _  a_  BL 
ZE  ~  p'CZ~  f  '  CB 
Die  Bestimmmig  der  Richtung  von  HT  durch  die  Tangente 
in  E  bietet  den  Vorteil,  dafs  sie  eindeutig  ist,  während  die  Be- 
stimmung durch  Gleichung  (3)  gestattet  KT  nach  beiden  Seiten 
von  K  aus  abzutragen  und  also  zwei  Richtui^en  für  die  Linie 
HT  giebt,  die  sich  bei  der  ferneren  Anwendung  nicht  als  gleich 
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zweckmafsig  eiweiseu  E  ist  mogiich  dal?  Ayollonius  dti 
nicht  wie  wu  jetzt  Eindeuhgkeit  luich  den  Gebrauch  ^on 
\  orzeichen  erreichen  konnte  eben  um  dei  mit  dei  Zweideutio 
keit  verbundenen  Ver^mung  zu  entgehen  die  Benutzung  dei 
Tar^ente  voi^ezogen  hat  obgleich  auch  das  wiedei  mit  vei 
schiedenen  Ünbecpiemhchkeiten  verbunden  w  ai  Zumch^it  1  ^t 
ei  namlich  deswegen  bereit  im  ei  ten  B  che  di*^  schon  ei 
wähnten  Scitze  ubei  die  Txngente  die  an  einen  Pmkt  E  iilsei 
halb  de^  gegebenen  Duichme  «ei«  gezogen  ist  ableiten  müssen 
die  sonst  später  sich  von  selbst  ergeben  hätten.  Ferner  bringt 
der  von  ihm  eingeschlagene  Weg  den  grofsen  Übelstand  mit  sich, 
dars  er  erst  un  dritten  Buch  dazu  gelai^en  kann  dem  durch 
.  Gleichung  (2)  ausgedrückten  Satze  den  vollen  Umfang  z\i  geben. 
In  dem  geführten  Beweise  wird  nämlich  vorausgesetzt,  dal's 
beide  Durchmesser  CB  und  CE  die  Kurve  schneiden.  Darüber 
kommt  er,  was  den  einen  betrifft,  wohl  anfangs  hinweg  [in  45], 
indem  er  CB  den  konjugierten  Durchmesser  des  gegebenen  sein 
läfst,  und  dann  für  die  Hyperbel  die  früher  erwähnte  , Länge" 
eines  Durchmessers,  der  die  Kurve  nicht  sehneidet,  benutzt. 
Dagegen  fehlt  ihm,  wenn  der  andere  Durchmesser  CE  die 
Kurve  nicht  .schneidet,  die  Tangente,  der  die  Linien  HT  parallel 
sein  sollen.  Er  kann  also  erst  seinen  Satz  vervollständigen, 
nachdem  er  im  zweiten  Buche  die  sogenannten  konjugierten 
Hyperbeln  untersucht  hat ,  welche  dieselben  konjugierten 
Durchmesser  haben,  und  welche,  wenn  sie  auf  ein  Paar  von 
diesen  bezogen  werden,  mit  Ausnahme __eines  Vorzeichens  die- 
selbe Gleichung  erhalten.  Wenn  die  Kurve  in  der  untersuchten 
F^^ur  eine  Hyperbel  ist,  und  der  Durchmesser  CE  diese  nicht 
schneidet,  so  werden  die  Linien  HT  bestimmt  als  Parallelen  zu 
der  Tangente,  welche  an  die  konjugierte  Hyperbel  m  ihrem 
Durchschnittspunkt  mit  dem  Durchmesser  CE  gezogen  ist. 

Da  ÄpoUonius  sich  so  wirklich,  wenn  auch  erst  nach  mid 
nach  und  auf  einem  Umwege,  zu  dem  allgemeinsten  Satze 
erhebt  oder  die  allgemeinste  Gleichung  für  die  Kurven  findet, 
so  will  ich  diese  hier  gleich  ai^eben.  Bei  ihrer  Ableitung 
könnte  man  statt  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 
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benutzen.  Diese  ivird,  ivenn  man  an  beiden  Stellen  das  obere 
Vorzeichen  nimmt,  auf  den  Fall  anwendbar,  wo  CB  mit  einem 
Durchmesser,    der  die  Kurve  nicht  schneidet,  vertauscht  wird, 

auf  dem  man   aber  die  sogenannte  Länge   (7J3  =  -^  abtr^, 

während  ])  eine  andere  Konstante  bedeutet.  Bestimmt  man 
dann  die  Richtung  der  Linie  HT  durch  die  Gleichung  (3),  so 
erhält  man: 

:^  (A  CBL  4:  A  CKM)  ==  A  HK7' .  (2  b) 

wo  man  die  Vorzeichen  wie  in  (Ib),  also  auf  wohlbekannte 
Art  zu  wählen  hat.  Wählt  man  nun  jedesmal  von  den  beiden 
durch  (3)  für  HT  bestimmten  Richtungen  diejenige,  welche  der 
Tangente  ün  Schnittpunkt  der  Linie  CE  mit  der  Kurve  oder 
mit  der  konjugierten  Hyperbel  parallel  ist,  so  erhält  man  die 
von  ApoUonius  gegebene  Bestimmung  ihrer  Richtung. 

Die  Vorteile,  welche  diese  Form  der  Gleichung  für  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  darbietet,  sieht  man  am  leichtesten  durch 
eine  Umformung,  die  ApoUonius  allerdii^  nicht  ausdrücklich 
aufstellt  —  und  das  konnte  er  auch  mcht  in  allen  Fällen  thun, 
weil  ihm  der  Begriff  „Fläche  eines  une^entlichen  Vierecks" 
fehlte  —  die  aber  gerade  den  Umstand  hervorhebt,  den  er 
iTiberall  praktisch  anwendet.  Während  der  Bewegung  des 
Punktes,  if  auf  der  Kurve  ändern  sich  die  Dreiecke  CKM  imd 
HKT,  während  CBL  konstant  bleibt.  Die  Summe  oder  Diffe- 
renz der  beiden  ersten  Dreiecke  wii'd  in  jedem  einzelnen  der 
in  Formel  (2b)  betrachteten  Fälle  gleich  dem  Flächeninhalt 
des  eigentlichen  oder  uneigentüchen ')  Vierecks 
H3ICT  sein.  Diese  Fläche  bleibt  also  konstant 
(=.  4:  CBL). 

Zwei  von  den  Seiten  dieses  Vierecks  sind  feste  Durch- 
messer, der  gegebene  CB  und  der  neue  CE.    Die  dem  ersteren 


l>eiden  Dreiecke, 
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gegenüberliegende  Seite  HM  fallt  auf  eine  von  ihm  halbierte 
Sehne,  die  dem  letzteren  g^enüberliegende  Seite  HT  hat  eine 
bestimmte  Richtung.  Aus  der  symmetrischen  Art,  auf  welche 
die  beiden  Durchmesser  und  die  beiden  Reihen  von  Parallelen 
in  der  gefundenen  Gleichung  der  Kurve  vorkommen,  wird  man 
dann  eine  Relation  ableiten  können,  durch  welche  die  Kui-ve 
auf  den  neuen  Durchmesser  CE  auf  dieselbe  Weise  bezogen 
wird,  wie  sie  ursprünglich  auf  den  gegebenen  Durchmesser  CB 
bezogen  war.  Diese  Ableitung,  bei  der  es  nur  nötig  war  Rück- 
sicht auf  die  Fälle  zu  nehmen,  wo  sowohl  CB  wie  CE  die 
Kurve  schneiden,  hat  Apollonius  folgendermafsen  voi^enommen 
[IstesBuch,  50]: 

Dreieck  CBL  (Fig.  18)  ist  gleich  dem  Dreieck  CDE^),  und 
man  hat  also  zufolge  unserer  Umformmig  von  (2) 
A  CDE  ==  A  CBL  =  HMCT. 

Die  Subtraktion  des  Dreiecks  CTS  giebt  demnächst 
A  CDE—  A  GTS  =  ±  A  SHM, 


Ein  solclier,  der  sich  darauf  stützt,  dafs  jy=  =.  yjjr ,  flndet  sich 


■)  Das  läfst  sich  darthun,   indem  man  in  dei-  Relation  HMCT  =  CBL 
den  Punkt  B  auf -B  faJlen  Mist;  Apollonius  aher  fühvt  es  ohne  Beweis 
CZ  _   CB 
'  CD'  ' 

dagegen  später,  nämlich  im  l»'en  Satz  des  dritten  Buches,  ivo  der  Satz 
benutzt  wird  um  ferner  zu  zeigen,  dafs  ^  BDI  =  /\LEL  Weun 
man  dann  nicht  —  und  wir  finden  keine  ausreichende  Veranlassung  es 
zu  thun  — -  einen  von  Eutokitra  ai^eführten  Beweis  für  einen  früheren 
Satz  im  IstonBuch  [43],  der  genau,  mit  demselben  Beweise  wie  im 
3Mn  Buch  [1]  für  die  Gleichheit  der  Ureiecke  CBL  und  ODE  beginnt, 
für  echt  ansehen  will,  so  liegt  die  Annahme  nahe,  dafs  Apollonius  im 
liien  Buch  [50]  auf  diese  Gleichheit  in  Wirklichkeit  dadui'ch  schliefst, 
dafs  er  denselben  allgemeinen  Satz  den  ei  geiade  im  Bcgrifl' 
ist' auf  andeie  Weise  zu  yen^erten  auf  den  Gienzfall  anwendet; 
denn  einzig  auf  diese  Weise  läfst  sich  die  Gleichheit  dei  Dieiecke 
unmittelbar  erkennen  In  solchem  Falle  nimmt  ei  sich  hier  eine 
Freiheit  welche  seh  die  guechiachen  Schnftatellei  sonst  m  den  aut 
gestellten  Beweisen  aus  Gründen  der  Vorsicht  nicht  eilaubten  wie 
man  namentbch  an  vielen  Stellen  bei  Aichimede's  sehen  kann  Dals 
man  au-,  diesei  Vorsiüit  nicht  schhefsen  darf  dafs  le  eil  st  ai  ch 
nicht  die  Veibindung  zwischen  dem  Uienzfall  und  dem  allpen  inen 
Fall  sahen  geht  daraus  heivjr  dafs  le  m  dei  Regel  «leithii ti^e 
Beweise  auf  beide  anwendeten. 
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worin  +  der  Ellipse,  —-  der  Hyperbel  entspricht.  Da  diese 
Gleichung  von  derselben  Fomi  ist  me  die  Gleicbung  (2),  von 
der  wir  ausgingen,  und  nui'  die  Durchmesser  vertauscht  sind, 
so  kann  man  einen  zu  dem  neuen  Durchmesser  gehörenden 
Parameter  p'  derartig  bestimmen,  dafs  man  weiter  zurück  zu 
einer  Gleichung  von  der  Form  (1),  aus  welcher  Gleichung  (2) 
abgeleitet  war,  geht,  und  dann  gelangt  man  durch  Verlegung 
des  Anfangspunkts  nach  dem  Endpunkt  E  des  Durchmessers  zu 
Gleichui^en  von  ganz  derselben  Art  wie  die  sind,  durch  welche 
Ellipse  und  Hyperbel  ursprfli^lich  auf  den  gegebenen  Durch- 
messer und  die  zugehörigen  Ordinalen  bezogen  wurden  ((3)  und 
(2)  des  vorbeigehenden  Abschnittes).  Diese  Bestimmung  von 
p'  findet  man  dadurch ,  dafs  man  in  der  Gleichung  (3) ,  mit- 
tels der  man  die  Richtung  der'  zum  neuen  Durchmesser  CE 
gehörigen  Ordinalen  HTS  (Fig.  18)  bestimmte,  und  welche  sich 


Bestimmungen  vertauscht,  welche  zu  den  beiden  Durchmessern 

gehören.    Dann  erhält  man  ^>'  =  2  .  -^ .  ED.  und  das  ist  eben 

die  im  vorigen  Abschnitt  erwähnte  und  angewandte,  von  Äpol- 
lonius  gegebene  Bestimmung  von  -p'. 
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Da  wir  so  für  den  neuen  Durchmes'ier  und  die  zugehoi^m 
Ordinaten  zu  äereelbenDaistellungbfoim  7uruü£gekelut  sind  imc 
für  den  ursprünglich  gegtbenen,  so  loüo&en  alle  bis  jetzt  ge- 
wonnenen Resultate,  welche  ur^^prunglich  auf  diesei  planmie- 
trischen  Dai-stellung  der  kurven  aufgebaut  wurden,  auch  auf 
den  neuen  Durchmesser  an«  endbai  sein  Wenn  also  Apollonnis 
nicht  in  der  Entwicklung  selbst  die  neuen  Ordinalen  als  dei 
im  voraus  bestimmten  Tai^ente  in  E  parallel  bestimmt  hätte, 
so  ^vürde  er,  wie  bereits  angedeutet,  diesen  Umstand  haben 
benutzen  können  um  hmterher  diese  Tar^ente  zu  bestimmen 
Die  neue  Gleichung  zeigt  dals  dei  neue  Durchmesser  CE  dit 
Sehnen  in  der  neuen  Oidmatenrichtung  halbieit  Auch  dies 
letztere  hat  Äpoüonius  indessen,  bevoi  er  [m  50J  zu  dei  eigent- 
lichen Umformung  gelangt,  bewiesen  [namhch  in  47],  indem  ei 
dafür  unmittelbar  den  in  (2)  ausgediuckten  Hauptsatz  ^ei- 
wendet. 

Wir  werden  uns  bei  der  Wiedei^abe  dieses  Beweises  an 
die  ElUpse  halten  um  dauernd  Fig.  18  benutzen  zu  können,  mit 
dei'  der  Leser  bereits  vertraut  ist,  und  die  unmittelbar  die  Be- 
deutui^en  der  neuen  Bezeichnungen  H',  K',  M'  zeigt.  Gleichung 
(2)  giebt 

Ä  HKT  =  A  CBL  —  A  CKM  =  Trapez  (EM) 
AH'K'T^  Trapez  (&¥'). 

Dui'ch  Subtraktion  erhält  man 

Trapez  {K'H)  =  Trapez  {K'M), 
und  durch  Subtraktion  des  Fünfecks  K'H'SMK  ergiobt  sich,  daCs 

A  SIIM  =  A  SH'M', 
oder  dafs  S  die  Mitte  von  HS'  ist. 

Es  liegt  kein  Grund  vor,  besonders  bei  den  Sätzen  [44, 
48,  51]  zu  verweilen,  in  denen  Apollonius  darthut,  dafs  dasselbe, 
was  für  eine  Ellipse  oder  einen  einzelnen  Hyperbelast  bewiesen 
ist,  auch  auf  die  aus  zwei  Hyperbelästen  zusammengesetzte 
Kurve  anwendbar  ist,  wenn  die  Punkte,  welche  wir  B  und  E 
genannt  haben,  jeder  auf  emen  von  diesen  Ästen  fallen.  Es 
ist  wie  früher  bemerkt  von  sehr  grofsera  Interesse,  dafs  Apol- 
lonius auf  diese  Verallgemeinerung  verfEdlen  ist,   aber  bei  ihrer 
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Ausführung,  für  welche  die  Symineti'ie  der  Äste  verwandt  ivird, 
ist  keinerlei  Schwierigkeit  zu  überwinden  gewesen. 

Mittels  der  nun  gewonnenen  Bestimmung  der  festen  Rich- 
tung der  Seite  HT  in  dem  Viereck  HMCT  (F^.  18),  welches 
-zufolge  unserer  Umformung  des  in  Gleichung  (2)  enthaltenen 
Satzes  konstant  bleibt,  während  H  sich  auf  einer  Ellipse  oder 
Hyperbel  bewegt,  läfst  dieser  Satz  sich  fo^endermafsen  aus- 
drücken:   Das   Viereck    HMCT  (Fig.  19),    dessen   beide 


Fig.  lü. 

Seiten  CM  und  CT  auf  feste  Durchmesser  einer 
Ellipse  oder  Hyperbel  fallen,  während  die  ihnen 
gegenüberliegenden  Seiten  HT  und  HM  auf  die  von 
einem  beweglicben  Kurvenpunkt  jy  ausgehenden  Seh- 
nen, weiche  von  diesen  beiden  Durchmessern  hal- 
biert werden,  oder  auf  die  Verlängerungen  dieser 
Sehnen  fallen,  hat  einen  konstanten  Flächeninhalt. 
Diesen  Satz,  der  nur  dann  unbedingt  ausgesprochen  werden 
kann,  wenn  die  Benutzung  uneigentlicher  Vierecke  vorausgesetzt 
wird,  und  der  erst  im  dritten  Buche  für  alle  Arten  von  Durch- 
messern bewiesen  wird ,  wollen  wir  den  Ap oUonischen 
Fläcbensatz  nennen. 

Die   Umkehrang    dieses    Satzes    ist   folgende:    Wenn    ein 
Viereck  HMCT,    dessen  Seiten  CM  und  CT  auf  feste 
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Linien  fallen,  während  die  beiden  anderen  in  ge- 
gebenen Richtungen  von  einem  beweglichen  Punkt 
H  aus  gezogen  sind,  einen  konstanten  Inhalt  hat,  so 
ist  der  geometrische  Ort  für  H  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel, 

Diese  Umkehrung  spricht  Apollonlus  nirgends  aus,  wie  er 
denn  überhaupt  keine  Sätze  des  Inhalts  ausspricht,  dafs  der 
eine  oder  andere  Ort  ein  Kegelschnitt  sei.  Wenn  er  aber  in  der 
ersten  VoiTede  äufsert,  dafs  die  Sätze  des  dritten  Buchs  sich 
zur  Bestimmung  geometrischer  Orter  benutzen  lassen,  so  darf 
man  mit  Sicherheit  annehmen,  dafs  der  hier  erwähnte,  wenn 
auch  nicht  ganz  in  der  hier  angeführten  Gestalt,  zu  diesen  ge- 
hört habe,  und  dafs  er  also  die  genannte  Umkehrung  gekannt 
habe.  Indhekt  hat  dieselbe  jedenfalls  zu  seiner  Verf%ung  ge- 
standen, sobald  es  ihm  gelungen  war  eine  vorgelegte  Bestim- 
mung des  einen  oder  anderen  geometrischen  Orts  auf  die  hier 
aufgestellte  Form  zu  bringen;  denn  dasselbe  Verfahren,  welches 
oben  ar^ewandt  wurde  um  die  Kurve,  wenn  CB  der  gegebene 
Durchmesser  war,  auf  CE  und  Ordinaten,  die  der  HT  parallel 
sind,  zu  beziehen,  wird  sich  in  allen  Fällen  anwenden  lassen 
und  in  allen  Fällen  die  Form  der  Gleichungen  geben,  durch 
welche  die  Kurven  von  Anfang  an  charakterisiert  sind. 

Um  die  ivichüge  Rolle  ganz  zu  verstehen,  welche  die  er- 
haltene Gleichung:  Viereck  HMCT  =  const.  bei  Äpollonius  zu 
spielen  bestimmt  ist,  kann  man  dieselbe  mit  entsprechenden 
Formen  der  Gleichung  in  gewöhnhchen  Koordinaten  vei^leichen. 
Denkt  man  sieh  die  beiden  festen  Durchmesser  zu  Koordinaten- 
axen  genommen,  so  lassen  sich  HM  und  HT  als  schiefe  zu 
diesen  gehörige  Koordinaten  betrachten.  Vertauscht  man  diese 
mit  gewöhnlichen  Parallelkoordinaten,  indem  man  HP  =  x 
und  HQ  =  y  parallel  den  Axen  zieht,  so  erhält  man  (Fig.  19) 

HMCT  =  HMP  +  HPCQ  +  HQT, 
also  ax^ -\- ßxy  +  ^t/^  =  K,  (4) 

wo  a,  ß,  Y  und  K  Konstanten  sind,  die  für  andere  Figuren 
negative  Vorzeichen  bekommen  können. 

"Wäre  umgekehrt  eine  Gleichung  (4)  vom  ersten  Grade 
zwischen  den  Flächen  x^,    xy  und  y^  gegeben,    wo  a:   und   y 
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Paralleikoordinaten ,  HP  und  HQ,  bezeichnen,  so  würde  ey 
vollständig  dem  Verfahren  entsprechen,  welches  wir  nunmehr 
bei  Äpollonius  kennen  gelernt  haben,  die  Richtungen  von  HM 
und  HT  so  zu  bestimmen,  dafs  ax^,  ßxy,  yV^  <i^*i  Flächen 
HMP,  HPGQ  und  HQT  proportional  werden,  und  dadiu-ch 
wird  die  Gleichung  in  die  im  Flächensatze  gegebene  Darstellung 
der  Kegelschnitte  umgewandelt. 

Da  nun  der  Übergang  vom  Apollonischen  Flächensatz  zu 
der  Gleichung  (4),  ebenso  wie  der  umgekehrte,  so  emfach  ist, 
da  ferner,  wie  wir  gesehen  haben,  Äpollonius  von  der  im 
Flächensatz  gegebenen  Darstellung  eines  Kegelschnitts,  ebenso 
wie  die  analytische  Geometrie  von  der  in  Gleichung  (4)  ent- 
haltenen, zur  Darstellung  desselben  in  dem  durch  die  Axen 
gebiideten  rechtwinkligen  Koordinatensystem  übei^ehen  kann, 
so  ist  ersichtlich ,  dafs  in  den  Anwendungen  die  eine  Dar- 
stellungsart ganz  an  die  Stelle  der  anderen  treten  kann,  so  dafs 
Äpollonius,  wenn  auch  unter  einer  verschiedenen  Form,  durch 
die  erstere  ganz  dasselbe  eiTeichen  kann,  ivie  die  analytische 
Geometrie  durch  die  letztere.  Hinsichtlich  der  Leicht^keit  der 
hierzu  dienenden  Operationen  bietet  Jede  der  beiden  Darstellungs- 
formen ihre  besonderen  Vorteile;  denn  wenn  man  beim  Flächen- 
satz ein  etwas  komplicierteres  Koordinatensystem  benutzt,  so 
gelangt  man  dafür  zu  einer  bedeutend  einfacheren  Gleichung, 
Dafs  Äpollonius  nun  wirklich  dauemd  den  Flächensatz  in 
Übereinstimmung  mit  diesen  Bemerkungen  benutzt,  welche  wir 
hier  an  dessen  Anwendung  im  ersten  Buch  geknüpft  haben, 
das  wird  im  Folgenden,  namentlich  dm'ch  sein  drittes  Buch, 
bestätigt  werden. 

In  gewissen  Beziehungen  führt  der  Fiächensatz  noch  weiter 
als  zu  einer  Darstellung  der  Kegelschnitte,  welche  der  in  einem 
Koordinatensystem  mit  zwei  beheh^en  Durchmessern  als  Äsen 
äquivalent  ist.  Dafs  Mittel  zum  Übei^ange  zu  einem  Koordi- 
natensystem mit  einem  neuen  Anfangspunkt  vorhanden  sind, 
folgt  nämlich  daraus,  dafs  ein  solcher  Übergang,  wie  bereits 
bemerkt  wurde,  sich  allein  mit  Hülfe  der  bei  Euklid  benutzten 
Flächenverwandlungen  bewerkstelligen  läfst;  dh-ekter  aber  ivird 
er   dadurch  erreicht,    dafs  man  sich  die  konstante  Fläche  des 
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der  Form  nach  veränderlichen  Vierecks  HMCT  (Fig.  19)  durch 
die  Koordinaten  eines  Parallelkoordinatensystems  ausgedrückt 
denkt,  dessen  Axen  den  Geraden  HM  und  HT,  die  ja  in  Wirk- 
hchkeit  ganz  beliebige  Richtungen  erhalten  können,  parallel  sind. 
Auf  diese  letztere  Art  erhält  Apollonius  auch  wirklich  im 
3ten  Buche  Satz  3  und  einigen  der  folgenden  eine  Darstellung 
der  Kurven,  die  in  gewissen  Beziehungen  ihren  Gleichur^en  in 
einem  beliebigen  Koordinatensystem  mit  dem  An- 
fangspunkt auf  der  Kurve  selbst  entspricht.  Es  seien 
AB  und  Fi:  (Fig.  9.0)  die  lieiden  festen  Durchmesser,  und  HM, 
H'M'  Sehnenabschnitte,  welche  zum 
^  ersten,    HT   und  H'T   Sehnenab- 

schnitte, welche  zum  zweiten  Durch- 
messer gehören.  Dann  ist  nach  dem 
Apollonischen  Flächensatz 

HMCT  =  HMCT' , 
woraus  man  durch  Subti-aktioii  von 
PM'CT  erhält: 

HMM'P  =  HPTT,  (5) 
und  hieraus  durch  Addition  des 
Parallelogramms  {PQ): 

QMM'H  —  QHTT:         (6) 
Durch    die   eine   oder    andere 
von    diesen   Gleichungen  läfst   sich 
der  Punkt  H',  wenn  Jf  festliegt,  aller- 
Pj^  „Q  dings  beständig  so  auffassen,  als  oh 

er  auf  die  beiden  Durchmesser  unter 
etwas  veränderter  Form  bezogen  sei,  aber  diese  Gleichungen 
lassen  sich  auch  so  auffassen,  als  ob  er  auf  die  Eoordhiaten- 
asen  HM  und  HT  bezogen  sei,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  H  der  Kurve  gehen  und  beliebig  gegebene  Richtungen 
haben  köimen.  Die  beiden  gleich  grofsen  Flächen  lassen  sieh 
nämlich  leicht  durch  die  Koordinaten  HP  und  HQ  aus- 
drücken. 

Eine  andere  Umformung  des  Flächensatzes  findet  sich  in 
dem  unmittelbar  vorhergehenden  Satz  2  des  dritten  Buchs.  Wir 
können  dieselbe  am  leichtesten  an  Fig.  18  anschliefsen,  welche, 
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da  A  H'K'T  =  Trapez  {BM'),   durch  Subtraktion  von  Trapex 

A  GBT  ^  Trapez  (LW)  (5) 

ergiebt,  eine  Gleichung,  welche  unter  Beachtung  der  Regel  für 
uneigenthche  Vierecke  auch  auf  den  Punkt  H  anwendbar  ist. 
Der  beweghche  Punkt  ff  (oder  H)  läfst  sich  hier  so  betrachten, 
Etis  ob  er  durch  Koordinatenlinien  von  gegebener  Eichtur^  auf 
die  Koordinatenaxen  BL  und  CE  bezogen  sei,  von  denen  die 
eine  eine  Tangente  ist  und  die  andere  ein  Durchmesser,  der 
nicht  durch  den  Berührui'^spunkt  geht. 

Indessen  lassen  sich  nicht  wie  beim  Flächensatze  diese 
letzten  Darstellungen  gaiiz  mit  den  entsprechenden  Gleichungen 
der  analytischen  Geometiie  zusammenstellen.  Halten  wir  die 
Betrachtung  zweier  Linien  aJs  Koordinatenaxen  fest,  so  müssen 
die  übr^en  festen  Linien,  auf  welche  die  Kurve  bezogen  wurde, 
als  Stellverti'eter  ihrer  Konstanten  aufgefafst  werden.  Diese 
sind  auch  hier  so  gewählt,  dafs  sie  die  Gleichungen,  welche  auf 
die  Gleichheit  von  zwei  veränderlichen  Flächen  reduciert  werden, 
in  hohem  Grade  vereinfachen;  aber  wir  können  liier  nicht  wie 
für  den  Flächensatz  bei  ÄpoUonius  die  Kenntnis  der  Mittel 
nachweisen,  welche  zur  Bestimmung  dieser  Steüvertreter  er- 
forderlich sein  würden,  wenn  die  Konstanten  dei'  entsprechen- 
den analytisch-geometrischen  Gleichungen  gegeben  wären,  und 
durch  welche  sich  der  Übergar^  von  den  Gleichungen  zu  den 
entspreelienden  geometrischen  Darstellungen  bewerkstelligen 
liefse.  Wir  können  deshalb  hier  nicht  s^en,  dafs  es  für  Äpol- 
lonius  bei  der  Bestimmung  eines  geometrischen  Ortes  genügt 
haben  würde  zu  fmden,  dafs  derselbe  sich  durch  Beziehung  auf 
ein  Pai'allelkoordinatensystem  durch  eine  solche  Gleichung  zwi- 
schen Flächen  darstellen  liefse,  deren  analytisch-geometrischer 
Ausdruck 

ax^  -r  ß^y  4-  yy^  +  dx-\-  ey  =  0 
sein  würde;  denn  um  zu  behaupten,  dafs  Apollonius  diese  Glei- 
chung in  die  Darstellungsform  habe  umwandeln  können,  welche 
wir  soeben  damit  zusammengestellt  haben,  müfsten  wu-  etwas 
darüber  wissen,  wie  er  in  diesem  Falle  den  Mittelpunkt  bestim- 
men konnte;  darüber  aber  finden  wir  an  dieser  SteUe  nichts. 
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Die  Hiilfaiiüttel ,  weiche  wir  hier  kennen  gelernt  haben, 
stehen  also  mit  Röcltsicht  auf  die  Bestimmnr^  der  Kegelschnitte 
als  geometiischer  Orter  noch  hinter  der  analytischen  Geometrie 
zurück;  aber  der  Inhalt  des  dritten  Buchs  und  Apollonius' eigene 
Angaben  über  das,  wozu  es  sich  benutzen  läfst,  werden,  wie 
wir  sehen  werden,  diesem  Mangel  abhelfen. 


Der  Einfachheit  wegen  haben  wir  hier  gamicht  die  Para- 
bel berücksichtigt,  auf  welche  doch  offenbar  alle  Sätze  an- 
wendbar sein  müssen,  in  denen  nur  nicht  der  Mittelpunkt  vor- 
kommt. Diese  Sätze  sind  in  der  Regel  einfacher  als  die  über 
die  Ellipse  und  Hyperbel,  und  gehen  deshalb  bei  Apollonius 
gewöhnlich  diesen  voraus.  Das  gilt  z.  B.  von  dem  durch  Glei- 
chur^  (3)  ausgedrückten  Hauptsatz,  dem  man,  um  ibn  auf  die 
Parabel  zu  übertr^en,  die  oben  (S.  96)  benutzte  Foi-m  „£iRKT 
=  Trapez  (iJilf)"  (Fig.  18)  geben  mufs,  wobei  mdessen  das  Tra- 
pez iii  ein  Parallelogramm  übei^eht.  Der  Beweis  wird  [Istes 
Buch  42]  folgendermafsen  geführt  (Fig.  21):  BK  sei  der  g 


Durchmesser,    EM    ein   anderer  Durchmesser,    UK  und    HT 
Parallelen  zu  den  Tangenten  BL  und  ED.    Dann  ist 
A  IIKT  _    EH^  _  BK_  __  {BM) 
£^EZt)     ^   ZE-'  BZ        (BE) 

Da  nun  DZ  =  ^BZ,  so  ist  A  EZD  =  (BE).     Also  wird 
auch    ARKT  =  {BM). 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  wiederum,  da  A  IBD  = 
A  ILE,  dafs  A  HMS  =  (DS)  und  dadurch,  wie  für  die  El- 
hpse  und  die  Hyperbel,  der  Übergang  zu  der  Gleichung,  durch 
welche  die  Parabel  auf  den  Durchmesser  EM  und  dessen  Or- 
dinaten  bezogen  wird  [46].  Der  Beweis  dafüi',  dafs  dieser 
Durchmesser  seine  Sehnen  halbiert,  wird  ganz  ebenso  wie  für 
die  Elhpse  und  die  Hyperbel  geführt  [49]. 

Ebenso  wie  für  Ellipsen  und  Hyperbeln  findet  sich  auch 
hier  der  im  vorigen  Abschnitt  angegebene  und  benutzte  Aus- 
druck für  den  zum  Durchmesser  EM  gehörenden  Parameter^'. 
Statt  diesen  abzuleiten  wollen  wir  die  gefundene  Gleichung 
/\.  HMS  =  (DS)  benutzen  um  eine  von  Archimedes  be- 
nutzte Relation  zwischen  p'  und  dem  zu  dem  Durchmsser  BK, 
der  dei  Einfachheit  wegen  die  Axe  sein  möge,  gehörenden 
Parameter  jj  zu  entwickeln.  Setzen  wir  ES  =  w  und  SH=y\ 
so  lä^at  sich  die  angeführte  Gleichung  folgendermafsen  schreiben: 


!/'  = 


SM.MH 


EZ.x'; 


hiei'avis   erhält  man    durch  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke  und 
dadurch,  dafs  BZ  =-  2BZ, 

..,         ,      Sff      _^^_    SH^     ^    ME    ^„, 


-'     ""  ^ SM.MH  ^  MH^'^'  SM'^" 

—  ^^'    ^^  -  1^ 
~  MH-'-  BZ     ~  Mm'^^' 

V'         SH' 
oder  -"-  =  -^r^irr  ■ 

p  MH^ 

Archimedes  sagt  in  dem  Buche  über  Konoide  und  Sphä- 
roide  [3],  dafs  dies  Resultat  in  Schriften  über  die  Kegelschnitte 
bewiesen  sei.  Er  wendet  es  demnächst  an  um  zu  beweisen, 
dafs  in  derselben  Parabel  solche  einbeschriebene  Dreiecke 
EHH,  deren  Spitze  E  auf  dem  zur  Grundluiie  HH  (=  ^HS 
in  Fig.  21)  gehörenden  Durchmesser  liegt,  gleich  grofs  sind, 
wenn  die  vom  Durchmesser  abgeschnittenen  Stücke  ES  (=  x') 
es  sind.  Der  Beweis  läfst  sich  folgendemrafsen  etwas  frei 
wiedergeben : 
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A  EHH-  =  x'y .  -^^  =  x-y  y^  =  x']/  ij—  =  x-Vp^- ; 

der  letzte  Ausdruck  enthält  nur  x'  und  X'- 

In  den  beiden  eben  angeführten  Sätzen  des  dritten  Buchs 
[2  und  3]  ist  die  Parabel,  welche  übrigens  besondere  Figuren 
erhält,  unmittelbar  in  Apollonius'  Beweisführung  miteinb^riffen, 
und  er  spricht  die  Sätze  über  Kegelschnitte  im  al^emeinen  aus. 


lüafter  Abschnitt, 

Apolfonijs'  zweites  Buch. 


Durch  unser  ausführliches  Vcnveilen  bei  dem  ersten  Buch 
■\on  ApüUonms  Kegelschnitten  haben  mr  viel  für  das  Ver- 
ständnis dieses  Hauptwerkes  und  damit  für  das  Verständnis  der 
ginzeii  antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten  gewonnen.  Nicht 
nui  enthalt  das  erste  Buch,  wie  zu  envarten  war,  eine  Grund- 
1-ige  auf  der  im  Folgenden  weiter  gebaut  wird,  sondern  die 
Untersuchungen  des  ersten  Buchs  haben  um  ihr  Ziel  zu  errei- 
chen sich  so  v.e\i  ausdehnen  müssen,  dafs  die  Hauptschwierig- 
keiten bei  dei  Einführung  besonderer  Theorien,  wie  der  der 
konjugierten  Duichmesser,  bereits  hier  überwunden  sind,  und 
difsi  bich  reichlich  Gelegenheit  geboten  hat  die  Hülfsmittel 
kennen  zu  lernen,  welche  es  teils  den  Voi^ängem  des  Apol- 
lonius teils  ihm  selbst  niöghch  gemacht  haben  die  greisen  Re- 
sultite  zu  eiieichen,  welche  wir  nach  und  nach  kennen  lernen 
\\  erden. 

Das  werden  wir  nun  zunächst  bestätigt  sehen  durch  Be- 
trachtur^  des  zweiten  und  dritten  Buchs,  welche,  wie  teilweise 
auch  das  vierte,  nichts  als  eine  —  wie  Apollonius  sagt  ^ 
„vollständigere  und  ai^emeinere"  Darstellung  früher  bekannter 
Dinge  enthalten.  Das  zweite  Buch  enthält  nämlich  zum  gi'ofsen 
Teil  solche  Sätze  und  Aufgaben  über  konjugierte  Durchmesser, 
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\velche  keine  eigentlichen  Schwierigkeiten  verursachen  konnten, 
sobald  die  Hauptsätze  des  ei-sten  Buchs  einmal  gefunden  waren, 
imd  das  dritte  Buch  enthält,  aufser  einem  elementar^eonie- 
trischen  Anhang  über  Brennpunkte,  einige  Sätze  (unter  diesen  das 
schon  bei  Archimedes  erwähnte  sogenannte  „Newtonsche  Theo- 
rem") von  so  allgemeiner  Natur,  dafs  man  schwer  würde 
begi'eifen  können,  wie  dieselben  ohne  die  Hülfsmiüel  der  Gegen- 
wart erreicht  werden  konnten,  wenn  uns  nicht  das  Studium 
der  Koordinatenmethode  der  Alten  und  im  besonderen  das  des 
Apollonischen  Flächensatzes  schon  gezeigt  hätte,  dafs  auch  die 
Alten  Mittel  zur  Ableitung  solcher  allgemeinen  Sätze  besafsen, 
welche  nicht  an  einzelne  bestimmte  Linien  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  gebunden  sind. 

Im  zweiten  Buch  ist  die  Lehre  von  den  konjugierten 
Durchmessern  mit  der  Lehre  von  den  Asymptoten  und 
konjugierten  Hyperbeln  verbunden.  Wir  müssen  also 
vor  allem  die  Hauptsätze  betrachten,  auf  welche  sich  die  Ein- 
führur^  und  Wichtigkeit  dieser  Begriffe,  von  denen  der  letzte 
bereits  am  Schlüsse  des  ei-sten  Buchs  definiert  ist,  gründet. 

Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  werden  zuerst  im  Ver- 
hältnis zu  einem  beliebigen  Durehmesser  AC  (Fig.  22)  a!s  vom 
Mittelpunkt  ausgehende  Linien  bestimmt,  welche  auf  der  Tangente 
im  Endpunkte  C  des  Durchmessers  zu  beiden  Seiten  dieses  Punktes 


im  ersten  Buch  definierte  Länge  (Vp.a)  des  der  BD  parallelen 
Dm'chmessers  bezeichnen.  Es  wird  geze^t  [Stts  Buch  1] ,  dais 
die  so  bestimmten  Linien  ^ B  und^ö  die  Kurve  nicht  schneiden 
können,  und  demnächst  [in  2],  dafs  sich  durch  den  Mittelpunkt  ^ 
keine  geraden  Linien  legen  lassen,  weiche  näher  an  die  Hyperbel 
fallen  ohne  sie  zu  schneiden.  Da  die  Asymptoten  iiierdurch 
auf  eine  vom  Durchmesser  ÄG  unabhängige  Weise  vollkommen 
bestimmt  worden  sind,  nämlich  als  die  durch  den  Mittelpunkt 
gezogenen  Linien,  welche  der  Hyperbel  am  nächsten  liegen  ohne 
sie  zu  schneiden,  so  erhält  man  dieselben  Asymptoten,  einerlei 
von  welchem  Durchmesser  AC  man  auch  ausgehen  mag;  die 
Asymptoten  müssen  also  [Satx  3]   dieselben  Eigenschaften  mit 
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Beziehung  auf  ein  beliebiges  Paar  Ifonjugiertor  Durdimesser 
haben,  welche  sie  mit  Beziehung  auf  diejenigen  hatten,  mit  deren 
Hülfe  sie  zuerst  bestimmt  wurden  [in  1]. 

Die  Beweise  für  die  beiden 
Sätze  [1  und  2]  stimmen  trotz 
ihrer  geometrischen  Form  genau 
mit  den  analytisch^eometrischen 
Beweisen  uberein,  diesich  dadurch 
führen  lassen,  dafs  man  die  Hy- 
perbel auf  AC  als  Abscissenaxe 
durch  Ordinaten  bezieht,  welche 
der  Tangente  in  C  parallel  sind. 
Für  die  Wiedergabe  des  ersten 
Beweises  läfst  sich  die  Mittel- 
punktsgleichung  benutzen ,  der 
man  die  Form 


Fig,  22, 


t  =  ; 


-(4)' 


(1) 


geben  kann;  diese  widerspricht 
der  Gleichung,  \velche  man  durch  die  Annahme  erhalten  würde, 
dafs  ein  Punkt  einer  der  Asymptoten 


dieselben  Koordinaten  haben  solle  wie  ein  Punkt  der  Kurve'). 
In  dem  Beweise  [in  2J  dafür,  dafs  keine  Linie  durch  A  näher 
an  die  KuiTe  ohne  sie  zu  schneiden  herankommen  kann  als  die 
Asymptoten,  wird  angenommen,  dafs  es  eine  solche  Lmie  AÜ 
gebe,  welche  in  denselben  Winkel  zwischen  den  Asymptoten 


')  Der  Beweis  ist  allerdings  etwas  künstlicher  als  in  dieser  algebraischen 
Form,  da  die  angewandte  Gleichung  eigentlich 

ist,  wovin  ^,'  und  x"  die  Abscisaen,  von  den  beiden  Endpunkten  dos 


Durchmessers  a 
kann  nicht  s? 


erechnet,  bedeuten,    x  ist  daiin  - 
x,'xf'  haben,  da  x"<.x'. 
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fällt  wie  die  Kurve.  Diese  Linie  mufs  (Fig.  22)  auf  einer  durch 
den  Endpunkt  C  des  Durchmessers  zu  der  einen  Asymptote  ge- , 
zogenen  Parallelen  ein  Stück  CN  ahsehneiden,  welches  auf  die- 
selbe Seite  der  Tangente  in  C  fällt  wie  die  Kurve.  Nun  kann  CN 
die  Kurve  in  keinen  anderen  Punkten  als  in  C  schneiden,  was 

daraus  folgt,  dafs  die  Gleichimgen  iß  =px  -\-^x^  für  die  Kurve 
und  y*  ■=  —  a;"  für  Parallelen  zu  den  Asymptoten  nicht  gleich- 
zeitig bestehen  können  für  x>0.  Dann  aber  mufs  die  Linie 
^JV  die  Kuiwe  schneiden. 

Nun  hat  man  unmittelbar  die  Bestimmung  einer  Hyperbel 
durch  ihre  Asymptoten  und  eüien  Punkt  [4],  imd  den  Satz, 
dafs  die  Stücke  EF  und  HI,  welche  zwischen  den  Asymptoten 
und  der  Kurve  abgeschnitten  werden,  gleich  grofs  sind  ['8], 
Durch  Subtraktion  der  Gleichung  (1)  für  die  Kurve  von  der 
Gleichung  (2)    für   die   Asymptoten    erhält   man   ferner,    dafs 

iV'  —  !/)iy'  +  y)  "^  ( 'S" )  >   worin  j/  und  y'  die  zu  derselben 


gehörten  Ordinaten  sind,  oder  dafs  (Fig.  23)  das 
Rechteck  EF.  FI  aus  den  Stücken,  welche  zwischen  den  Asymp- 
toten und  einem  Kurvenpunkt  auf  geraden  Linien  abgeschnitten 
werden,  welche  derselben  Tangente  parallel  sind,  konstant 
ist  [10].  Hieraus  wu'd  wiederum  [in  11]  mittels  ähnÜcher 
Dreiecke  abgeleitet,  dafs  dasselbe  mit  dem  Rechteck  FK.FL 
aus  solchen  Stücken  der  Fall  ist,  welche  auf  dieselbe  Weise 
auf  einer  Reihe  von  Parallelen  abgeschnitten  werden,  die  nicht 
einer  Tai^ente  parallel  sind.  Aus  Fig.  22  ergebt  sich  nämlich: 
FK.FL  _  CJ^  _  a^ 
EF.FI  ~  BC^-  "  h^' 
Ebenso  entsteht  [in  12]  der  mit  unserer  gewöhnlichen  Form 
der  Asymptotengieiehung  genauer  übereinstimmende  Satz ,  dafs 
ein  Parallelogramm,  welches  von  den  Asymptoten  und  zwei 
durch  einen  beweglichen  Kurvenpunkt  zu  denselben  gezogenen 
Parallelen  begrenzt  wird,  konstanten  Inhalt  hat,  als  eine  einfache 
Umformung    von  Satz  lO'),    und   aus    den    auf   solche  Weise 

')  Dei'  Beweis  hatte   sich   auch   auf  Satz  8   stfitzoii   lassen.      Die   Äsymp- 
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ge'womienen  Mitteln  ei^ebt  sich  leicht,  sowohl  dafs  Parallelen 
zu  einer  Asymptote  nur  einen  Schnittpunkt  mit  der  Kurve 
haben  [13],  als  auch  die  unbegrenzte  Annäherung  der  Asymp- 
toten an  die  Kurve  [14]-  Ebenso  geringe  Schwierigkeit  verur- 
sacht es  zu  beweisen,  dafs  die  beiden  Äste  einer  Hyperbel  die- 
selben Asymptoten  haben  [15],  und  zu  flnden,  welche  geraden 
Linien  beide  Äste  schneiden. 

Konjugierte  Hyperbeln  sind,  wie  schon  bemerkt, 
bereits  hn  letzten  Satze  [54]  des  ersten  Buchs  definiert,  und 
zwar  als  zwei  solche  vollständige  Hyperbeln,  welche  ein  Paar 
sowohl  der  Lage  als  der  Gröfse  nach  bestimmter  konjugierter 
Durchmesser  gemeinsam  haben,  so  dafs  der  erste  (d,  h,  schnei- 
dende) Durchmesser  der  einen  der  zweite  Durchmesser  der 
anderen  ist  und  umgekehrt.  Diese  Definition,  welche  sich  an 
ein  einzelnes  Paar  konjugierter  Durchmesser  anschliefst,  erhält 
indessen  erst  wirklichen  Wert  dadurch,  dafs  die  beiden  Hyper- 
beln dieselben  Eigenschaften  mit  Beziehui^  auf  ein  beliebtes 
Paar  konjugierter  Durchmesser  haben.  Das  wird  im  2tea  Buch' 
Satz  20  durch  Anwendung  der  im  ersten  Buch  gegebenen  Be- 
stimmung von  Tangenten  gezeigt,  über  welche  wir  am  Schlüsse 
des  dritten  Abschnittes  berichtet  haben. 

In  diesem  Satz  wird  nämlich  zueist  gezeigt,  dafs,  wenn 
(Fig.  23)  zwei  konjugierte  Hyperbeln  durch  die  konjugierten 
Halbmesser  OA  (=  -Ja)  nnd  OB  (==  -J5)  bestimmt  sind,  der 
Durchmesser  OQ,  welcher  einer  an  die  eine  Hyperbel  gezogenen 
Tangente  PM  parallel  ist,  die  andere  in  einem  Punkte  Q  treffen 
mufs,  dessen  Tai^ente  QN  dem  Durchmesser  OP  parallel  ist. 
Man  hat  nämlich,  wenn  EP  und  SQ  die  Ordinalen  von  P 
und  Q  sind,  welche  je  zu  einem  der  gegebenen  Durchmesser 
gehören  (nach  Gleichung  III  im  dritten  Abschnitt); 

PR^       _  ^  _    QyS.NS 
OR.MR    ~  a^  ^      SQ^ 
Da  nun  FM  pai'allel  ^0,  so  ist 


totengleiohung  ist  übrigens  in  AViiklithkeit   niu'  ein  speciellev  Fall  des 
im  vorigen  jlbschnilt  erwähnten  Flathoii^^fitzp.s, 
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Fig.  23. 

FM   _  OS 
UE         QS  ' 

PS         SS 
woraus  TTB   -■  QS  ' 

lind  hieraus  ergiebt  sich,  dafs  OP  parallel  QN. 

Daraus  folgt,  dafs  jedes  Paar  konjugierter  Durchmesser 
der  einen  Hyperbel  der  Lage  nach  mit  einem  Paar  konjugierter 
Durchmesser  der  anderen  Hyperbel  zusammeiifäilt. 

Was   demnächst   die  Länge   der  Durchmesser   betrifft,    so 

ist    zu    beweisen,    dafs    der   Halbmesser   -^  der   Kurve    BQ, 

welcher  dem   Halbmesser   OQ  [=-^|  konjugiert  ist,    gleich 

OP  ist.  Nennt  man  den  zum  Durchmesser  d  gehörenden  Para- 
meter p,  so  ist  c^  =^  p.d;  aber  nach  Satz  50  des  ersten 
Buchs    (vergl.  unseren  dritten  Abschnitt,   Fig.  14)    wird  ^)  be- 

qp 
■  ~QE'  ■ 

i.QD.QN.QO 

Dafs  diese  Gröfse  gleich  40P^  ist,  erhält  man  auf  fol- 
gende Weise.  Aus  dem  Isten  Buch  (vergl.  unseren  dritten  Ab- 
schnitt, Ib)  tolgl; 

0J5'-(|)'-0T.P«, 
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tolglich 

woraus  folgt,  dals 

OB'          FS 
OT'     '  OT' 

AOBJi          AOPM 

ATOM         'ATOM 
oder  dafs   A  OBE  =  £\  OFM.      Da  nun   zugleich  im   ersten 
Buch  (specieller  Fall  des  Flächensatzes)  gezeigt  ist,  dafs  A  ONQ 
=  A  OBE,   so  ist  A  ONQ  =  A  OFM,   und  da    in  diesen 
^JSfQO  =^  /_  OFM,  so  erhält  man 

QN.QO  =  PO.PM. 
Durch  Einsetzen  in  den  Ausdruck  für  c^  imtl  durch  Betrachtuug 
der  Figur  ergiebt  sich 

MiÜiin  ist  der  Satz  bewiesen. 

Hierdurch  und  durch  die  im  ersten  Buch  gegebene  Grund- 
lage ist  Apollonius  so  weit  gelangt,  dafs  das  Übrige  aus  der  Lehre 
von  den  Durchmessern  und  Asymptoten  eines  Kegelschnittes 
oder  zweier  konjugierter  Hyperbeln  keine  Sehivierigkeit  mehi- 
darbieten  kann.  Es  hegt  deshalb  kein  Grund  vor  in  den 
genaueren  Zusammenhang  zwischen  den  übrigen  Beweisen  oder 
Lösungen  von  AufgEiben  weiter  einzugehen,  welche  den  Rest 
des  zweiten  Buchs  ausmachen,  und  welche  zum  grofsen  Teil 
nur  eine  weitläu%ere  DarsteUur^  desjenigen  geben,  was  sich 
hierüber  in  modernen  Lehrbüchern  findet.  Nur  einzelne  Zt^e, 
welche  etwas  gröfseres  Interesse  darbieten,  wollen  wir  anführen. 

In  Satz  23  wird  gezeigt,  dafs  das  Produkt  der  Stücke, 
welche  auf  einer  Reihe  von  Parallelen  zwischen  ihren  beiden 
Schnittpunkten  mit  einer  Hyperbel  und  ihrem  einen  Schnitt- 
punkt mit  der  konjugierten  Hyperbel  abgeschnitten  werden, 
konstant  und  doppelt  so  grofs  wie  dasjenige  ist,  das  man  durch 
Vertauschung  der  ersten  Hyperbel  mit  den  Asymptoten  [vergl. 
10  und  II],  welche  beiden  Hyperbeln  gemeinsam  sind,  erhalten 
würde  [17].  In  29  wird  gezeigt,  dafs  die  Tangenten  in  den 
Endpunkten  einer  Sehne  sich  auf  deren  Durchmesser  schneiden. 

Von  Satz  44  an  löst  Apollonius  Aufgaben,  welche  voll- 
ständig gezeichnete  Kegelschnitte  betreffen,  und  diese  werden. 
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wenigstens  teilweise,  bei  den  Konstruktionen  selbst  benutzt. 
Im  G^ensatz  zu  dem,  was  er  bei  den  schwierigeren  Aufgaben 
tliat,  die  er  am  Schlüsse  des  ersten  Buchs  zu  lösen  hatte,  hält 
er  es  hier  nicht  für  uberflüsäig  vor  der  synthetischen  Darstel- 
lui^  der  Lösung  die  Änalysis  mitzuteilen,  welche  zu  derselben 
fiährt,  indem  er  damit  beginnt  sich  die  Aufgabe  gelöst  zu 
denken.  Da  dann  der  Beweis  für  die  Lösung  kurz  wird  und 
sich  im  wesentlichen  an  die  im  voraus  gegebene  Änalysis 
auschliefst ,  so  dient  er  nur  dazu  dasselbe  darzuthun ,  was 
schon  die  Änalysis  gegeben  hatte,  nämlich,  dafs  die  Auf- 
gabe auf  diese  oder  jene  Weise  gelöst  werden  mufs,  wenn 
sie  sich  überhaupt  lösen  läfst.  An  dieser  Stelle  ist  es  auch 
vollkommen  berechtigt,  sich  hiermit  zu  begnügen,  da  schon 
im  voraus  gezeigt  ist,  dafs  die  gestellten  Aufgaben  Aufiösui^en 
haben.  Wenn  z.  B.  Apollonius ,  nachdem  er  [in  44  und  45] 
Durchmesser  und  Mittelpunkt  bestmimt  hat,  [in  47]  die  Äxen 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  einen  koncentrischen  Kreis 
bestimmt,  der  durch  einen  Punkt  der  Kurve  geht,  so  beruht 
seine  Begmndung  der  Thatsache,  dafs  dieser  ICreis  mehrere 
Schnittpunkte  mit  der  Kurve  hat,  dai-auf,  dafs,  wie  er  in 
seiner  Änalysis  als  bekannt  vorausgesetzt  hat,  Axen  exi- 
stieren. Der  Beweis  für  die  Existenz  der  Axen  kommt  eben, 
wie  wir  früher  gesehen  haben,  als  Glied  in  den  Beweisen  für 
die  Auflösui^en  [53  und  54  des  ersten  Buchs]  der  Aufgabe 
vor,  einen  Kegelschnitt  mit  gegebenem  Durchmesser  und  ge- 
gebenem zugehörigen  Sehnensysfem  und  Parameter  auf  einen 
Umdrehungsk^el  zu  legen;  denn  hier  fmg  er  damit  an,  die 
eine  Axe  imd  den  zugehörigen  Parameter  solcher  Kurven  zu 
bestimmen.  Es  würde  also  in  Apoilonius'  Entwicklung  eine 
Lücke  sein^),  wenn  man  die  Auffassung  des  Gedankenganges 
im  ersten  Buche,  die  wir  vertreten  haben,  verwerfen  und  be- 


')  Darauf  hat  auch  liuiisei  aulhierksam  gemacht;  iiLei'  nach  seiner 
ÄTiffassur^'  (Liuuiille.  2.  Reihe,  III,  S,  163)  ivird  diese  LQclte  eist  im 
Ti*"  Buche  ausgefiTllt;  dadurch  würden  aber  alle  vorbeigehenden  Büchei' 
auf  einer  loseren  (jrundlage  ruhen,  als  wir  sonst  bei  Apollonius  ge- 
wohnt sind. 
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behaupten  wollte,  dafs  er  erst  hier  im  Kweiten  Buche  zu  den 
Axen  der  Kegelschnitte  käme. 

Dagegen  jedoch  läfst  sich  nichts  einwenden,  dafs  Apol- 
lonius  erst  hier  im  zweiten  Buche  [in  48]  beweist,  dafs  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  nicht  mehr  als  ein  Paar  Axen  haben 
könne,  selbst  wenn  sich  ein  solcher  Beweis  auch  recht  wohl 
an  die  Bestimmung  der  Axen  im  ersten  Euch  hätte  ansrhliefsen 
lassen,  bein  Bewei=!  stutzt  «ich  darauf  dafs  dei  Hulfskreis  die 
Kurve  mcht  m  mehi  Punkten  schneiden  kann  al'.  in  dem  ge 
gebenen  und  in  den  zu  diesem  mit  Beziehuj  ^  auf  da=!  schon  be 
stimmte  Axenpiii  "-ymnietnsch  liegenden  und  da^  leitet  er  al 
aus  den  —  geometnach  dargestellten  ■ —  Gleichungen  der  Rurv 
und  des  kieises  die  auf  dieses  Axenpaar  belogen  ^iinl  Fui 
die  Paribel  «ichliefst  Apollonius  einen  be  \  eis  dafui  dafs  sie 
nur  eine  Axe  habe  ui  n  ittelbar  an  die  Bestimmung  liesei 
[in  46]  an  In  diesen  Beweisen  hat  man  ein  Beispiel  für  die 
Unrichtigkeit  dei  in  eisten  Absei  mtt  eiwdhnten  gegen  die 
griechischen  Mathematikci  eihobenen  Peschuldigui^  da(s  sie 
gamicht  darauf  bedacht  ^laien  die  Losungen  einer  Aulgabe 
alle  zu  eihaltei 

Dafs  Apollonius  indessen  nicht  überall  Veranlassung  nimmt 
die  Anzahl  der  Lösungen  zu  untersuchen,  zeigt  sich  gleich  durch 
die  dann  folgende  Bestimmung  [in  49—53]  einer  solchen  Tan- 
gente an  einen  vollständ^  g^ebenen  Kegelschnitt,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht,  oder  mit  der  Axe  oder  dem  an 
den  Berührungspunkt  gezogenen  Durchmesser  einen  gegebenen 
Winkel  bildet.  Der  Grund  für  diese  Unterlassung  kann  sehr 
wohl  der  sein,  dafs  die  Bestimmung  dieser  Anzahl  durch  die 
Analysis,  welche  zur  Lösung  der  Aufgabe  führt,  so  unmittelbar 
in  die  Äugen  Sllt,  dafs  es  nicht  nötig  ist  dieselbe  zu  nennen. 
Hierauf  dürfte  wohl  eine  einzelne  Ai^nahme  deuten:  Apollonius 
nennt  und  zeichnet  beide  Tangenten  an  eine  Hyperbel,  d.  h. 
einen  Hyperbelast,  von  einem  Punkte,  der  in  demselben  Winkel 
zwischen  den  AsjTnptoten  liegt  wie  die  Kurve.  Dafs  es  zwei 
solche  giebt,  ist  nämlich  weniger  in  die  Augen  fallend,  als  dafs 
sich  z.  B.  zwei  Tar^enten  an  eine  Ellipse  oder  Parabel  von  einem 
aufserhalb  liegenden  Punkte  ziehen  lassen,  was  er  nicht  anführt. 
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Die  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Lösung  wjj'd  an  der 
einzigen  Stelle  angegeben,  wo  eine  solche  nicht  unmittelbar 
in  die  Augen  springt,  nämlich  für  die  Bestimmung  einer  Tan- 
gente an  eine  Ellipse,  welche  mit  dem  Durchmesser  durch  den 
Berührungspunkt  einen  gegebenen  Winkel  bildet.  Apollonius 
schliefst  diese  Bedingung  nicht,  wie  wohl  in  der  Regel  moderne 
Schriftsteller  thim  würden,  an  eine  Diskussion  der  Lösung  der 
Aufgabe  an,  sondern  er  giebt  dieselbe  —  ebenso  wie  z.  B. 
Euklid  die  früher  erwähnte  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der 
Auflösung  quadratischer  Gleichungen  —  in  Satz  52  vor  der  in 
53  gegebenen  Lösung  der  Aufgabe.  Sein  Beweis  für  die  Be- 
dingung der  Möglichkeit  hängt  indessen  so  eng  mit  der  Lösung 
zusammen,  dafs  diese  Abweichung  von  modemer  Dai-stellungs- 
weise  ohne  jede  sachliche  Bedeutui^  ist. 

Da  wh'  schon  im  Vorhergehenden  die  Sätze  über  Durch- 
messer und  deren  Sehnen,  die  bei  der  Lösung  der  hier  angeführten 
Aufgaben  benutzt  ^verden,  erwähnt  haben,  so  liegt  kein  Grund 
vor  bei  anderen  von  diesen  Lösungen  zu  verweilen  als  bei 
der  letzten,  etwas  sch\vier%eren  Aufgabe,  eine  Tangente  zu 
konstruieren,  welche  einen  gegebenen  Winkel  mit  dem  Durch- 
messer durch  den  Berührungspunkt  bildet;  dieselbe  wird  im 
wesentlichen  ohne  Benutzung  der  gezeichneten  Kurve  gelöst. 
Hierbei  wird  die  Methode  benutzt  eine  Figur  zu  konstruieren, 
welche  der  gesuchten  ähnhch  ist.  Aus  dem  gegebenen  Winkel 
OPN  (Fig.  24  a,  wo  die  Linie  ON  eine  Axe  ist)  und  dem  durch 

die  Gleichung  der  Kurve  gegebenen  Verhältnis  ■.,  ..■  ^^  =-  ^^ 
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erhält  .man  nämlich  auf  folgende  AVeise  (Fig.  24  b)  eme  Figui- 
O'P'M'N',  welche  OPMN  ahnlich  ist.  In  eincTi  beliebigen 
Kreis  wird  die  Sehne  O'N'  so  eingetragen,  dafs  die  Poripherie- 
winkel  über  dieser  (in  dem  einen  S<^ient)  die  gegebene  Gröfae 
besitzen,  welche  z  OPN  haben  soll.  Es  kommt  dann  nur 
darauf  an,  senkrecht  zur  Sehne  O'N'  die  Sehne  P'Q'  so  zu 
ziehen,  dafs 

Vi  _       P'^""        ^    P'M' 

'ä  ~  (FWTMW  '^  WW' 
Das  letzte  Verhältnis  erhält  also  einen  gegebenen  Wert,  und  da 
der  Abstand  des  Punktes  M'  von  der  Mitte  der  Sehne  P'  Q' 
bekannt  ist,    so  wird  P'M'   auch  bekannt,    und  P'  läfst  sich 
durch  eine  Parallele  zur  O'N'  bestimmen. 


Seclister  Abschnitt. 

Apollonijs'  drittes  Buch,  1—40,  44  und  53—56, 

In  seiner  allgemeinen  VoiTcde  vor  dem  ersten  Buch ')  sagt 
Apollonius  über  das  dritte  Buch,  dafs  es  manche  merkwürdige 
Theoreme  enthalte,  welche  nützlich  seien  für  ,die  Bestimmung 
und  den  Diorismus  körperlicher  Öiier"  {r6Kot  arepeoi),  und 
unter  diesen  körperlichen  Örtern,  d.  h.  geometrischen  Örtern, 
ivelche  Kegelschnitte  sind,  nennt  er  besondei-s  „den  Ort  zu  3 
oder  4  Geraden",  der,  wie  er  sagt,  bis  dahin  kerne  vollständige 
Behandlung  gefunden  habe  und  auch  nicht  ohne  das,  was  in 
diesem  Buch  g^eben  werde,  vollständig  behandelt  werden  könne, 
4)a  uns  durch  die  angedeuteten  Anwendungen,  mit  denen 
wir  uns  in  den  folgenden  Abschnitten  beschäftigen  werden,  ein 
weiterer  Ausblick  über  den  Inhalt  des  dritten  Buches  hinaus 
eröffnet  wird,  so  erhält  dieses  eine  erhöhte  Bedeutung  als 
Hauptquelle   für    die  Kenntnis    der   weitergehenden    und   nicltt 

'}  Vergl.  Anhang  1. 
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uiimittelbai'  überlieferten  Uiitersuchui'^en  der  Griechen.  Aber 
auch  die  Sätze  selbst,  welche  wir  in  dem  Buche  ausdrücklich 
aufgestellt  finden,  verdienen  unser  Interesse  im  höchsten  Grade 
durch  die  Allgemeinheit,  zu  der  sie  sich  erheben;  denn  zum 
gi'Öfsten  Teile  schliefsen  sie  sich  nicht  mehr,  wie  die  im  ersten 
und  zweiten  Abschnitt,  an  solche  besonderen  Linien  vne  Durch- 
messer und  Asymptoten  an,  sondern  sie  nehmen  im  Gfegenteil 
dieselbe  Natm  an,  wie  die,  welche  sich  in  der  analytischen 
Geometrie  an  die  Darstellui^  dm'ch  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  anscbliefsen ,  oder  wie  die,  welche  der  plani- 
metrischen  Behandlung  der  Kegelschnitte  in  der  modernen  pro- 
jektivischen  Geometrie  zu  Gmnde  liegen.  Das  gilt  besonders 
von  den  Satzgruppen  des  Buches,  auf  die  wir  in  diesem  Ab- 
schnitt genauer  eingeben  wollen,  und  an  die  sich  die  von  Apol- 
tonius  hervorgehobenen  Anwendungen  geknüpft  haben  müssen. 
Die  in  unserem  vierten  Abschrütt  besprochenen  Umfor- 
mungen und  Erweiterui^en  des  Flächensatzes  finden  sich 
in  Satz  1—15  des  3ten  Buchs.  Dafs  hierfür  so  viele  Sätze 
notwendig  sind,  mrd  dadurch  begreiflich,  dafs  nicht  nur  der 
Hauptsatz,  sondern  auch  seine  schon  genannten  Umformungen 
7U  dei  Foim  erweitert  weiden  müssen,  ^^elcbe  sie  annehmen, 
wenn  die  verschiedenen  dann  vorkommenden  Punkte  auf 
itrsthiedenen  Hypeibelästen  hegen,  odei  wenn  die  in  ihnen 
benutzten  Richtungen  von  Geraden  nicht  den  iangenten  an 
<lie  Kuive  selbst,  sondern  nni  den  Tangenten  an  die  kon- 
lügieite  Hjpeibel  piiallel  sind  Eme  eigenthche  Vollständig- 
keit auch  dei  Form  nach  wiid  übugens  nur  hinsichtiicb  des 
riächensatze'^  selbst  eiieicht ,  abei  seine  Umfoimungen  ge- 
schehtn,  wie  \Mr  gesehen  haben,  so  unmittelbar,  dafs  sie 
auch  m  solchen  Fallen  zui  Verfi^ung  stehen,  mo  dire  Richtig- 
keit racht  besondeis  nachgewiesen  wird,  ja  Apollonius  benutzt 
sogai  selbst  in  einem  späteien  Ben  eise  [füt  23]  eine  zum 
ersten  Male  m  3  daigestelUe  Umformung  m  emem  Falle,  wo 
ei  die  Richtigkeit  derselben  nicht  ausdruckliLh  nachgewiesen 
hat.  Das  emz^e,  was  em  modemer  Leser  in  Betreff  des  Haupt- 
satzes selbst  veraiifst,  ist  ein  derartig  zusammenfassendes 
Ausspiechen  des  einzelnen  allgemeinen  Satzes,  wie  wir 
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es  im  vierten  Abschnitt  gegeben  haben,  wenn  der  Beweis  des- 
selben auch  immerhin  in  den  ■verschiedenen  Fällen  etwas  ver- 
schieden lauten  müfste  Dafs  Apollonius  indessen  trotz  der  Zer- 
stückelung die  Einheit  im  Auge  gehabt  habe,  geht  teils  daraus 
hervor,  dafs  er  Sätze  mid  Beweise  so  gleichartig  ausdrückt, 
wie  die  Um&tande  eb  zulassen,  teils  daraus,  dafs  er  hinsichtlich 
des  Hauptaatzea  alle  Fälle  berücksichtigt.  Dasselbe  gilt  —  bis 
auf  eine  unwesentliche  Ausnahme  —  von  den  folgenden,  gleich- 
falls zerstückelten,  allgemeinen  Hauptsätzen,  welche  nunmehr 
aus  dem  Flächensatze  abgeleitet  werden. 

Der  erste  von  diesen  ist  das  sogenannte  Newtonsche  The- 
orem, oder,  wie  wir  es  im  zweiten  Abschnitt  (S.  53)  genannt 
haben,  der  Potenzsatz.  Wir  sahen,  dafs  schon  Ärciiimedes 
diesen  in  dem  Umfange  als  bekannt  voraussetzen  konnte,  den 
derselbe  annehmen  kann,  wenn  man  nicht  mehr  als  einen 
Hyperbelast  betrachtet,  Apollonius  beweist  denselben,  dehnt 
seine  Gültigkeit  auch  auf  zwei  zusammengehörige  Hyperbeläste 
aus,  und  behandelt  specielle  Fälle.  Der  Satz  sagt  aus,  dafs, 
wenn  man  (Fig.  25)  durch  einen  beliebigen  Punkt  Z 
der  Ebene  Geraden  in  gegebenen  Richtungen  zieht, 
von  denen  ein  Kegelschnitt  die  Sehnen  EK  und  J)T 
ZD.ZT 


abschneidet,    das   Verhältnis 
Derselbe  wirrt  in  16—23  cntM-ickeit. 


ZE.ZK 


konstant    ist. 
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Indem  wir  zuerst,  wie  es  von  Äpolloiüus  in  17  und  bei 
:  F%iir,  welche  die  gebrauchten  Bezeichnungen  erläutert, 
geschieht,  voraussetzen,  dafs  sich  Tai^enten  an  die  Kurve  in 
den  g^ebenen  Richtungen  ziehen  lassen,  welches  zutrifft,  wenn 
die  Sehnen  nicht  beide  Hyperbeläste  schneiden,  so  läfst  sich  der 
Beweis  mit  unseren  Bezeichnungen  folgendermafsen  schreiben: 
KZ.ZE  _  lE^  —  IZ^  _  AIEM—AIZL  _  ZEML 
CA''      ~~        CJ.^    ""    ~  AÄCN  "  AäCN' 

und  ebenso  ist 

TZ.ZD         ZDXO 


CB^      ^   ABCP 

Nun  erhält  man,  wenn  man  den  Flächensalz')  auf  die 
Punkte  E  und  D  anwendet, 

ZEML  {^  GOEM—GOZL  =  GXDL  —  GOZL) 
=  ZOXD, 
und  wenn  man  denselben  auf  Ä  und  B  anwendet, 

AACN{=  AGBN-GBCA  =  AGPA^GBCA) 
=  ABPC. 

Der  Satz  ist  also  für  diesen  FaU  bewiesen,  da  das  in  dem- 
selben erwähnte  Verhältnis  dem  Verhältnis  zwischen  den 
Quadraten  der  den  Sekanten  parallelen  Tangenten, 
diese  von  ihrem  Schnittpunkt  bis  an  die  Berührungspunkte 
gerechnet,  gleich  wird.  Ist  weder  die  eine  noch  die  andei'e 
Sekantenrichtung  einer  Tangente  parallel,  so  sieht  man  ganz 
auf  dieselbe  Weise  [in  23],  dafs  das  Verhältnis  dem  zwischen 
den  Quadraten  der  an  die  konjugierte  Hyperbel  ge- 
zogenen Tangenten  gleich  ist.  Ist  endlich  die  eine  Sekante 
einer  Tangente  parallel,  die  andere  nicht,  so  wird  das  Ver- 
hältnis ausgedrückt  durch  dasjenige  zwischen  dem  Quadrate 
dieser  Tangente,    dieselbe    vom    Berührungspunkte 


')  ApolloEius  wendet  denselben  nicht  unmittelbar  an,  sondern  zuerst  die 
im  3""  Buch  [3]  und  dann  die  im  3'™  Buch  [1]  {vergl.  d.  Amn, 
S.  94)  enthaltene  Umformung.  Um  indessen  nicht  voraussetzen  zu 
müssen,  dafs  der  Leser  diese  Umfonnui^n  seinem  Gedächtnisse  ein- 
geprägt habe,  führe  ich  die  Anwendungen  {dwch  die  ia  Klammern 
angegebenen  Operationen)  auf  den  Hauptsatz  zurück. 
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bis  zum  Schnittpunkte  mit  dem  Durchmesser  gerech- 
net, der  die  auf  der  anderen  Sekantenreihe  abge- 
schnittenen Sehnen  halbiert,  und  dem  Quadrate  der 
Hälfte  von  der  Sehne  in  dieser  Reihe,  welche  diesen 
Punkt  zur  Mitte  hat.  Der  Beweis  bleibt  der  Hauptsache 
nach  unverändert  [21], 

VordenallgemeinenSätzenbehandeltApoUonius  [16,  18—20] 
einige  der  einfacheren  Fähe,  in  denen  die  eine  Sekante  mit  einer 
Tangente  vertauscht  wird.  Dagegen  findet  er  es  für  die  Eüipse 
überflüssig  den  FaU  besonders  zu  behandeln,  wo  die  Sekanten 
einem  Paar  konjugierter  Durchmesser  pai'allel  sind,  obwohl 
sein  allgemeiner  Beweis  hier  nicht  anwendbar  ist;  aber  der 
Satz  ist  dann  eine  unmittelbare  Folge  der  auf  diese  Durch- 
messer bezogenen  Gleichung  der  Kuiwe.  Wenn  er  trotzdem 
diesen  Fall  für  die  Hyperbel  [in  32]  behandelt,  so  beruht  das 
vermuthch  darauf,  dafs  die  minder  gewohnte  Behandlung  der 
beiden  Hyperbeläste  hier  gröfsere  Forderungen  an  seine  Auf- 
merksamkeit stellte  oder  als  etwas  neues  hervorgehoben  werden 
sollte. 

An  die  Anwendungen  des  Potenzsatzes  auf  die  Fälle,  wo 
die  Sehnen  konjugierten  Durchmessern  parallel  sind,  schliefson 
sich  noch  einige  Sätze  [24 — 29]^),  Es  mag  wohl  Interesse 
darbieten,  in  den  meisten  von  diesen  den  Zusammenhang  zwi- 


')  Vielleicht  ist  es  die  Hinzufügung  dieser  Sätze,  welche  in  Housel 
(LiouYille,  2  Reihe  III,  S.  168)  die  wunderliche  Voretellung  heivui- 
gemfen  hat,  dafs  Apolloniiis  Newtons  Theorem  nur  in  dem  Fall  he- 
iveiat,  wo  die  Koordinatenrichtungea  konjugiert  sind.  Wäre  das  der 
FaU  gewesen,  so  würde  die  Entstehung  des  erwähnten  Tlieoiems, 
welches  jetzt  gerade  durch  seine  grofse  Alfeemeinheit  interessiert, 
keinen  Anspruch  auf  sonderliche  Beachtung  haben.  Eine  spätere 
Äufserung  zeigt,  dafs  Housel  die  Sätze,  in  denen  ApoUonius  die  um- 
fassenderen Formen  des  Theorems  aufetellt  und  beweist,  als  HülfesStze 
für  dessen  Beweis  der  engeren  Form  auffafst,  in  der  er  das  Resultat 
der  Untersuchimg  erblickt.  Wie  unrichtig  diese  Auffassung  ist,  ergiebt 
sich  unter  anderem  daraus,  dafs  eben  diese  engere  Form  sich  als 
Grenzfall  dem  allgemeinen  Beweise  entzieht.  Dafs  die  Alten  dem 
allgemeinen  Satz  Gewicht  beilegten,  sieht  man  auch  daraus,  dafs  der- 
selbe von  Archimedes  in  dem  vollen  Umfange  benutzt  ist,  den  derselbe 
annehmen  konnte,  so  lai^e  man  nm-  einen  Hyperbelast  betrachtete. 
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odien  konjugierten  lljpeibeln  lU'-fiiliriRhpi  behmdtU  zu  t-chtii 
als  man  jetzt  zu  thun  pflegt  abei  diebelben  hoben  doch  geiir^eie 
Bedeutung  und  sind  wenigei  voüstandig  als  die  ubr^en  batzt 
und  Satzgruppen  des  dritten  Buch'^  DAbei  liegt  es  nahe  die- 
selben als  Hülfssätze  7\\  betiachten  ■v\  eiche  bei  dei  ßeatmnnung 
geometrischer  örter,  wozu  dao  Buch  im  ganzen  nutzlich  lem 
soll,  benutzt  werden  sollen  In  die^ei  Vermutung  bm  ich  be 
stärkt  worden,  wählend  ich  den  Versmh  machte  diesen  Be- 
stimmungen von  Örtem  nachspiueii  DTiubei  weide  ich  im 
nächsten  Abschnitt  benthten  und  da  ich  doit  Gelegenheit 
finden  werde  die  Sätze  anzufühlen  "o  iibeigehe  ich  dieselben 
an  dieser  Stelle. 

Von  viel  gröfseiei  Bedeutung  als  Aie'fe  letzteren  sind  dit 
jenigen  Sätze,  welche  m  30—40  iMedei  lus  dem  Fhchensatzt 
abgeleitet  worden,  und  die  bich  m  den  beiden  Hauptsitzen 
zusammenfassen  lassen  i\elclie  m  dei  modernen  Iheorie  dei 
Polaren  Punkte  der  Pohie  eme&  aufseren  odei  inneren  Punktes 
bestimmen.  Die  erste  diesei  beiden  Bestimmungen  30t  m  dem 
Satze  enthalten,  dafs,  wenn  man  von  einem  Punkte  eine 
Sekante  und  zwei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt 
zieht,  die  von  der  Sekante  abgeschnittene  Sehne 
durch  den  Punkt  und  den  Durchschnittspunkt  mit 
der  Berührungssehne  harmonisch  geteilt  wird. 

Der  a%enieine  Beweis  für  diesen  Satz,  der  bereits  im 
ersten  Buch  für  den  Fall  bewiesen  ist,  wo  die  Sekante  ein 
Durchmesser  ist,  wird  [in  37]  auf  folgende  Weise  geführt. 

Es  werden  —  wie  in  Fig.  26,  wo  der  Umstand,  dafs  Ol 
eine  Axe  ist,  unwesentlich  ist  —  die  durch  den  gegebenen 
Punkt  C  und  den  einen  Berührungspunkt  A  gehenden  Durch- 
messer CI  und  AI  gezogen,  und  um  den  Flächensatz  benutzen 
zu  können  werden  durch  die  Endpunkte  D  und  Z  der  abge- 
schnittenen Sehne  Linien  in  den  diesen  beiden  Durchmessern 
konjugierten  Richtungen  gezogen,  und  diese  Linien  werden  ver- 
längert bis  sie  denjenigen  der  beiden  Durchmesser  schneiden, 
dem  ibi-e  Richtungen  nicht  konjugiert  sind  (die  Linien  DN 
und  DP,  sowie  ZK  und  Zß).  Aus  der  Figur  ergiebt  sich 
dann,  dafs 
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CZ^        A  CLM        A  RZM        CLZR 


ACXO        APBO        CXDP 
Wendet  man  nun   den  FVkchensat'/.'-)   auf  die  Punkte  Z 
und  A  an,  so  ist 

CLZR  (=  CLKI—ZKIE  ^  CLKX—AIC)  =^  ALKA. 
und  auf  dieselbe  Weise  erhält  man 

CXDP  ~  AXNA. 
Folglich  wird 

CZ^        ALKA         AL^  EZ^ 

CD''  ^  A  XNA        AX-'  ""  LI)^  ' 
Der  Satz  ist  also  bewiesen. 

Den  zweiten  Hauptsatz  können  wir  leicht  an  dieselbe  Fig.  26 
anschliefsen,  in  der  S  die  Mitte  der  Sehne  AB  bezeichnet  und 
CT  parallel  der  AB  ist.    Man  erhält  dann  nämlich  mittels  des 


')  Apollonius  wendet  diesen  niclit  unmittelbar  an,  sondern  die  im  dritten 
Buch  [2]  enthaltene  Umformung.  An  dieser  Stelle  sind  die  Citate  in 
Halleys  Ausgabe  wider  Gewohnheit  nicht  ganz  genau. 
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bewiesenen  Satzes,  dafs  ZS  durch  den  anderen  Endpunkt  U  der 
Sehne  I)  0  geht,  und  dafs  S  und  T  die  Sehne  ZU  harmonisch 
teilen.  Da  Z  ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve  sein  kann,  so 
wird  die  Polare  CT  des  inneren  Punktes  S  durch  dieselbe 
harmonische  Eigenschaft  charakterisiert  wie  die  Polare  des 
äufseren  Punktes.  Äpollonius,  der  keinen  der  Ausdrücke  ,har- 
monisch"  oder  „Polare"  benutzt,  beweist  diesen  zweiten  ali- 
genieinen  Hauptsatz  In  38,  wo  mtin  indessen  statt  der  hier 
angedeuteten  Anwendung  des  vorbeigehenden  Satzes  37  eine 
—  auch  nur  angedeutete  —  Wiederholung  des  Beweises  für 
diesen  Satz  findet. 

Die  übrigen  Sätze  derselben  Gruppe  [30 — 40]  rühren  teils 
davon  her,  dafs  wie  gewöhnlich  besondere  Rücksicht  auf  solche 
Fälle  genommen  wird,  wo  die  Punkte  auf  verschiedenen  Ästen 
derselben  Hyperbel  liegen,  teils  auch  rühren  sie  von  der  be- 
sonderen Behandlung  solcher  Grenzfalie  her,  wo  der  eine  der 
vier  harmonischen  Punkte  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  und 
der  ihm  zi^eordnete  die  Mitte  zwischen  den  beiden  letzten 
wird,  oder  wo  der  gegebene  Punkt  auf  einer  Asymptote  hegt. 
Diese  Grenzfälle  hefsen  sich  nach  griechischer  Darstellur^sweise 
der  Form  nach  nicht  in  den  allgemeinen  Sätzen  miteinbegreifen. 
Dafs  Apollonius  dennoch  ihre  Bedeutung  als  Grenzfälle  von 
diesen  vollkommen  richtig  aufgefafst  hat,  sieht  man  ans  der 
Art  und  Weise,  wie  dieselben  in  dieser  Satzgruppe  angebracht 
werden. 

Zur  Theorie  der  Polaren  gehört  noch  der  Satz  44,  wel- 
cher aussagt,  dafs  die  Polare  eines  äufseren  Punktes  mit  Be- 
ziehung auf  eine  Hyperbel  zwei  von  den  Linien  parallel  ist, 
welche  die  Schnittpunkte  z^vischen  den  vom  Punkt  aus  gezo- 
genen Tangenten  und  den  Asymptoten  mit  einander  verbinden. 
Dieser  Satz  ist  von  den  übrigen  Sätzen  über  Polaren  getrennt, 
weil  für  seinen  Beweis  der  erst  in  43  bewiesene  Satz  benutzt 
wird,  dafs  eine  beweghche  Tangente  einer  Hyperbel  auf  den 
Asymptoten  Stücke  abschneidet,  welche,  vom  Mittelpunkt  aus 
gerechnet,  ein  Rechteck  von  konstantem  Inhalt  bilden. 

Der  letzgenannte  Satz  gehört  zu  einer  kleinen  Satzgruppe 
41 — 43,  welche  in  keiner  anderen  als  der  hier  angeführten  Ver- 
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bindung  tnit  dem  früheren  Inhalt  des  Buch^  steht,  die  aber  eine 
besondere  Aufmerksamkeit  verdient,  da  sie  das  giebt,  was  wir 
mit  einem  modernen  Namen  die  Erzeugung  der  verschiedenen 
Kegelschnitte  durch  eine  bewegte  Gerade  nennen  können. 

Da  sich  auf  anderem  Wege  nachweisen  läfst,  dafs  die 
Alten  wirklich  eine  mit  diesem  Namen  stimmende  Anwendung 
von  diesen  Sätzen  gemacht  haben,  wahrend  die  übrigen  Sätze 
des  dritten  Buchs  es  vorzugsweise  mit  den  K^elschnitten  als 
Erzeugnissen  von  Punkten  oder  als  Örtem  für  Punkte  zu  thun 
haben,  so  wollen  wir  die  genauere  Besprechung  dieser  kleinen 
Satzgmppe  bis  zu  einem  späteren  (dem  löten)  Abschnitt  ver- 
schieben, wo  wir  dieselbe  mit  ihren  Anwendungen  in  Verbin- 
dung setzen  können. 

Ebenso  wollen  wir  die  nächste  Satzgruppe  45—53,  weiche 
die  einfachsten  Eigenschaften  der  Brennpunkte  der  Ellipse 
und  Hyperbel  enthält,  und  die  in  keiner  anderen  Verbindung 
mit  dem  übrigen  Inhalt  des  Buchs  steht,  als  dafs  sie  auf  dem 
von  allen  übrigen  Sätzen  des  Buchs  unabhängigen  Satze  42 
aufgebaut  ist,  in  einem  besonderen  Abschnitt  {dem  16ten)  über 
die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  besprechen. 

Ich  habe  den  Eindruck  empfangen,  als  ob  diese  beiden 
Satzgrappen  zunächst  nur  deshalb  ihren  Platz  im  dritten  Buch 
gefunden  haben,  weil  sich  kein  anderer  und  passenderer  Platz 
für  sie  darbot,  indem  dann  die  hier  erwähnte  Verbmdung 
zwischen  einem  einzelnen  Satze  [43]  und  dem  übrigen  Inhalt 
des  Buchs  als  Veranlassung  benutzt  ist  auch  die  übrigen  mit- 
zunehmen. Zugleich  scheint  mir  der  Umstand,  dafs,  wie  wir 
sehen  werden,  in  diesen  Gruppen  in  wenigen  Sätzen  ohne  Um- 
schweife die  einfachsten  und  deshalb  wichtigsten  Eigenschaften 
mitgeteilt  werden,  darauf  hinzudeuten,  dafs  hier  nicht  die  Ab- 
sicht ist  etwas  Neues  geltend  zu  machen,  sondern  einige  be- 
kannte aber  wichtige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zusammen- 
zustellen. 

Df^egen  mufs  ich  vorläufig  den  Versuch  aufschieben  zu 
erklären,  weshalb  die  Satzgruppe  53 — 56  bis  an  den  Schlufs 
des  Buchs  geschoben  ist.  Ihrem  Inhalt  nach  schliefst  dieselbe 
sich  nämlich   ganz  an   die   ereten  Satzgruppen   des  Buchs,   den 
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Flächensatz,  den  Potenzsatz  «nd  die  Sätze  über  Polaren  an, 
indem  sie  die  Kegelschnitte  als  geometrische  Örter 
für  die  Durchschnittspunkte  zwischen  den  sich  ent- 
sprechenden Strahlen  von  zwei  projektivischen  Bü- 
scheln behandelt.  Diese  Grundlage  für  die  Bestimmung  der 
Kegelschnitte  als  geometrischer  örter  in  der  modernen  projek- 
tivischen Geometrie  wird  in  der  That  in  voller  A%emeinheit 
bewiesen,  doch  so,  dafs  die  Projektivität  der  Büschel  auf  eine 
bestimmte  Weise  ausgedrückt  wh'd,  nämlich  durch  die  einfache 
Relation,  weiche  zwischen  den  Punktreihen  stattfindet,  die  sie 
auf  Linien  bestimmen,  welche  durch  jeden  Scheitelpunkt  der 
Büschel  parallel  zu  der  Tangente  im  anderen  gezogen  sind; 
aber  diese  bestimmte  Art  die  Projektivität  auszudrücken  kami 
es  allerdings  mit  sieh  gebracht  haben,  dafs  die  Anwendbarkeit 
viel  geringer  wurde  als  jetzt,  wo  man  in  den  Worten;  die 
Büschel  sind  projektivisch,  alle  die  projektivischen  Eigenschaften 
ausdrückt,  welche  die  moderne  Geometrie  als  bekannt  voraus- 
setzt. 

Es  seien  Ä  und  C  (Fig.  27)  die  festen  Punkte,  AB  und  OB 
die  Tangenten  in  denselben  und  CP  und  AQ  Parallelen  zu 
diesen ;  femer  sei  M  ein  beweglicher  Punkt  des  Kegelschnittes, 
weicher  durch  ÄMP  und  CMQ  mit  den  festen  Punkten  ver- 
bunden wird.  Dafs  die  von  diesen  Linien  gebildeten  Büschel, 
in  denen  die  Tangenten  der  Linie  AC  so  entsprechen,  dafe  P 
auf  C  läilt,  wenn  Q  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  und  Q 
auf  A  fallt,  wenn  P  sich  bis  ins  Unendliche  entfernt,  projek- 
tivisch sind,  läfst  sieh  dann  ausdrücken  durch 
CP.AQ  =  constans. 

Diese  Relation  beweist  Äpollonius  in  54  für  den  Fall,  wo 
die  Kurve  eine  Ellipse,  eine  Parabel  oder  eui  einzelner  Hyper- 
beiast  ist,  in  55  für  den,  wo  A  und  C  jeder  auf  einen  von 
zwei  zusammengehörigen  Hyperhelästen  fallen,  während  M  sich 
auf  einem  derselben  bewegt,  mid  in  56  für  den  Fall,  wo  A 
und  C  auf  dem  einen  Hyperbelast  ii^en,  während  M  sich  auf 
dem  anderen  bewegt. 

Der  Hauptsache  nach  ist  der  Beweis  folgender.  Wenn 
man  durch  M  die  Sehne  MN  parallel  A  C  zieht  und  diese  die 
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Fig,  Tl. 


Tangenten  in  8  und  R  schneidet,  so  wird  Ji!JV  =  M.S ,  \Yeil 
der  Schnittpunkt  mit  dem  Durchmesser  der  parallelen  Sehnen 
die  gemeinsame  Mitte  für  SU  und  3/W  ist.     Das  nach  dem 

Potenzsatz  konstante  Verhältnis  tttt^^ttt?  läfst  sich  also,  indem 

JiJY  .  Km. 

man  zugleich  die  ähnlichen  Dreiecke  der  Figur  Ijenutzt,  folgender- 
raafsen  umformen  i 

RG^      __      RC'^       _  BC     SA_    BG_ 
RN.RM        MS.BM        BÄ'MS'RM 
_  BC     CP.AQ 
~  BÄ"   AC-" 
Bezeichnet   man    den    konstanten   Wert    dieses   Ausdrucks 
mit  X,  so  erhält  man 


"  BC- 
und  der  Satz  ist  dann  bewiesen. 

Der  konstante  Wert  erhält  einen  mehr  symmetrischen  Aus- 
druck, wenn  man  den  Wert  einführt,  der  nach  dem  Potenz- 
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satz  X  zukommt.     Dieser  ist,  wenn  wie  in  Fig.  27  der  Durch- 
messer BG  der  Sehne  AC  die  Kurve  in  E  sehneidet, 
_  FC^^  _   EG^    BC^  __  EG^     BC* 
"  ^  FW  ~^  ~BW  ■  'GG^  '"  BW  '  {AC-  ' 
wodurch  man  erhält: 

CP.AQ  =  ^^.BA.BC. 
Diesen  Ausdruck  —  oder  richtiger  den  darin  einbegriffenen 
fflr  ^^-^f  ^  —  findet  Apollonius  in  54  und  56. 

hl  55  dagegen,  wo  BG  die  Kurve  nicht  schneidet,  zieht 
man  dui'ch  B  eine  Parallele  zur  Sehne  AC,  welche  in  diesem 
Falle  die  Kurve  schneiden  mufs,  da  AG  beide  Äste  schneidet. 
Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Parallelen  mit  einem  der  Äste,  so 
wird  der  Ausdruck  für  z,  wie  wir  beim  Potenzsalze  bemerkt 
haben, 

""  ~  WR'  ' 
und  dann  eihält  man 

AB.BC     ,,-,, 


CP.AQ  = 


Apollonius'  Entwicklur^  weicht  lufser  i)i  du  h  m  der 
Dai'stellung  von  der  hier  gegebenen  eigentlich  nui  daluich  ab, 
dafs  die  hier  benutzten  Ausdrücke  fui  x  gleich  eingetuhit  werden. 

Li  dem  den  allgemeinen  Sätztn  vorangehenden  Satz  53 
wird  der  einfache  Fall  besonders  behandelt,  wo  die  Sehne  AC 
ein  Dm'cbmesser,  die  KuiTe  eme  Ellipse  oder  Hyperbel  ist. 
In  diesem  Falle  läfst  sich  der  Beweis  ohne  Benutzung  des 
Potenzsatzes  allein  mit  Hülfe  der  Gleichungen  für  die  Kurve 
durchführen. 

Dieser  Satz  53  ist,  ebenso  wie  42,  einer  von  den  wenigen,  in 
denen  gleich  auf  die  aus  zwei  zusammengehörigen  Hypei'belästen 
zusammengesetzte  Kurve  Rücksicht  genommen  wird,  euie  Rück- 
sicht, die  im  übrigen  so  einfach  ist,  dafs  sie  nicht  im  Beweise 
erwähnt  zu  werden  braucht,  wo  der  bewegliche  Punkt  doch 
nur  als  euiem  Hyperbelast  zur  Zeit  angehörig  betrachtet  wird. 
Für  moderne  Leser  ist  es  viel  eher  auffallend,  dafs  gesagt  wii'd. 
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dei  Satz  gelte  auLei  für  zusiminengehoiige  Hypfibelaste  auch 
fir  eine  einfache  Hyperbel  (d  h  omen  Hyperbela&t)  ibei  man 
muf-i  bedenken  dala  mau  auth  fni  einen  bolchen  den  Punkt 
tiUPo  Duichne  •^er^  dei  in  Wuklichkeit  auf  dem  mderen  Hj 
peibelist  hegt  als  einen  Endpunkt  htzeichnet  und  was  die 
T-mgenten  m  den  Endpunkten  betrifft  so  werden  diese  in 
die&em  Sat?  und  m  42  nm  tIs  m  dei  Pichtun^  der  zum  Duich 
raesser  gehoi  enden  Oidinaten  gezOt<en  bezeichnet  Die  Satze  be 
Hinnen  nanihch  folgendermalsen  "Wenn  min  m  einer  Hypeibel 
pinei  EUipie  einem  Krei&e  odei  m  entgegengesetzten  Schnitten 
(\  h  zu  ammeiigehoiigen  Hyperbeleisten)  von  den  Endpunkten 
i.'ines  Duichmesaeis  Parallelen  zu  dessen  Oidinaton  aeht  .... 


Siebenter  Abschnitt. 

„Der  Ort  zu  drei  oder  vier  Geraden". 

Wie  wir  gesehen  haben,  soll  Apollonius'  drittes  Euch  den 
zu  der  antike«  Bestimmung')  ,der  Örter  zu  drei 
oder  -rier  Geraden"  enthalten,  und  man  darf  nicht  unterlassen 
das  Mittel,  welches  diese  Mitteilung  über  die  Absicht  und 
Bedeutung  der  angestellten  Säl^e  giebt,  zu  benutzen  um  ein 
tieferes  Verständnis  der  Arbeit  und  der  Betrachtungsarten, 
welche  der  griechischen  Lehre  von  den  K^elschnitten  ihre  Ent- 
wicklung verliehen  haben,  und  der  Bedeutung  der  Resultate, 
welche  dieselbe  erreicht  hat,  zu  gewinnen. 

„Der  Ort  zu  vier  Geraden",  von  dem  der  Ort  zu  drei 
Geraden  ein   specieller  Fall  ist,  ist^)  der  geometrische  Ort 


')  In  der  Vorrede  wird  eigentlich  die  Synthesis  der  Örter  geaannt, 
d.  h.  die  synthetische  Darstellung  der  Beschaffenheit  der  geo- 
metriscJien  Örter  und  ihrer  genaueren  Bestimmung  durch  die  gegebenen 
Stücke;  aber  die  Voraussetzung  für  diese  Darstellung  ist  die  Kenntnis 
der  Bestimmung  selbst  —  und  diese  ist  es,  welche  uns  inter- 
essiert. 

')  Pappus,  Ausg,ibe  von  Hultsch,  S.  (ITS;  mitgeteilt  in  unserem  AnhanEr  -2. 
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für  die  Puitkte,   deren  Abstände  x, 
geraden  J.inien  der  Gleichung 


--  eonstans 


genügeil.  (Von  diesen  Linien  wollen  wir  x  —  0  und  3  =  0 
gegenüberliegende  nennen,  ebenso  ^  =  0,  m  =  0). 

Die  Abstände  werden  nicht  nur  auf  den  auf  die  Geraden 
gefällten  Senkrechten  gemessen,  sondern  auch  allgemeiner  auf 
Schiefen,  die  in  gegebenen  Richtungen  gezogen  sind,  was  übri- 
gens, wenn  gleichzeit^  die  Konstante  sich  entsprechend  ver- 
ändert, keine  andere  Bestimmung  des  Ortes  liefert. 

Wir  werden  bald  zeigen,  welche  Lösung  dieser  Aufgabe 
ApoUonius  wahrscheinhch  kannte  und  —  wie  er  sagt  —  durch 
die  Verbesserungen  der  Theorie,  welche  er  in  seinem  dritten 
Buche  einführte,  vervollständigte ;  aber  zuerst  wollen  wir  einigen 
falschen  Auffassungen  entg^entreten,  die  ebenso  wie  ein  früher 
erwähntes  Mifsverständnis  ihren  stärksten  Ausdruck  bei  Des- 
cartes  gefunden  und  sicherlich  das  Ihrige  dazu  beigetragen 
haben,  dafs  man  sich  auch  später  so  wenig  bemühte  den 
Mitteln  der  Alten  zur  Bestimmung  von  Ortera  nachzuspüren. 

Aus  Äufserungen  in  der  Vorrede  geht  unzweifelhaft  heiTor, 
dars  Äpollonius  eine  vollständige  Lösung  besafs.  Da  Äpollonius, 
so  weit  mir  bekannt,  sich  nirgendwo  auf  mathematischem  Ge- 
biete als  unzuverlässig  erweist,  so  verdient  er  voUes  Vertrauen, 
und  zu  seinen  Worten  stimmen  auch  die  —  dem  Äpollonius 
nicht  freundlich  gesirmten  —  Äufserungen  des  Pappus  in  der 
Einleitung  zum  7ten  Buch ').  Er  sagt  nämlich  in  vollkommenster 
Übereinstimmung  mit  Äpollonius'  eigenen  Äufserui^en,  dafs, 
dieser  selbst  die  Aufgaben  allein  durch  die  Satze,  die  zu 
Euklids  Zeit  bekannt  waren,  nicht  vollständig  hätte  lösen 
können.     Descartes,   der  diese  Worte  so  verstanden  hat,  als 


')  Veigl   Anhaag  '1     Dasselbe,  was  wir  hier  geltend  machen,  wird  auch 
von  Heiheig  hervorgehoben  (Litterar^eschichthche  Studien  über  Euklid, 
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ob  ÄpoÜonms  die  Lösung  der  erwähnten  Aufgabe  überhaupt 
nicht  Toilendet  habe,  bemerlct  ferner i),  dafs  Pappus  sage,  der 
geometrische  Ort  werde  ein  Kegelschnitt.  Aber,  fahrt  er  fort, 
Pappus  läfst  sich  nicht  darauf  ein  diesen  K^elschnitt  zu  be- 
stimmen oder  zu  beschreiben,  Wunderhch  genug  gelangt  Des- 
eartes  durch  diese  Worte,  welche  augenscheinhch  dazu  bestimmt 
sind  die  Vorzüge  der  neuen  Methode,  der  analytischen  Geo- 
metrie, zu  ze^en,  gerade  dahin  der  alten  Geometrie  einen 
der  wicht^sten  dieserVorzüge  beizulegen  um  ihr  dagegen  solche 
abzusprechen,  welche  sie  jedenfalls  vor  seiner  eigenen  Behand- 
Imig  derselben  Aufgabe  Yorausgehabt  haben  mufs.  Einer  der 
grofsen  Vorteile  der  analytisch^eometrischen  Bestimmung  eines 
geometrischen  Ortes  ist  namiich  die  Leichtigkeit,  mit  der  sie 
zeigt,  dafs  dieser  Ort  eine  Gerade,  ein  Kegelschnitt  u.  s,  w,  ist, 
wahrend  die  genauere  Bestimmung  der  gefundenen  Linie  mit 
mehr  Schwierigkeit  verbunden  ist.  Bei  der  Benutzung  von 
Methoden,  die  einen  geringeren  Grad  von  Allgemeinheit  besitzen, 
wird  dagegen  der  Nachweis,  dafs  eine  Kurve  ein  Kegelsclmitt 
ist,  direkter  darauf  ausgehen  zu  zeigen,  dafs  dieselbe  mit 
einem  vollkommen  bestimmten  Kegelschnitt  zusammenfällt.  Was 
nun  Descartes'  eigene  fernere  Bestimmung  desselben  gometri- 
schen  Ortes  betrifft,  so  b^nügt  er  sich  damit  ein  Paar  konju- 
gierter Durchmesser  und  die  Form  zu  finden ,  welche  die  Glei- 
chung durch  Beziehung  auf  diese  annimmt.  Dadurch  ist  die 
Km-ve  allerdings  bestimmt,  aber  nur  weil  man  dann  auch  weifs, 
dafs  die  Gleichung  der  Kurve  dieselbe  Form  durch  Beziehung 
auf  ein  Paar  rechtwinkliger  Äxen,  die  sich  dann  auch  bestim- 
men lassen,  behält.  Für  diese  letztere  Bestimmung,  welche, 
me  aus  der  elementaren  analytischen  Geometrie  bekannt  ist, 
den  schwierigsten  Teil  der  Bestimmung  eines  durch  die  allge- 
meine Gleichung  zweiten  Grades  gegebenen  Kegelschnittes  aus- 
macht, giebt  Descai'tes  in  seiner  Geometrie  keine  Anleitung, 
sondern  er  bezieht  sich  ganz  einfach  auf  Apollomus.  Dazu  ist 
er  selbstverständlich  vollkommen  berechtigt,  aber  seine  herab- 


')  Geometrie,  Ausgabe  i'oii  van  Schonten,  S.  lU. 
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setzenden  Bemerkungen  über  die  Geometrie  der  Alten  \i"erden 
dadurch  noch  imbilligei. 

Wie  Deseartes  die  Beweise  dafür,  daTs  Apoilomus  wirklich 
die  erwähnte  Aufgabe  gelöst  hat,  übersehen  haben  kann,  wird 
übr^ens  dadurch  erklärhch,  dafs  ApoUonius  seine  Lösui^  nicht 
ausdrücklich  mitteilt,  und  dieser  Umstand  mag  auch  auffaUend 
erscheinen.  Ich  vermag  denselben  nicht  anders  ais  dadurch 
zu  erklären,  dafs  er  angenommen  hat,  die  Bestimmung  eines 
geometiischen  Ortes,  selbst  wenn  derselbe  ein  Kegelschnitt 
wird,  gehöre  nicht  in  ein  systematisch  und  synthetisch  dar- 
gestelltes Werk  üljer  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte.  Der 
Bew^grmid  hierfür  kaim  wiederum  der  gewesen  sein,  dafs 
die  Lehre  von  der  Bestimmui^  der  Örter  weitläufig  genug 
wai'  um  ein  ganzes  seihständiges  Werk  zu  füllen.  Für  die 
Richtigkeit  dieser  Erklärung  spricht  der  Umstand,  dafs  kein 
Theorem  bei  ApoUonius  dii'ekt  aussagt,  dafs  ein  gewisser  geo- 
metrischer Ort  ein  Kegelschnitt  sei,  wenn  dieselben  auch  oft 
Ortstheoreme  sind,  insofern  sie  ze^en,  dafs  umgekehrt  alle 
Punkte  eines  Kegelschnittes  eine  gewisse  Eigenschaft  haben. 
Hierzu  stimmen  ferner  die  ältesten  bekannten  Titel  für  Werke 
über  Kegelschnitte,  nämlich  Euklids  vier  Bücher  über  „Kegel- 
schnitte" im  Gegensatz  zu  Äristäus  fünf  Büchern  iöber 
..körperliche  Örter".  Das  erste  von  diesen  ist  uEich  Pap- 
pus'  Bemerkui'^  (vei'gl.  Anhang  2)  durch  ApoUonius'  voUstän- 
(hgeres  Werk  ersetzt.  Das  zweite  hat,  nach  seinem  Platze 
in  Pappus'  woMgeordnetem  Verzeichnisse  von  Werken,  die  zu 
der  antiken  analjtischen  Geometrie')  gehörten,  um  eine  Stufe 
höher  gestanden  —  wenn  es  auch  vor  den  hier  erwähnten 
Lehrbüchern  der  Kegelschnitte  geschrieben  worden  ist  — ,  und 
auf  Grund  der  Übereinstimmui'^  seines  Titels  mit  dem  von 
ApoUonius'  ebenen  Örtern  mufs  man  annehmen,  dafs  es  geo- 
metrische Örter  behandelt  habe,  welche  Kegelschnitte  werden. 


')  Ausgabe  von  Hultsch,  S.  636  \nidiii  ist  bei  -.einem  Vei-suclie  die 
vefloTene  Schrift  des  A  i'  i  s  1 1  u  &  iviedeihei  zustellen  \  oa  dei  selben 
allgemeinen  Auffassimg  ihreq  Inhalten  ausgegangen  die  hiei  geltend 
gemacht  wird. 
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Üis  atüniut  Audi  zu  Pappn-i  Aufsei  ungen  ubti  dif  ui^pfuhit  i 
Bnchei  Wenn  namhch  Pippus  zu  dessen  Zeit  Äii=!taus  Weik 
noch  existierte,  sagt')  dafs  Euklid  wedPi  {dem  noch  lebenden) 
Aiistaus  zmorkommen  (uEimlich  mit  Beziehung  aiit  mögliche 
weiteie  Entdeckungen)  noch  einen  neuen  Giund  fui  dit^ellj*^ 
Lehie  legen  wolle  '^o  fo^  hieiaus  difi  Euklid  m  seinein  Weikf 
ein  anderes  Ziel  verfolgte  als  Äristaus  denn  bezweckte  %em 
Werk  dasselbe  wie  das  des  Anstaus  so  muffte  ei  ]a  eben  die 
Ab-iicht  haben  aut  diesem  Gebiete  etwas  besseiei  henorau- 
biingen  als  das  was  bereits  voilag  Pappiis  mnfs  alao  meinen 
dafs  Eukbd  dei  ebenso  wie  Ajollonius  die  ailgememe  Lebie 
lon  den  Kegelschnitten  behandelte  dieselbe  mit  Beziehung  ■iut 
den  Punkt  luf  den  e^  hiei  ankommt  nicht  weiter  fühlte  al"- 
notwendig  tt'ir  um  Äri'.lxus  unvollständige  Bestinmiung  „des 
OiiB  zu  diei  odei  viei  Geiaden"  zu  begiunden  oder  sjnthetisch 
daizustellen  dessen  Werk  ist  also  mcht  eine  ailgememe  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  gewesen  sondern  hat  in  Ubeiemstim 
mnng  mit  seinem  Ninien  nii  die  ?u  dieser  Lehie  g  h  ir  In 
Bestimmungen  geometri^Lhei   Oitei  hehindelt  ) 


)  lubgabe  von  HultAch  s,  676  (unsei  Änhdng  2)  Meine  Äuffii.  ung  lej 
Worte  stimmt  mit  dei  ubeiein  welche  Heiberg  Litterirgeichi  ht 
hebe  'Studien  über  Euklid  S  S4^8G  geltend  gemacht  hat  und  norai« 
er  aicberlich  mit  Recht  schliefat  daf  wie  ApoUonius  sagt  die  alteien 
Lösungen  der  iiifgaben  über  „Örter  zu  irei  und  vier  Geraden  nicht 
loU^äHdig  waren 

)  Mit  RicLsichl  darauf  dafs  nicht  nm  ApoHomui  seinen  Tade!  allein 
^egen  Entlid  nebtet  sondern  auch  Pappua  bei  „dem  dei  zuei-st 
darüber  schneb'  an  Euklil  zu  denken  scheint  kann  man  \ielleii,ht 
in  meinei  Be  ei-htieung  zneifeln  die  teilweLse  Bestimmung  des  Ort'- 
zu  iiei  Oeiaden  auf  Äriitaus  zunckzuf  bien  Die^ei  ZweiJel  ivuide 
ndes  en  lie  Hauptsache  nämhch  die  Begrenzui^  dei  älteien  Be  tin 
mung  imd  die  Art  wie  iie  BestimmunR  au  geblhrt  ■nird  gar  nicht 
tieffen  Unsere  im  Fo!^ndea  gegebenen  Eiklstningen  werden  aucli 
\ann  ihre  Gültigkeit  behalten  nenn  Pappus  nur  meint  difs  Eukl  d 
Be'^immung  unvolbtändig  aem  mulste  werl  er  dreselbe  alfeememe 
Auffassung  1er  Kegelschnitte  benutzte  iie  Ari'itJi.uf,  bei  andeien  ahn 
heben  Bestimmungen  von  Urtern  anwandte  Da,  oben  arfge  teilte 
\e  hältnis  /wischen  Eukhd  und  Aiistäus  laf'.t  ich  dcch  ge\iiffl  nich 
festhalten  wenn  man  beachtet  dafs  das  wovon  bei  Euklid  die  Rede 
ist     die   ^yntbes  s   des  Orts   olei    die  sjntbetisUie   Darstellung   lofi. 
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Indessen  bleibt  es  doch  auffallend,  dafs  ApoUonius  auch 
nicht  die  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  entspre- 
chende theoretische  Umkehrung  des  Satzes  mit  ange- 
nommen hat,  dafs  jeder  vorgelegte  Kegelschnitt  —  und 
zwar  in  Beziehung  auf  jedes  einbeschriebene  Viereck  — 
die  E^enschaften  besitzt,  welche  den  Ort  zu  vier  Geraden  cha- 
rakterisieren. Der  Gmnd  mag  wohl  der  sein,  dafs  man,  in 
Anspruch  genommen  von  der  gi'öfseren  BeschwerUchkeit,  welche 
die  Bestimmung  des  Orts  venu'sacht  hat,  den  theoretischen 
Satz  nur  als  Appendix  zu  dieser  betrachtet  hat.  Aus  der 
Natur  der  Sache  und  allen  vorliegenden  Ar^aben  geht  hervor, 
dafs  derselbe  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  ein  Durchgar^sglied 
war  und  jedenfalls  denen  nicht  unbekannt  gewesen  ist,  welche 
sich  auf  eir^ehende  Weise  mit  dem  Ort  zu  vier  Geraden  be- 
schäftigt haben.  Ist  derselbe  also  bekannt  gewesen,  tmd  zwar 
teilweise  dem  Aristaus  und  Euklid  und  vollständig  dem 
ApoHonius,  so  ist  der  Name  Theorem  des  Pappus,  den 
Chasles  demselben  gegeben  hat,  nicht  zutreffend  —  um  so 
weniger,  als  auch  Pappus  nur  die  Bestimmung  des  Orts  und 
nicht  das  umgekehrte  Theorem  erwähnt.  Wir  werden  dasselbe 
deshalb  in  der  Folge  den  Satz  vom  e;inbeschriebenen 
Viereck  nennen. 

Wenn  man  nun  nach  allen  vorliegenden  Erläutermigen, 
namentlich  nach  den  von  Pappus  bestätigten  Worten  des 
Apollonius  in  der  Vorrede,  eine  Wiederherstellung  der  antiken 
Bestimmimg  des  Orts  zu  vier  Geraden  unternimmt,   so  nm!s 

de^-eii  Bestin  munR  i&t  Anitaii«  liat  dann  vielleitht  he  Bestimnmng 
les  Otts  analytisch,  bii*  zu  einem.  Satze  znvuckgefühit  den  er  lon  dei 
allKemeineü  Lehie  ton  den  Kegel'^chnitten  her  alb  bekannt  voraus 
letzte  nach  der  ÄuffasAung  die  im  folgenden  geltend  gemacht  wiid 
mliWe  lie's  der  Potenziatz  sein  Waien  diesei  und  die  /ugehöngen 
Bestunnmiyen  damals  voll'itlndig  so  ^le  sie  ea  bei  ApoUonma  sind 
-r  wiirde  Au-tlus  Anilysis  auch  voUständv  "eiü  und  die  Mittel  zur 
synthetischen  Bestimmung  des  Orts  wöiden  ^oihegen      Deshalb  hdlt 

ich  Apollomua  an  Euklid  als  denjenigen  bei  dem  man  da«  ^el■mlfst 
w«6  an  der  voUatSnligen  Bestmimui^  fehlt  Dals  Euklid  etwas  junger 
ist  als  Aiistaui  ist  im  übrigen  Gnnjnd  genug  dafHr  dafs  ApoHonms  ^h 
Veitietei  des  Standpunktes    ül  ei  den  ei  selbst  zunächst  •^leh  eihebt 

Jen  PI  fei   n  ntdnif 
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dieselbe  einer  doppelten  Fordeiung  ^cni^en  sie  inurs  sich  vor 
Apollonins'  Zeit  teilweise  haben  lusfuhren  lassen,  und  sie  mul's 
durch  Apollonins'  Sätze  im  dritten  Buch  vervollständigt  werden 
können.  Damit  Apollonius'  Äufserungen  fui  Mathematiker  seiner 
Zeit  verständlich  sein  konnten  muls  nbeidies  angenommen 
werden,  dafs  diese  Anwendung  lemes  diitten  Buchs  so  nahe 
gelten  habe,  dafs  seine  Sätze  unmittelbar  von  denen  benutzt 
werden  konnten,  die  —  vielleicht  durch  Aristäus  —  die  frü- 
here Bestimmung  kannten. 

Da  der  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck  In  der  modernen 
Geonieti'ie  im  wesentlichen  nur  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Er- 
zeugung der  Kegelschnitte  durch  projektivische  Büschel  ist,  so 
liegt  GS  nahe  die  Hülfsmittel  für  die  Bestimmung  des  Oxis  zu  vier 
Geraden  in  der  letzten  Satzgruppe  des  dritten  Buchs  [53—56] 
zu  suchen.  Die  Art,  wie  die  Projektivität  der  Büschel  hier 
bestimmt  wird,  ist  indessen  —  wie  wn-  Gel^enheit  nehmen 
werden  im  näclisten  Abschnitt  ausführlicher  zu  zeigen  —  niclit 
wohl  gee^et  als  Übergang  zu  der  al^emeuien  Bestimmung 
des  Orts  zu  vier  Ga'aden  zu  dienen.  Aber  es  giebt  eine  andere 
Art,  wie  sich  die  zwischen  dem  Inhalt  der  angeführten  Satz- 
gruppe mid  dem  Ort  zu  vier  Geraden  existierende  Verwandt- 
schaft benutzen  läist,  nämlich  durch  einen  Versuch,  ob  nicht 
eine  etwas  veränderte  Anwendung  derselben  Beweisführung, 
welche  sich  in  der  Satzgruppe  findet,  zur  Bestimmung  des  Orts 
führen  könne. 

Betrachten  wir  nun  diese  Beweisführung,  die  wh'  am 
Schlüsse  des  vorigen  Abscbnitls  mitgeteilt  haben,  so  ergebt 
sich  sofort,  dafs  die  darin  durch  eine  einfache  Anwendung  des 
Potenzsatzes  gefundene  und  darauf  weiter  umgeformlo  Bcla- 
tion  (Fig.  27) 

BM.  MS 


BO'' 


=  constans 


die  specielle  Form  ist,  welche  der  Satz  vom  einbeschriebenen 
Viereck  annimmt,  wenn  zwei  g^enüberh^ende  Seiten  des- 
selben in  Tangenten  übergehen,  wodurch  die  beiden  anderen 
in  der  Berühmt^sehne  zusammenfallen.  Mit  Ausnahme  kon- 
stanter Faktoren  sind  nämlich  BM  und  MS  die  Abstände  des 
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Kiu'veiipunktes  M  von  den  Tangenten  BÄ  und  BC,  und  HC 
der  Abstand  von  der  Berührungssehne  ÄO,  oder  diese  Strecken 
sind  eben  die  Ahstände,  in  iestimmten  schiefen  Richtungen 
geraessen.  Der  so  gefundene  specielle  Fall  des  Satzes  vom 
einheschriebeneii  Viereck  erhält  ein  besonderes  Interesse  dadiu-ch, 
dafs  der  geometrische  Ort  eines  Punkte  M,  der  umgekehrt 
durch  die  hier  gefundene  Relation  bestimmt  wird,  derjenige 
ist,  den  ApoUonius  unter  dem  Namen  Ort  zu  drei  Ge- 
raden besonders  erwähnt.  Dadurch  gewährt  die  Satzgruppe 
auch  Aufkläi'ung  über  die  Bestimmung  dieses  Orts,  und  dieselbe 
ist  vielleicht  gerade  am  Schlüsse  des  Buchs  als  Beispiel  für  den 
in  der  Vorrede  erT,vähnten  Gebrauch  ar^eführt,  der  sich  vom 
Inhalte  des  Buchs  zm-  Vervollständigung  der  Bestimmungen 
solcher  geometrischen  Örter  machen  iäfst,  die  früher  nur  teil- 
weise bekannt  waren. 

Wir  wollen  uns  nicht  besonders  mit  dem  Ort  zu  drei 
Geraden  beschäftigen ,  sondern  uns  damit  begnügen ,  den- 
selben als  einen  Specialfal!  des  Orts  zu  vier  Geraden  zu  be- 
trachten, aber  wir  wollen  versuchen,  ob  uns  nicht  auch  ein 
AVink  mit  Beziehung  auf  die  Bestimmung  dieses  letzteren 
g^eben  sein  sollte.  Es  zeigt  sich  dann  sofort,  dafs  die  gemachte 
Anwendui^  des  Potenzsatzes  sich  weiter  ausdehnen  mid  zu 
einem  Beweise  für  den  Satz  von  einbeschriebenen 
Vierecken  in  allen  den  Fällen  machen  lafst,  wo  diese 
Paralleltrapeze  sind. 

Wenn  AB  (Fig.28)  eme  feste 
Sehne  eines  K^elschnittes  ist  und 
MN  eine  Sehne  von  gegebener 
Richtur^,  welche  AB  in  E  schnei- 
det, so  \7ird  nach  dem  Potenzsatze 

Mli .  EN 

-ÄETRB   =  ^°"^*^^- 

Trägt  man  nun  auf  der  be- 
weglichen Sehne  MS  =  MN  ab, 
so  ist  nach  den  Sätzen  über 
Durchmesser  der  geometrische 
Ort  für  den  Punkt  S  eine  Sehne 
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CD,  welche  den  Durchmesser  der  Sehnen  MN  in  demselben 
Punkte  schneidet  wie  AB,  und  deren  Endpunkte  C  und  D  aut 
den  der  MN  parallelen  Linien  AC  und  BD  liegen.  Die  Ab- 
stände X,  y,  s,  M  des  beweglichen  Kui"venpunktes  M  von  den 
Seiten  des  Trapezes  ABDC  werden  also  der  Bedingung 

—  =  constans 
genügen. 

Da  ABDC  ein  beliebiges  einbeschriebenes  Parallel trapex 
sein  kann,  so  ist  der  Satz  vom  einbeschriebenen  Viereck  nun 
für  ein  solches  bewiesen, 

Soll  man  umgekehrt  den  geometrischen  Ort  für  einen 
Punkt  M  bestinunen,  dessen  Abstände  x,  y,  z,  u  von  den 
Seiten  eines  Trapezes  dieser  Bedingung  genügen,  so  kann  man 
durch  eine  passende  Veränderung  der  gegebenen  Konstante  die 
Abstände  in  denselben  Richtungen  wie  in  Fig.  28  rechnen,  so 
dafs  man  erhält 

_  MM  .  MS  _  ^_Ji^' 
AB. MB  AR. ÜB' 
wo  /  eine  gegebene  Konstante  ist.  Darauf  mnl's  man  versuchen 
einen  Kegelschnitt  in  Übereinstunmung  mit  dem  bewiesenen 
Satze  zu  bestimmen,  und  zwar  mufs  man  die  Bestimmmig  so 
vornehmen,  dafs  man  mittels  derselben  synthetisch  den  Beweis 
dafür  durchführen  kann,  dafs  diel  Punkte  des  gefundenen  Kegel- 
schnitts wirklich  für  den  gegebenen  Wert  von  l  die  gegebene 
Bedingung  erfüllen;  denn  von  vornherein  weifs  man  nicht,  dafs 
der  geometrische  Ort  immer  em  Kegelschnitt  wird. 

Bevor  wk  dies  nun  genauer  durchführen,  wollen  wir  doch 
versuchen  uns  darüber  zu  vergev^issern ,  dafs  wir  wh'küch  auf 
der  richt^en  Spur  nach  der  antiken  Bestimmung  des  Orts  zu 
vier  Geraden  sind  ^). 


'\  Nichdpm  [th  m  mcffli  liM  genauem  inschluK  an  die  eigenen  Vliiitteii 
dec  Alten  die  hier  und  im  tolgenden  Abschnitt  danfestelle  Restitution 
dei  antiken  Bestimmui^  de-.  Ort*,  zu  vier  (reiaden  durchgeführt  hatte 
habe  ich  die^  dur^h  eiue  Zuaammenstellimg  mit  der  Bestimmun,; 
die'sea  Orta  geprüft    «eiche  «iLh  7ii  Anfang  der  Sectio  V  (on  Neivtoui 
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Eist  lieben  «ii  iiu^  daduich  dafb  wn  die  Beweise  fiu  ilit 
baiie  _>4— 50  lu  Aiiollouiu-.  dnttem  Buche  zum  ÄU'Sgaiigopnnkt 
jienommen  habtn     überzeugt,  dals   dei   Gebrauch,    den  yni 

Principia  findet  wohl  beabsichtigt  Newton  Lerne  sclclie  Restitution 
tljei  da  ei  mit  seinei  gnlndhchen  Kenatiuss  ivad  seinei  wohlbekannten 
Weitachätzung  dei  Schnften  der  Alten  die  Giundlage  tOr  seine  Bestim 
mung  ausdrücklich  ÄpoEoniu^j  zu-chieibt  so  i&t  es  eimgermifsen  walu 
scheinlich  dafa  er  iiellach  dieselben  Wege  eingeschlagen  hat  die 
Apollonius  hat  bahnen  wollen 

Bei  dieser  Piufung  ei^ab  sich  dafs  Sewton  eben  dieselben  Beweise 
lih  den  'latz  lom  eiiibeachiiebeneaViereck  sowohl  wenn  dasielbe  eni 
Tiapez  ist  als  wenn  es  eine  behebige  Foim  bat  geführt  hat  die  ini 
hiei  und  m  lern  fönenden  \bbchnitt  den  Alten  beilegen  Dagegen 
verfährt  Newton  etwas  andei«  bei  dem  Beweise  dafui  dais  iei  Ort 
zu  \iei  Geraden  immer  ein  Kegelschnitt  ist  und  )iei  dei  hieran  ge 
knüpften  Bestimmung  des  Xegelsohnittes  Den  ewteien  eihait  ei  indem 
ei  -,n,h  daiaiif  stützt  dafs  ein  Kegelschnitt  durch  5Punite  Yolliommen 
beatimmt  ist  wonach  reichhche  Mittel  zui  genaneien  Bestmunung  des 
Orts  zur  Verft^ng  stehen  Da  Äpollonins  im  vierten  Buche  selb  t 
bev  eist  ddl=  zwei  Kegelschnitte  sich  höchstens  in  4  Punkten  schneiden 
so  benutzt  Neivton  hieibei  m  Wirkhchkeit  keinen  Sit?  der  Apollonius 
imbekannt  war  Da  indessen  besonders  das  dritte  Buch  bei  dei 
BestimniuBg  des  eniahnten  geometiischen  Orts  benutzt  weiden  soll 
und  man  die  genaueren  Untersuchimgen  dieses  Buches  nicht  notig 
hit  wenn  min  zuerst  daion  ausgeht  dafs  die  Kuive  durch  5  Punkte 
^olltonmien  bestimmt  ist  so  glaube  ich  nicht  dafs  Neivtjns  Bestim 
mimfe  mit  der  dei  Alten  vollkommen  öbeiemstimmt  Das  Verfahien 
welche"  wu  im  fo!^enden  den  Alten  zuschieiben  ist  ein  umgekehrte« 
und  stützt  sich  in  groJsem  Umfange  auf  Apollonius  drittes  Buch  Wii 
nehmen  an  dal«  die  Alten  den  Beweis  dafui  dafs  der  Ort  em  Kegel 
schnitt  wffd  an  die  wnkliche  Bestimmung  dieses  Kegelschnittes  ange 
schlissen  haben  Die  Durchfuhrang  desselben  zeigt  nun  alleidmg 
dals  em  solchei  Kegelschnitt  durch  "i  Punkte  bestimmt  ist  aber  Bui 
indem  sie  zeigt   \Me  ei  bestimmt  wird 

Ähnliche  Grmde  in  Veibindung  mit  mehieien  ubei  die  wir  spatei 
berichten  werden  hindern  uns  unseie  Restitution  der  antiken  Bestim 
muBg  des  Orts  /u  vier  Geladen  aut  eine  Konstruktion  einei  Ellipse 
Imth  T  Punkte  aufzubauen  die  sich  bei  Pappus  iindet  Auch  mil 
diesei  Konstruktion  «timmt  dieselbe  indessen  teils  dann  üherein  dnfs 
sie  auf  Ann  endimg  des  Potenzsatzes  beruht  teils  dann  daü  dei  Fall 
wo  zwei  von  den  Geraden  —  bei  Pappus  zwei  von  den  Veibmlui^s 
luuen  zwischen  den  filnl  Punkten  —  parallel  sind  erst  für  sich  be 
handelt  wird    wonach  die  allgemeine  Au%abe  hierauf  7uiuek  gefuhrt 
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vom  PoteiiZ'iatzp  peimtht  hibpii  und  teinei  \on  den  dinii 
geknüpften  Besüuimuijgen  vom  Weite  des  konstanten  Verhilt 
nisses  ma(,hen  weiden  deraitig  i-jt  dif-5  iiich  Apolloniu'.  nnt 
ihm  vertraut  gern  konnte 

Dag^en  konnte  es  bedenkbch  ei'^chemen  diTb  man  lut 
dem  eingesthhgeneu  V/ege  niu  zui  Bestnnuiiuig  des  Oits  /n 
vier  Geraden  |jelaiigt  i^enn  die^e  em  Tiapez  bilden  Hieini 
liegt  eine  Auffordeiung  zu  versuchen  ob  man  muht  duich 
andere  Anwendungen  dei  Sitze  m  Apollomuis  dnttem  Bicht, 
weiter  gelangen  konnte  Deis  lafst  sich  indessen  kium  durch 
führen,  wenigstens  nicht  auf  eine  himeichend  einfathe  Alt 
Dagegen  ist  e^  —  \vie  wsi  nn  folgenden  Abschnitt  sehen  y\ei 
den  —  nicht  schwierig,  die  Bestimmung,  wodurch  eine 
Kurve  als  Ort  zu  vier  beliebigen  Geraden  definiert 
wird,  in  eine  solche  umzuwandeln,  wodurch  sie  auf 
dieselbe  Weise  auf  die  Seiten  eines  Trapezes  bezogen 
wird.  Da  diese  Umwaiidelung  durch  Mittel  vollzogen  wird, 
welche  vor  der  Zeit  des  Apollonius  vollständig  bekannt  waren, 
so  hat  Apollonius  in  dieser  Beziehung  nichts  zu  vervollständigen 
gehabt.  Aber  da  die  Voraussetzung  dafüi-,  dafs  diese  Umfor- 
mur^  vollen  Nutzen  gewähren  soü,  darin  besteht,  dals  man 
die  Aufgabe  vollständ^  behandeln  kann,  wenn  die  Linien  ein 
Trapez  bilden,  so  gelangen  wir  zu  voller  Übereinstimmung  mit 
den  Äufserungen  in  Apollonius'  Von-ede,  wenn  sich  nui-  nach- 
weisen läfst,  dafs  die  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Ge- 
raden, weiche  ein  Trapez  bilden,  teilweise  mit  Hülfe 
dessen  durchgeführt  werden  kann,  was  vor  Apol- 
Eonius'  Zeit  bekannt  war,  aber  erst  vollständig  durch 
das,  welches  sich  in  Apollonius'  drittem  Buche  findet. 

Was  das  war,  das  man  vor  Apollonius'  Zeit  vermifste, 
wird  deutlich  durch  die  Verbindung  zwischen  dem  Ort  zu  vier 
Geraden  und  dem  Theorem  vom  einbeschriebenen  Viereck.  In 
Übereinstimmung  mit  diesem  Satze  sollte  der  gesuchte  Ort  ein 
Kegelschnitt  sein,  der  um  das  aus  den  vier  Geraden  gebildete 
Viereck  beschrieben  war  —  sei  es  nun,  dafs  dieses  ein-  Trapez 
wai-  oder  nicht  — .  Das  ist  auch  nach  modemer  Auffassung 
immer  der  Fall.    Indem  die  Griechen  dagegen  emen  einzelnen 


y  Google 


Prüfung  des  eingeschlagenen  Weges.  137 

Hyperbelast  ^Is  irifu  vulWxnligeii  RegpkchniU  Letii  litet™ 
so  hat  in  dem  Falle  wo  dei  geometii^che  Ort  nach  un&eier 
Auffassung  tme  vollständige  Hyperbel  sein  wmde  dei  eme 
oder  andere  von  deien  Asten  «men  solchen  selbständigen  Ted 
derselben  gebddet  diL  sit  -^Kh  —  i^enigstens  voiiaufig  —  init 
dessen  Betrachtung  begnügt  hiben  Welchei  von  den  Asten  e" 
dann  sein  sollte  ist  von  einer  genaueien  Bestunmur^  abhdi^ig 
gewesen,  die  auch  dann  schon  notwendig  war  wenn  dei  Oit  nicht 
aus  den  beiden  voUstan  ligen  Ilegel-schnitten  zu^ianimengesetzt 
sein  sollte,  die  ni-m  jetzt  ah  den  ^\eitpn  ^  A  dei  Konstanten 
entsprechend  eihilten  wurde  Diese  genauere  Besümuiiuig  kann 
mögUcherweibe  dann  bestinden  hs,bpn  dafs  dei  konstinte 
Wert  des  Verhalinibses  duith  emtn  Punkt  des  gesuchten  Orti 
bestimmt  wuide  duich  den  dann  auch  der  Kegelschnitt  odei 
blol's  der  Hyperbela'^t  den  man  eben  i,K  den  Ort  /u  Mei  Ce 
raden  auffas'ien  wollte  gehen  sollte 

Um  nun  zu  bewei-^en  dafs  em  aolchei  Hyperbeli^t  de) 
nicht  durch  alle  JLckpunkte  dea  Viereck-^  geht  dei  Ort  zu  den 
vier  Geraden  sem  kann  und  um  ilso  auch  den  Ort  zu  beitimmen 
welcher  dem  Weite  von  X  dei  tu  emei  solchen  Hyperbel 
t'ühi-t,  entspricht,  ist  es  notwendig,  dafs  man  die  Verbin- 
dung des  Hyperbelastes  mit  dem  anderen  Äste  der- 
selben vollständigen  Kurve  kennt,  und  namentlich,  dafs 
man  die  hierauf  bezüglichen  Erweiterungen  ajier  der  Sätze  und 
Bestimmungen  kennt,  welche  beim  Beweise  des  Satzes  vom 
einbeschriebenen  Viereck  und  bei  der  umgekehrten  Bestimmung 
solcher  Örter  benutzt  werden. 

Aus  der  Vorrede  zu  Apollonius'  viertem  Buche ')  sieht  man 
nmi  allerdings,  dafs  andere  vor  ihm  zusanimer^ehörige  Hy- 
perbeläste betrachtet  und  Verständnis  für  deren  Bedeutung  bei 
Untersuchungen  gehabt  haben,  welche,  wie  wir  im  neunten 
Abschnitt  zeigen  werden,  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geraden  mindestens  nahe  gestanden  haben;  aber  die  voUstän- 
dige  Durchführang  der  hierher  gehörigen  Untersuchungen  und 
Beweise  ist  sicher  das  Werk    des   Apollonius.      Die   Gründe, 

■)  Vergl.  Anhang  1. 


y  Google 


J38  Siebentel'  Abselmitt. 

welche  uns  dahin  bringen  dies  zu  behaupten,  wollen  \vir  hier, 
wo  wir  ausdrüclilich  Gebrauch  davon  machen,  zusammen- 
stellen. 

Dafs  Apolloiiius  über  zusammengehörige  Hyperbeläste  etwas 
neues  und  vollständigeres,  als  bis  daliin  bekannt  war,  bringt, 
wird  ausdrückhch  in  der  ersten  Vorrede  gesagt^).  Die  Worte 
derselben  über  die  vollständ^ere  und  allgemeinere  Bearbeitung 
im  ersten  Buch  beziehen  sich  wohl  zi^Ieich  auf  die  Eigenschaften 
eines  einzelnen  Kegelschnitts,  aber  wenigstens  in  Betreff  der 
planimetrischen  Eigenschaften  führt  ein  Vergleich  mit  dem,  was 
sieh  bei  Ärchimedes  findet,  dahin,  die  Verallgemeinerung  vor- 
zi^weise  auf  dem  Gebiete  der  zusammengehörigen  Hyperbel- 
äste zu  suchen,  vielleicht  auch  in  der  bereits  in.  diesem  Buche 
mitgeteilten  ersten  Erweiterung  des  Flächensatzes,  welche,  in 
Verbindung  mit  den  ferneren  Erweiterungen  im  dritten  Buch, 
eben  dazu  benutzt  ivird  den  Potenzsatz  und  den  Satz  über  die 
Polaren  auf  die  aus  zwei  Hyperbelästen  zusammengesetzte 
Kurve  auszudehnen.  Auf  diese  vei'schiedenen  Erweiterungen, 
welche  als  besondere  Sätze  auftreten,  deuten  ge^vife  die  Worte 
der  Voixede  über  neue  und  bemerkenswerte  Theoreme,  welche 
sich  im  dritten  Buche  finden. 

Dafs  das  Studium  zusammengehöriger  Hyperbeläste  etwas 
neues  bei  Apollonius  war,  darauf  deutet  auch  der  Umstand, 
dafs  er  trotz  der  Vollständigkeit,  mit  der  die  Übereinstimmui^ 
zwischen  der  aus  solchen  zusammengesetzten  Kurve  und  einem 
einfachen  Kegelschnitt  nachgewiesen  wird,  stets  fortfährt  die- 
selben als  zwei  von  einander  unabhängige  Kurven  zu  behan- 
deln. Damit  fährt  er  fort  trotz  der  Weitläufigkeit,  die  dadurch 
notwendig  wnd  um  jene  Enveiterungen ,  welche  immer  den 
Sätzen  über  die  emfachen  Kt^elschnitte  folgen,  alle  zu  erhal- 
ten, und  die  vermieden  woiden  wäre,  wenn  man  von  vorn- 
herem  die  Satze  über  die  beiden  Hyperbeläste  mit  denen  über 
einen  einfachen  Kegelschnitt  zusammengezogen  und  darauf  m 
dei  weiteren  EntiMcklung  auf  den  so  verallgemeinerten  Sätzen 
wpitei    gebaut  hattp      Diese   Weitläufigkeit   steht  in  starkem 

']  Vei^l.  Anhang  1. 


y  Google 


Ei-rit  Apollonius  behanaelt  beide  Hyperbeläste  vollständig.  139 

Gegensätze  zu  der  Geschicklichkeit,  mit  der  er  Sätze  und  Beweise 
über  eine  Ellipse,  eme  Parabel  und  einen  einzelnen  Hyperbel- 
Etst  zusammenzufassen  versteht.  Dies  letztere  konnte  er  thmi, 
weil  der  gemeinsame  Begriff  Kegelschnitt  und  die  daran  ge- 
knüpften Untereuchungen  und  Bearbeitungen  ihm  überliefert 
waren.  War  dagegen,  wie  wir  annehmen,  etwas  neues  in  Betrefi' 
der  Eigenschaften  der  beiden  verbundenen  Hyperbeiäste  beizu- 
bringen, so  ist  leicht  zu  begreifen,  dafs  dies  seine  natürliche 
Stelle  in  hinzugefi^en  Erweiterungen  der  im  voraus  bekannten 
Sätze  über  einfache  Kegelschnitte  fand. 

Die  liier  verfochtene  Auffassung,  die,  wie  mr  sehen  wer- 
den, noch  weiter  durch  die  Angaben  bestätigt  wird,  welche 
die  oben  citierte  Vorrede  zum  vierten  Buch  enthält,  giebt  nun 
eine  Erklärung  dafür,  weshalb  ÄpoUonius  den  Ort  zu  vier  Ge- 
raden vollständiger  behandeln  konnte  als  seine  Voi^är^er. 
Diese  Erklärui^  ist  so  einfach  «nd  stimmt  so  gut  zu  allen 
übrigen  bekannten  Umständen,  dafs  man  sogar  umgekehrt  durch 
dieselbe  ein  neues  und  wichtiges  Argument  dafür  erhält,  dafs 
die  Ausdehnui^  der  Sätze  über  K^elschnitte  auf  die  aus  zwei 
zusammengehörigen  Hyperbelästen  zusainmengesetzte  Kurve  wirk- 
lieh dem  Apollonius  angehört. 

Der  angeführte  Beweis  für  den  Satz  über  das  in  einen 
Kegelschnitt  beschriebene  Trapez  besafs  auch  vor  Apollomus 
volle  Gültigkeit,  wenn  das  Wort  Kegelschnitt  in  antikem  Sinne 
als  eine  ElUpse,  Parabel  oder  ein  einzelner  Hyperbelast  genom- 
men wird.  Derselbe  war  nämlich  auf  dem  Potenzsatze  aufgebaut, 
der,  wie  wir  gesehen  haben,  zu  Archiiiiedes'  Zeit  vollkommen 
bekannt  war,  sofern  er  nicht  auf  zwei  Hyperbeläste  angewandt 
werden  sollte.  In  dieser  begrenzten  Ausdehnung  gewährt  der 
Potenzsatz  auch  genügende  Mittel  um  umgekehrt  den  Ort  zu 
vier  Geraden,  von  denen  zwei  gegenüberliegende  parallel  sind, 
i]i  allen  den  Fällen  zu  bestimmen,  wo  dieser  Ort  wirklieh  die 
hier  geforderte  Beschaffenheit  erhält.  Die  Vorgänger  von  Apol- 
lonius hätten  z.  B.  recht  wohl  die  Bestimmung  der  Endpunkte 
des  Durchmessers  BF,  der  (F^.  28)  die  Sehnen  ÄC  und  BI> 
halbiert,    auf    die  Konstruktion    solcher  Punkte    dieser  Linie 
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XAirückiÜhren  können,  für  welche  das  Quadrat  ihres  Abstandcs 
von  einem  bekannten  Punkt  derselben  Linie  in  einem  gege- 
benen Verhältnis  zu  dem  Rechteck  aus  den  Abstaiaden  von 
den  beiden  anderen  steht,  worauf  der  Kegelschnitt  leicht  näher 
zu  besümmeii  ist.  Statt  dessen  konnten  sie  auch  das  folgende 
Verfahren  benutzen,  welches  vriv  sowohl  ihnen  wie  Apol- 
lonius  lieber  beilegen  mochten,  weil  dasselbe  durch  die  Er- 
weiterung des  Potenzsatzeb  auf  zwei  zusarmnengehörige  Hy- 
perbeläste, die  sich  in  Apollomus  diittem  Buche  findet,  an- 
wendbar wird,  um  den  Oit  7i\  Mei  fi-eraden  in  allen  Fällen 
jni  bestimmen.  Vor  Apolloniu=!  ist  dann  nur  die  Behandlung 
des  ersten  der  nachfolgenden  Hauptfalle  durchgeführt  gewesen. 

Wenn  die  verschiedenen  Ausdrücke  in  ÄpoUoniiis'  drittem 
Buche  für  das  konstante  Verhältnis  im  Potenzsatz  auf  die 
Konstruktion  des  (vollständigen)  um  ein  gegebenes  Trapez  be- 
schriebenen K^elschnittes  ai:^ewandt  wei'den  sollen,  der  für 
einen  gegebenen  Wert  des  Verhältnisses  X  Ort  zu  den  vier 
Seiten  des  Trapezes  ist,  so  kann  dies  am  besten  auf  eine  Weise 
geschehen,  die  alle  Fälle  umfafst,  wenn  man  vorläufig  einen 
Kegelschnitt  zu  bestimmen  sucht,  der  dem  gesuchten  ähnlich 
ist.  Doch  deniten  wir  hierbei  nicht  an  Ähnlichkeit  der  Kurven 
selbst,  welche  erst  eine  vollständige  Behandlung  in  Apoilonius' 
sechstem  Buche  erhalten  hat,  sondern  wir  wollen  diesen  Aus- 
dnick  nur  der  Übersichtlichkeit  wegen  benutzen  um  zu  be- 
zeichnen, dafs  wir  die  Gestalt  gewisser  zum  Kegelschnitt 
gehörigen  geradlinigen  Figuren  suchen.  Dafs  eine  solche 
Bestimmimg  einer  Figur  durch  vorbeigehende  Bestimmung  ihi"er 
Gestalt  wirklich  eine  antike  Methode  ist,  dafür  haben  wir  teils 
ein  Beispiel  am  Schlüsse  von  Apoilonius'  zweitem  Buche  (vet^l. 
S.  113)  gesehen,  teils  geht  es  daraus  hervor,  dafs  Euklid  in  den 
Data  ausdrücklich  Sätze  aufstellt,  welche  aussagen,  dafs  eine 
F^r,  welche  geivissen  gegebenen  Bedingungen  untem-orien 
ist,  der  Gestalt  nach  gegeben  ist. 

Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  kennt  man  nun  zur  Bestim- 
mung des  Kegelschnittes,  welcher  dem  um  das  Trapez  ABDC 
beschriebenen  (Fig.  28)  ähnlich  sein  soll ,   den  Wert  X  des  Ver- 
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zwei  gegebenen  Richtungen,  sowie  die  RicMur^  des  Durcli- 
niessers  EF,  der  die  Sehnen  in  der  einen  der  g^ebenen  Rich- 
tungen halbiert.  Dies  wird  in  Übereinstinimui^  mit  ApoUo- 
nius'  verschiedener  Bestimmung  der  Konstanten  des  Potenz- 
satzes auf  verschiedene  Weise  in  den  folgenden  vei-schiedenen 
Hauptfällen  benutzt: 

1)  Der  Kegelschnitt  hat  (was  immer  der  Fall  sein 
mufs,  wenn  ein  einfacher  Kegelschnitt  im  antiken  Sinne 
wirklich  um  ABDC  beschrieben  werden  soll)  Tangenten  in 
beiden  gegebenen  Richtungen.  Dann  kennt  man  das 
Verhältnis 

HG  ^'■ 
zwischen  diesen  Tangenten.  Wenn  man  dann  in  der  ähnlichen 
Hülfsfigur  —  deren  entsprechende  Punkte  wir  durch  gestrichelte 
Buchstaben  bezeichnen  wollen  —  E'B.'  beliebig  wählt,  so  kennt 
man:  die  Lage  eines  Durchmessei-s,  seinen  einen  Endpmikt  E\ 
die  zugehör^e  Sehnenrichtung,  some  einen  Punkt  G'  mit  zuge- 
höriger Tangente.  Der  Punkt,  welcher  E'  harmonisch  zuge- 
ordnet ist  mit  Beziehung  auf  die  Durchschnittspimkte  des  Durch- 
messers mit  der  Ordinate  von  G'  und  der  Tangente  in  G'  wh'd 
nach  dem  ersten  Buch  der  andere  Endpunkt  F'  des  Durch- 
messers sein,  und  der  Kegelschnitt  ist  also  bestimmt, 

2)  Der  Kegelschnitt  (welches  Wort  ivir  der  Einfachheit 
wegen  im  modernen  Sinne  nehmen  wollen,  so  dafs  die  aus 
zwei  Hyperbeln  zusammengesetzte  Km-ve  mit  einbegriffen  ist) 
hrtt  m  kemei  dei  beiden  gegebenen  Richtuu|jen  Tan- 
genten     In  diesem  Falle   kennt  min  di"  ^eihiltuis  zviischen 

)  Da  Uli  aui  hoffen  d  rfen  das  Wesentliche  von  iler  Beliandluug  5ei 
Utea  zu  geben  '.o  können  imi  kerne  PilLksiuht  auf  die  Möglichkeit 
nehmen  dafs  dieselben  die  Operationen  dadurch  erschwert  haben 
dafa  =ie  die=e  Bedingung  in  einer  Fiim.  ansdrilcltfen  dmch  welche  m 
gleichei  Wei?e  RucW''ht  auf  die  'sehnen  A^  und  üJ>  genummen 
ivuide  el  en=fi  wie  Apollomus  in  III  54— jb  (üe  beiden  Tangenten 
B  i  und  -BT  (Fi^  J7|    n  „lei  hei   «ei-.e  beni  Uubt^t 
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den  in  den  gegebenen  Richtungen  an  die  konjugierte  Hyperbel 
des  gesuchten  ähnlichen  Kegelschnittes  gezogenen  Tangaiten, 
und  kann  diese  dann  auf  die  hier  gezeigte  Weise  bestimmen. 

ä)  Der  Kegelschnitt  hat  Tangenten,  welche  den 
l>arallelen  Seiten  AC  und  BD  des  Trapezes  (Fig.  ^9), 
aber  nicht  solche,  welche  der  zweiten  gegebenenRich- 
tung  (der  von  AB)  parallel  sind.  In  diesem  Falle  hat  Apollo- 
nius  das  konstante  Verhältnis  X  als  das  Verhältnis  zwischen 
den  Quadraten  der  Tai^ente  EI  und  der  Hälfte  IK  der  7.\i 
AB  parallelen  Sehne  LK  bestimmt,  welche  in  /  von  fler  Tan- 
gente EI  halbiei-t  wird.    Man  kennt  also 

IK        LI        ^^'■ 
Wählt  man  E'I  beliebig,  so  hat  man  also  zur  Besthiimuiig 
des   ähnlichen  Kegelschnittes  einen  Dm-chmesser  nebst  Sehnen- 


lichtung,  sowie  den  einen  Endpunkt  E'  und  noch  zwei  KmTen- 
punkte  K'  und  L'.  Nennt  man  die  Ordinalen  dieser  Punkte, 
bezogen  auf  den  Durchmesser,  j/j  und  y^,  die  Abscissen  von 
E'  aus  a;,  und  x^,  und  die  vom  anderen  Endpunkt  ¥■  des 
Durchmessers  aus  x\  und  x\,  so  hat  man 

vi y^ 
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woraus  — ^  bestimmt  ivirä.     Der  Punkt  F'  wird  also  bestimmt 
x\ 

durch   das   VerJjältnis   zwischen   seinen  Abständen    von    zwei 
gegebenen  Punkten  der  geraden  Linie,  auf  der  er  Hegen  soll. 

4)  Der  Kegelschnitt  hat  keine  Tangenten,  welche 
den  parallelen  Seiten  des  Trapezes  parallel  sind, 
dagegen  solche,  welche  der  zweiten  gegebenen  Rich- 
timg parallel  sind.  Die  Konstruktion  liefae  sich  hier  auf 
dieselbe  Bestimmung  der  konjugierten  Hyperbel  zurückführen, 
^veIehe  im  vorhergehenden  Falle  auf  die  gesuchte  angewandt 
wurde,  aber  dazu  giebt  Apollonius'  drittes  Buch  keine  Anlei- 
tung. Man  ist  deshalb  eher  auf  eine  neue  unmittelbare  An- 
wendung derselben  Bestimmung  des  konstanten  Verhältnisses 


Fig.  30. 

angewiesen.  Nimmt  man  nun  an  (Fig.  30),  dafs  die  der  AB 
pai-allele  Tangente  PO  den  bekannten  Durchmesser  zu  ÄO 
imd  BD  in  0  schneidet,  und  ist  OQ  die  zu  diesem  Durch- 
messer gehörige  Ordinate  in  0,  so  ist 

.  ^  -  ,/;-_  91^ 
OP  ^  ^^-  ~  O'P' 

Wird  eine  von  diesen  letzten  Strecken  beliebig  gewählt,  so 
hat  man   den  Durchmesser  0'  T',   die  Kurvenpunkte  P'  und  Q' 
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(deren  Ordinalen  den  Durchmesser  in  0'  und  T'  treffen)  und 
die  Tangente  O'P'  in  dem  ersten  von  diesen.  Da  diese  Tan- 
gente zugleich  den  Schnittpunkt  0'  des  Durchmessers  mit  dL'i- 
Ordinate  Ton  Q'  trifft,  so  wird,  wenn  V  der  Mittelpunkt  und 
a'  „die  Länge"  des  Durchmessers  O'T'  ist,  während  h'  die 
Länge  des  konjugierten  Durchmessers  bedeutet,  O'U'.U'T'  = 

\-ä)  ("'^^  ™  ersten  Buch  gezeigt).  Hieraus  folgt  wiederum, 
dafs  T'Q'  Tangente  in  Q'  ist.  Nach  den  Sätzen  des  zweiten 
Buchs  wü'd  femer  die  Verbindungslinie  zwischen  dem  Schnitt- 
punkt V'  der  beiden  Tangenten  und  der  Mitte  X'  der  Sehne 
P'  Q'  ein  Durchmesser  sein  und  den  Mittelpunkt  U'  bestim- 
men. Der  ähnliche  E^elschnitt  wu-d  darauf  leicht  zu  bestun- 
men  sein.  Im  besonderen  ergiebt  sich  das  Verhältnis  zwischen 
den  konjugierten  Durchmessern  als 

dies  ist  nämlich  einer  von  den  Sätzen  über  Tangenten  im 
ersten  Buch  (IHb  unseres  dritten  Abschnittes). 

Wir  haben  also  in  allen  4  Fällen  gesehen,  wie  man  eint; 
Figur  bestimmen  kann,  die  der  gesuditen  ähnlich  ist.  Man 
kann  sich  dami  den  Übergai^  zu  der  gesuchten  Figur  auf  viele 
Arten  vollzogen  denken,  z.  E.  dadurch,  dafs  die  ähnliche  Figur 
sofort  die  Richtung  des  zur  gegebenen  Sehne  AB  gehörigen 
Durchmessers  ergiebt,  ^vodurch  der  Mittelpunkt  U  bestimmt  wh'd. 
Das  Verhältnis  zwischen  UA  und  dem  ihi'  parallelen  Halb- 
messer I/'A'  der  ähnlichen  Figur  wird  dann  Mittel  zum  Über- 
gange darbieten. 

Die  hierzu  gehörende  Bestimraui^  der  Lär^e  des  Halb- 
messers U'A' ,  welche  die  Griechen  unzweifelhaft  ausführen 
konnten^),  verlangt  mdessen  eine  gewisse  Arbeit,  und  es 
liefse  sich  erwarten,  dafs  Apollonius,  wenn  er  diesen  Weg 
eingeschlagen  hätte,  auch  im  dritten  Buche  die  hierzu  dienenden 
Hülfssätze  aufgeführt  haben  würde.   Das  hat  er  nicht,  aber  wie 


')  Vei-gl.  den  S.  106  angefiihrten  Beiveis  für  Satz  1  de? 
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ijereits  bemerkt  enthält  das  genannte  Buch  [in  24—29]  einige 
andere  Sätze,  die  an  und  füi'  sich  nicht  so  interessant  und  voll- 
ständig sind,  dal's  es  wahrscheinlich  wäre,  dafs  sie  ihrer  selbst 
w^en  entwickelt  worden  seien,  und  von  denen  man  also  an- 
nehmen kann,  dafs  sie  eben  als  Hülfsmitte!  für  die  noch  feh- 
lende Bestimniur^  entwickelt  sind.  Dafs  sie  in  der  That  ein 
sogar  in  hohem  Grade  natürliches  Hülfsmittel  hierfür  enthalten, 
wird  sich  am  besten  zeigen,  wenn  wir  aimehmen,  dafs  die 
ähnlichen  Figuren  nur  benutzt  sind  um  das  Verhält- 
nis zwischen  den  Längen  des  den  parallelen  Sehnen 
parallelen  Durchmessers  b  und  ihres  konjugierten 
Durchmessers  «  zu  finden,  und  wenn  wir  dann  durch 
analytLche  Gtometiie  die  noch  fehlende  Bestimmung  suchen. 
Auf  diesem  Wege  wird  iiai  nairhch  direkt  dazu  geführt, 
■Vpollomub  Sit/  27  über  die  Ellipse  inzuwenden,  und  dann 
wild  der  Zusammenhang  mit  den  übrigen  Sätzen  über  die  Hy- 
peib  1  —  wie  ispater  gezeigt  «eiden  soll  —  verständlich. 

Die  Aufg-ibe    welche  gelost  weiden 
soll  ist  also  tolgende    Durch  zwei  Punkte  ^         « 

i  und  Ji  einen  K.egelschnitt  zu  legen 
dessen  einer  Duichme  ser  iiif  emei  ge^e 
benen  Geiaien  liegen  soll  i^eim  z 
oleii-h  die  zu  diesem  Dmchmesstr  ge 
hörige  Sehnennchtung  sowie  da  "\  ei 
hdltnis  /wis  hen  semei  Lange  und  dei 
Lange  de  konjigierten  Dui ebnes  ei  ' 
gegeben  smd 

Weim  wir  den  Kegelschnitt  den  nn  vorläufig  eine  Eüipse 
sein  lassen  ■\\ollpn  luf  diese  heilen  Duithniesser  beziehen,  und 
he  Kooid  mten  \on  B  und  1  i  it  j  t/  und  x^ ,  i/^  bezeiclmen, 
)  tihalten  wii 


Flg.  31. 


■  +  74tt-1, 
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worin  ^j,  _(/2,  -r-  und  x^^Xi  gegeben  sind,  während  die  Lage 

des  Mittelpunkts  und  die  absoluten  Werte  von  a  und  b  gesucht 
werden. 

Die  Subtraktion  der  Gleichungen  ergiebt 


(yi  —  ji)  (•/,  +  •/.)      *'  ■ 

zieh!  iiicin  nun  parallel  dem  Durchmesser  die  Linie  B(K 
welche  die  Ordinate  von  Ä  in  0,  und  die  Ellipse  zum  zweiten 
Male  in  Y  schneidet,  so  kann  man  der  gefundenen  Gleichung 
die  Form 

OB.Or_  _  »• 

OA.OC         *• 


(-2) 


m 


geben;  dies  ist  nur  der  Potenzsatz,  angewandt  auf  Pai'allclcn 
zu  konjugierten  Durchmessern,  Diese  Gleichung  giebt  den 
Punkt  Y,  worauf  man  —  wenn  man  wiü  —  leicht  den  Mittel- 
punkt finden  kann,  also  x^  und  x^,  und  dadurch  die  absoluten 
Werte  von  a  und  b.  Man  kann  indessen  die  gegebenen  Glei- 
chungen auf  eine  Weise  benutzen,  welche  direkter  zu  dieser 
letzten   Bestimmimg   führt.       Mullipli eiert   maii    dieselben    iiiii 


und  addiert,  so  folgt 


{^) 


und  das  ist  nach  der  Figur 


OB"- 


OY^-{-'j^{OA''  +  OC^)  --=  ( 


(ö) 


Dadurch  ist  der  eine  Dui'chmesser  bestimmt,  und  den 
anderen  bestmmit  man  a«f  dieselbe  Weise.  Die  letzte  Gleichui'^ 
drückt  eben  Satz  27  des  3ten  Buchs  aus,  dessen  Bestüinnung 
also  vollkommen  vei-ständlich  wird.  Dafs  derselbe  gerade  da 
vorkommt,  wo  wir  Verwendmig  für  ihn  haben,  bestätigt  femer 
die  Bichtigkeit  der  Erklärung,   die  wir  im  ganzen  von  der  An- 
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Wendung  des  ^Len  Buchs  zur  Bestimmung  des  Orts  zu  \"ier 
Geraden  und  zu  ähnlichen  Bestimmungen  geben. 

Die  Ableitung  von  Satz  27  mittels  der  Sätze  in  Eulilids 
zweitem  Buche  steht  der  analytisch-geometrischen  Ableitung 
zu  nahe  um  einer  genaueren  Auseinandersetzung  zu  bedürfen, 
ApoUonius'  Beweis  ist  eine  synthetische  Umformung  dieser  Ab- 
leitung. 

Ganz  dasselbe  \tifahien,  i\elche5  hier  auf  die  Ellipse  an- 
gewandt wurde  lipf^e  sich  auih  auf  die  Hyperbel  anwenden. 
Dafs  Apoüomus  daran  nicht  gedacht  hat,  geht  daraus  heiTor, 
dafs  er  den  dem  Satz  27  entspiechenden  Satz  für  die  Hj"perbel 
nicht  angeführt  hat  Diesei  Umstand  lafst  sich  indessen  voll- 
kommen erklären,  wenn  ApoUonius  für  die  Hyperbe!  eine 
fmdere,  bequemere  oder  ebenso  bequeme  Konstruktion  der 
Lärmen  der  Durchmesser  gekannt  hat.  Da  man  erwarten  darf, 
dafs  eine  solche  sieh  aul  das  stützen  wird,  was  die  Hyperbel 
vor  der  Ellipse  voraus  hat,  näraUch  die  Asymptoten,  so  braucht 
man  nicht  lange  danach  zu  suchen.  Der  Mittelpunkt  der  Kurve 
kann  zuerst  bestimmt  worden  sein,  indem  man,  wie  wir  es 
für  die  Ellipse  angenommen  haben,  den  zweiten  Schnittpunkt  F 
einer  durch  B  zum  Durchmesser  gezogenen  Parallelen  —  wenn 
wir  dieselben  Bezeiclmimgen  wie  in  F^.  3 1  gebrauchen  —  kon- 
struiert hat,  oder  indem  man,  wie  früher  angedeutet,  die  ähn- 
liche Figur  bereits  hierfür  benutzt  hat.     Die  Asymptoten  sind 


Schneiden  diese  die  Sehne  ÄC  in  den  Punkten  S  und  T,  so 
wird  darauf  nach  einisten  der  ersten  und  wichtigsten  Sätze 
über  Asymptoten,  welche  im  zweiten  Buch  entwickelt  sind, 
der  zu  AC  parallele  Halbmesser  b  als  mittlere  Proportionale 
zwlijchen  AS  und  AT  bestimmt  sein,  oder  —  wodurch  man 
fUe  Konstruktion  der  einen  Asymptote  spart  —  zwischen  A  H 
and  SC. 

Wenn  die  gesuchte  Kurve  eine  Parabel  wird,  so  niufs  sich 
dies  schon  bei  der  Bestimmung  der  ähnhehen  Figur  —  die  in 
diesem  Falle  auf  die  erste  von  den  vier  Arten  vorgenommen 
werden  kann  —  dadurch  zeigen,  dafs  in  dieser  Figur  der  eine 
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SdiiiitLpQiikt  £'  des  Durchmessers  die  MiLte  des  zwischen  ehicr 
Tangente  und  der  zi:^ehörigen  Ordinate  abgeschnittenen  Stücks 
wird.  Die  Bestimmung  der  gesuchten  Kurve  selbst  geht  in 
diesem  Falle  so  leicht  aus  der  Gleichung  der  Parahel  hervor, 
dafs  für  Apoilonius  kein  Grund  für  einen  hierher  gehörigen 
Hülfssatz  gewesen  sein  kann,  um  so  weniger,  als  die  Bestim- 
mung in  diesem  FaUe  —  nach  unserer  Annahme  —  vor  seiner 
Zeit  bekannt  gewesen  ist, 

Wie  einfach  und  natürlich  die  dem  Apoilonius  von  uns 
zugeschriebene  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  ist,  von 
denen  zwei  gegenüberliegende  parallel  sind,  wird  vielleicht 
etwas  verdeckt  worden  sein  durch  alles  das,  was  wir  haben 
anfühi-en  müssen  um  zu  begründen,  dafs  dieselbe  wirklich  nfdie 
mit  deq'enigen  übereinstimmt,  welche  er  bei  der  Abfassung  des 
dritten  Buches  vor  Augen  gehabt  hat.  Wir  wollen  dieselbe 
deshalb  kurz  rekapitulieren: 

Durch  die  Wahl  der  konstanten  Richtungen  läfst  sich  die 
Eigenschaft,  welche  den  Ort  definiert,  folgendermafsen  ausdrü- 
cken (Fig.  28); 

MR.  MS        MB.  BN 


"   AB. BB  AB. MB 

Durch   die   in  Apoilonius'   Stern  Buche    gegebenen  Fonnen 
des   Potenzsatzes   läfst   sich    dann  das  Verhältnis  -^  zwischen 

0 

dem  Durchmesser,  der  die  parallelen  Sehnen  halbiert,  und 
seinem  konjugierten  Durchmesser  bestimmen.  Die  Bestimnmng 
nimmt  eine  der  vier  Formen  an,  welche  wir  beschrieben  haben. 
Der  Mittelpunkt  der  Kurve  kann  entweder  schon  in  Verbin- 
dung mit  dem  Verhältnisse  -j-  durch  die  ähnliche  Figm'  be- 
stimmt sein,  oder  er  kaim  hinterher  indirekt  durch  Konstruk- 
tion des  Punktes  Y  (Fig.  31)  bestinmit  werden,  in  dem  eine  Pa- 
rallele zu  dem  unmittelbai'  gegebenen  Durchmesser  durch  eine 
der  Ecken  des  Trapezes  die  Kurve  zum  zweiten  Mtde  schneidet; 
diese  letzte  Bestumnung- mrd  durch  Gleichung  (3)  voigenommen, 
welche  unter  den  Potenzsatz  gehört.  Die  wirkliche  Länge  des 
Durchmessers    erhält   man    dann  für   die  Ellipse  aus    dem    in 
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(ileichung  (6)  ausgedmckten  Satz  27,  und  für  die  Hyperbel 
auf  die  soeben  beschriebene  einfachere  Weise. 

Dadvirch  dafs  ich  so  sehr  ins  Einzelne  gegangen  bin,  wie 
es  hier  geschehen  ist,  habe  ich  mich  wahrscheinlich  der  Gefahi' 
ausgesetzt,  dafs  meine  Ai^aben  auch  in  Einzelheiten  fehlgehen 
können.  Eine  Hauptprobe  dafür,  ob  meine  Bestimmung  des 
geometrischen  Oils  im,  ganzen  mit  der  der  Alten  übereinstimmen 
könne,  mufste  sich  indessen  durch  den  Versuch  ergeben,  ob 
dieselbe  sich  im  einzehien  durch  Mittel  durchführen  liefs,  die 
den  Alten  zu  Gebote  standen.  Diese  Probe  ist  besonders  gut 
ausgefallen,  da  manche  Einzelheiten  sich  sogar  munittelbar 
gerade  an  Apollonius'  drittes  Buch,  aus  dem  die  Hauptzüge 
entnommen  waren,  anschliefsen  liefsen. 

Bei  der  Art,  wie  das  hier  geschehen  ist,  habe  ich  doch 
nur  6inen  Satz  der  Gmppe  [24 — 29]  benutzt,  die,  wie  ich  an- 
genommen habe,  mir  zu  solchen  Bestimmungen  ivie  der  des 
Orts  zu  vier  Geraden  dienen  sollte.  Ich  habe  den  Satz  27 
angewandt,  der  von  der  Ellipse  handelte.  Die  übrigen,  welche 
^ich  auf  Hj'perbeln  beziehen,  namentlich  —  wie  wir  bald  sehen 
werden  —  auf  die  Verbindung  zwischen  konji^erten  Hyper- 
beln, können  vielleicht  hin  und  wieder  Anwendung  bei  der 
synthetischen  Dai'stellung  und  Begründung  einiger  von  eben 
den  Operationen  gefunden  haben ,  durch  welche  wir  die  Auf- 
gabe gelöst  haben.  Wenn  man  in  der  Benutzung  der  konju- 
gierten Hyperbel,  die  wir  nur  im  Sten  Falle  benutzten,  aher 
auch  im  itenFall  benutzen  konnten,  etwas  weiter  gehen  wollte 
als  wir,  so  konnten  namentlich  die  Sätze  24—26  sich  nütz- 
lich erweisen,  um  die  aus  der  Konstruktion  hervorgehenden 
Eigenschaften  der  konjugierten  Hyperbel  auf  die'gesuchte  Kurve 
selbst  zu  übertragen.  Im  übrigen  ist  es,  da  Apollonius  in  der 
Vorrede  die  Anwendung  zur  Bestimmung  körperlicher  Örtei'  im 
allgemeinen  envähnt,  nicht  einmal  wahrscheinlich,  dafs  alle 
diese  Sätze  zur  Anwendung  auf  den  besonders  hervorgehobenen 
Ort  zu  vier  Geraden  bestimmt  gewesen  sein  sollten. 

Wie  dem  aber  auch  sein  möge,  so  wird  der  Gebrauch, 
den  ich  von  Satz  37  gemacht  habe,  die  Art  der  Anwen- 
dungen  zeigen,    die    sich    auch   von  den   tibr^en   Sätzen    der 
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Gmppe,  deren  Inhalt  ivir  nun  in  Kürze  mitteilen  wollen,  niaeheii 
läfst. 

Die  Sätze  24 — 26  drücken  aus,  dafs,  wenn  man  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  Linien  zieht,  die  einem  Paar  koHJu- 
gierier  Durchmesser  von  der  Länge  «  und  b  von  zwei  konju- 
gierten Hyperbehi  parallel  sind,  und  diese  die  Kurven  bezie- 
hungsweise in  M  und  N  und  in  Q  und  fi  schneiden,  dann 
folgende  Relation  stattfindet: 

MP.NP-{-'^  .QF.BP  =  ^«^ 

24  sagt  nämlich  au-,,  dafb  diesei  Satz  luhüg  i=X    \\Piin  P  auf 
der  konvexen  Seite  beidei  Km^en  li^t   und  25  und  26  drucken 
die  Sätze  aus,  welche  anderen  Lagen  entspieihen  und  welchi 
für  uns  in  derselben  Gleichung  enibegiiffen  imd   wenn  wir  dit 
Strecken  mit  Vorzeicheii  nehmen     2&  =!agt  au^     dif^  fui    di 
selbe  Bedeutung  dei  Bezeichnungen  sich 
MP^  -I-  NP^  _  a^ 
QP^  +  BP'         b^ 
einlebt,  und  29,  dal's,  weim  die  erste  der  beiden  geraden  Linien 
die  gemeinschaftlichen  Asymptoten  in  S  und  T  sclmeidcL,  sicli 
ergiebt,  dafe 

QP''-\rEP'  l>^  ' 


Achter  Abschnitt. 

Der  Ort  zu  vier  Geraden   (Fortsetzung);    Zusammetiliarg  mit  EiiWids   Porismen, 


Da  die  Sätze  in  ApoUonius'  3tem  Buche  uns  als  nicht  recht 
Eiuwendbar  auf  die  direkte  Bestimmung  des  allgemeinsten  Orts 
zu  vier  Geraden  erschienen,  so  haben  wir  uns  in  dem  vorhei- 
geheiiden  Abschnitt  damit  b^ni^t  dieselben  auf  den  Fall  anzu- 
wenden, wo  die  vier  Geraden  ein  Trapez  büden.     Eme  solche 
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Erklärung  von  Apollonius'  Vervollständigung  der  vor  seiner  Zeil 
bekannten  Lösung  dieser  Ausgabe  ist  doch  nur  haltbar  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  wir  annehmen  dürfen,  dafs  damals 
ein  —  vielleicht  aus  Aristäus'  Büchern  über  körperliehe 
Örter  —  vollkommen  bekannter  Übergang  von  der 
allgemeinen  Aufgabe  zu  der  existierte,  wo  die  vier 
Geraden  ein  Trapez  bilden.  Da  man  in  ApoUonius'  drittem 
Buche  keine  Hülfssätze  findet,  die  sich  bei  diesem  Übergange 
gut  benutzen  lassen,  so  mufs  man  zugleich  annehmen,  dafs 
derselbe  von  Apollonius'  Vervollständigung  unberühi't  geblie- 
ben ist. 

Wenn  wir  nun  auch  nicht  mehi'  ganz  direkte  Mittel  haben 
imi  solchen  Wt^en  nachzuspüren,  wie  sie  die  Alten  wirklich  bei 
diesem  Übergange  g^angen  sind,  so  wollen  wir  hier  doch  auch 
nicht  ganz  im  Fm=!tern  tappen.  Wir  können  nämlich  Winke 
benutzen,  die  in  der  Behandlung  Eihnlicher  Aufgaben,  welche 
uns  bei  den  Alten  aufbewahrt  sind,  und  in  den  Berichten  über 
venvandte  Untersuchungen,  welche  wir  bei  den  späteren  Schrift- 
stellern des  Altertums  finden,  enthalten  sind. 

Wir  wollen  damit  beginnen  auf  die  beiden  Arten  hinzu- 
weisen, v/ie  die  Parabel  als  Ort  zu  vier  Geraden  in  Arclii- 
niedes'  Buch  über  die  Quadratur  der  Parabel  auftiitt,  so  wie 
wir  es  am  Schlüsse  des  zweiten  Abschnittes  nachgelesen  haben 
(S  61)  Von  den  Vierecken  auf  welche  die  Paiabel  hieibei 
bezogen  iviid  ist  dab  ezne  aus  dem  anderen  dadmch  ent  fanden 
difs  zwei  anemandei  stofsende  Seiten  sich  um  ihie  auf  dei 
PEuabel  hegenden  Schmttpunkte  mit  den  beiden  anderen  gedieht 
haben  Es  hegt  dann  nahe  zu  \ei&uchen  ob  dieselben  Mittel 
«eiche  benut7t  bind  um  den  Ubeigmg  m  diesem  sehi  speciellen 
Fall  7U  beweikstelhgen  wo  der  Punkt  um  den  die  eine  Seite 
liich  diehen  '•ollte  unendlich  lein  wai  ah  nicht  auch  benutzen 
la  sen  mn  im  allgemeinen  die  hier  angegebene  Innformmig 
emei  gegebenen  Bestimmmig  eine  Oit"^  zu  viei  Ueiaden  \oi 
zunehmen. 

Man  wird  hierdurch  auf  ein  Verfahren  hingewiesen,  das 
sich,  wenn  man  dasselbe  von  einem  modernen  Gesichtspunkt 
betrachtet,  dadurch  charakterisieren  läfst,  dafs  die  projektivi- 
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sehen  Büschel,  welche  einen  Kegelschnitt  erzeugen,  als  soiclie 
bestimmt  werden,  welche  zwei  gerade  Linien  in  proportionale 
Teile  teilen.  Um  klar  zu  machen,  dafs  die  Griechen  ein  solches 
Verfahren  benutzt  haben  können,  werden  wir  dasselbe  indessen 
anabhängig  von  der  berührten  modernen  Betrachtungswebe 
darstellen.  Wenn  dasselbe  dadurch  auch  einen  specielleren 
Charakter  annimmt,  so  wird  es  doch  auch  ^ziemUch  verschiedene 
Formen  haben  annehmen  können,  deren  Abweichungen  von 
einander  übrigens  nicht  sehr  wesentlich  sind.  Da  wir  nicht 
wissen,  welche  von  diesen  die  Griechen  benutzt  oder  vorgezogen 
haben,  so  können  wü'  uns  das  einzige  von  Euklids  Poris- 
men zum  Vorbild  nehmen,  welches  uns  in  seiner  ursprünglichen 
Gestalt  aufbewahrt  ist ').  Hinterher  werden  wir  ze^en ,  dals 
es  kaum  ganz  zufällig  ist,  dafs  das  erwähnte  verloren  gegangene 
Werk  gerade  das  darbietet,  was  hier  benutzt  werden  soll. 

Das  überlieferte  Poiisma  sagt  aus,  dafs  wenn  man  von  zwei 
gegebenen  Punkten  gerade  Linien  zieht,  welelie  sich  auf  einer 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  schneiden,  und  die  eine  auf 
einer  der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  ein  gewisses  Stück 
von  einem  g^ebenen  Punkte  an  abschneidet,  die  andere  auf 
einer  anderen  Geraden  ein  Stück  abschneiden  mufs,  welches 
[zu  dem  ersten]  in  einem  gegebenen  Verhältnis  steht. 

Derselbe  Satz  ist,  wie  wir  sehen  werden,  auch  richtig, 
wenn  die  erste  g^ebene  Gerade  mit  einem  Ort  zu  vier  Geraden 
vertauscht  wird,  und  wenn  die  beiden  festen  Punkte  beUebige 
Punkte  von  diesem  sind.  Um  indessen  zuerst  nur  die  Umfor- 
mung dieses  Orts  zu  bewerkstellen,  welche  ivir  hier  vor  Augen 
haben ,  wollen  wir  (Fig.  32)  als  die  beiden  festen  Punkte  die 
gegenüberliegenden  Ecken  A  und  G  des  Vierecks  ABCD.  auf 
welches  der  Ort  bezogen  wird,  annehmen,  und  wollen  die  Ge- 
raden, auf  denen  die  Stücke  abgeschnitten  werden,  parallel  zu 
den  von  diesen  Ecken  ausgehenden  Seiten  AB  und  CB  ziehen. 
Es  seien  dies  die  durch  C  und  A  gezogenen  Geraden  OK 
und  AE.  AVir  wollen  annehmen,  dafs  AD  und  die  von  A 
bis  an  einen  Kurvenpunkt  M  gezogene  Gerade  die  CK  in  I>' 

')  Pappus,  Ausgabe  von  Hultsch,  S.  6515. 
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und  M'  schneiden,  während  CD  und  CM  die  AE  in  D"  und 
J/"  sehneiden. 

Rechnen  wir  nun  bei  der  Bestimmung  des  geometrischen 
Orls   die  Abstände  des   Punktes  ^f  von  J  B  und  CD   parallel 


der  BC  und  seine  Abstände  von  BC  und  AD  parallel  der  BA, 
so  wird  das  Verhältnis  zwischen  den  Abständen   von  CD  und 

ßC  gleich  — TTE!-,  und  das  Verhältnis  zwischen  den  Abständen 

AE 
von  A£  und  i)^  gleich   „,  -.,  .    Dafs  das  Verhältnis  zwischen 

den  Rechtecken  aus  den  Abständen  von  den  g^enüberli^enden 
Seiten  von  ABCD  gleich  X  wird,  läfst  sich  also  ausdrücken 
durch 

D-M'  CE^ 

D-M-'        '--  AE  ' 
wo  ;i   eine  neue  von  der  Lage  des  Punktes  M  auf  der  Kurve 
unabhängige  Konstante  ist. 

Ist,    wie    es   nach   unserer   Annahme   der   Fall    war,    die 
Konstante  X  durch  emen  Punkt  F  des  geometrischen  Orts  be- 
stimmt, so  erhält  man  unmittelbar  anstatt  (1) 
D-M'-  _  D-F"  _  F-M" 
D'M'   ~   D-F-    ^    F'M'  '  ^"' 

worin  F'  und  F'  die  Schnittpunkte  von  AF  unrl  C'^'  mit  CE 
imd  AE  bedeuten. 


i.-TT,--/'.  (1) 
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Dal's  auch  das  letzte  Verhältnis  in  (2),  welches  aus  den 
beiden  anderen  abgeleitet  ist,  konstant  bleibt,  wenn  M  sich 
auf  dem  betrachteten  Ort  bewegt;  zeigt,  dafs  dieser  auch  Ort 
zu  den  vier  Seiten  des  einbeschriebenen  Vierecks  ABCF  ist. 

Da  wir  hierbei  nur  die  Definition  des  Orts  zu  vier  Geraden 
benutzt  und  sonst  keinerlei  Rücksicht  auf  de^en  Beschaffenheit 
genommen  haben  —  abgesehen  davon,  dafs  wir  die  Vierecke 
eüibeschrieben  genannt  haben  —  so  ist  bei  dieser  Umformung 
kein  Bedarf  für  ii-gendwelche  Äusdehnui^  von  einem  einfachen 
Kegelschnitt  (in  antikem  Sinne)  auf  zwei  zusammengehörige 
Hyperbeläste  gewesen. 

Um  den  Satz  von  dem  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen 
Viereck  von  einem  Trapez  auf  ein  beHebiges  Viereck  ausdehnen 
zu  kömien,  und  um  umgekehrt  die  Bestimmung  eines  beliebigen 
Orts  zu  vier  Geraden  auf  ein  solches  zurückzuführen ,  in  dem 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  parallel  sind,  braucht  man  nur 
den  Fall  beti'acMet  zu  haben,  wo  eine  von  den  Linien  AJ) 
oder  AF  mit  AE  zusammenfällt. 

Haben  die  Alten  nun  wirklich,  wie  wir  annehmen,  diese 
Umfomiui^  benutzt,  so  ist  kein  grofser  Sprang  nötig  gewesen 
um  auch  fönende  Erweiterung  des  citierten  Eukhdischen  Po- 
rismas  auf  Kegelschnitte  zu  finden: 

Weim  man  von  zwei  festen  Punkten  eines  Kegelschnittes 
gerade  Linien  an  einen  (beweglichen)  Punkt  desselben  zieht,  so 
werden  diese  auf  zwei  Geraden,  von  denen  die  eine  willkürlich 
gewählt  werden  kann,  proportionale  Stücke  abschneiden. 

Die  beiden  Geraden  brauchen  nämlich,  wenn  A  und  C  die 
Punkte  sind'  nur  parallel  BA  xmA'iBC  zu  sein.  Nun  lassen 
sich  ebenso  gut  wie  D  auch  A,  B  und  C  mit  neuen  Punkten 
der  Kurve  vertauschen.  Folglich  können  die  g^ebenen  Punkte 
A  und  G  beliebige  Punkte  der  Kurve  werden,  und  AE  kann 
eine  beliebige  Richtung  erhalten. 

Es  sprechen  in  der  That  Gründe  dafür,  dafs  die  Alten 
dieses  Porisma  gekannt  haben  oder  das  daran  geknüpfte  Theo- 
rem, welches  sich  dadurch  vom  Porisma  unterscheiden  würde, 
dals  es  ausdrücklich  die  Bestimmui^  der  Linien  ausspricht, 
auf  denen  die  Stücke  abgeschnitten  werden. 
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Zu  dieser  Annahme  wird  man  zunächst  dadurch  gefüin-i, 
dafs  man  erwarten  darf,  dafs  die  Alten,  indem  sie  sich  mit 
dem  citiei-ten  elementai'en  Porisma  bei  Euklid  beschäftigten, 
sich  auch  gefragt  haben,  ob  umgekehrt  der  geometrische  Oii 
füi'  die  Durchschnittspunkte  zwischen  geraden  Linien,  welche, 
durch  feste  Punkte  gezogen,  proportionale  Stücke  auf  festen 
Geraden  abschneiden,  immer  eine  gerade  Linie  ist. 

Die  Antwort  mufste  verneinend  ausfallen;  aber  die  Griechen 
haben,  da  sie  den  Oii  zu  vier  Geraden  kannten,  nicht  unier- 
lassen können  zu  bemerken,  dafs  hier  ein  solcher  vorlag.  Da- 
durch ist  die  Erweiterung  des  Porismas  zu  einem  Ort  zu  vier 
Geraden  gegeben,  und  damit  der  bereits  dargestellte  einfache 
Weg  zur  Umformung  dieses  Orts,  der  ein  notwendiges  Glied 
in  der  vollständ^en  Bestimmung  desselben  war. 

Doch  glaube  ich  eher,  dafs  die  Verbindung  umgekehrt 
gewesen  ist.  Man  hat  berni  Studium  des  Orts  zu  vier  Geraden 
oder  bei  Untersuchungen  über  Kegelschnitte  die  Umformmig 
des  Vierecks  auf  dem  angegebenen  Wege  gefunden,  und  man 
hat  dann  die  Beobachtung  gemacht,  dafs  die  in  dem  so  ent- 
stehenden Porisma  gegebene  Bestimm™^  der  Punkte  eines 
Kegelschnittes  sich  zugleich  auf  die  Punkte  einer  Geraden  an- 
wenden liefs.  Diese  Auffassmig  wird  bestätigt,  wenn  wir 
untersuchen,  auf  welchen  anderen  Wegen  als  den  hier  be- 
schriebenen es  überhaupt  möglich  gewesen  sein  kann  die  Um- 
formung vorzunehmen,  welche  ims  beschäftigt. 

Die  Bestimmung  eines  Punktes  M  als  auf  dem  Ort  zu  den 
Seiten  des  Vierecks  ABCß  belegen,  der  durch  einen  Punkt  F 
gehen  soll,  ist  an  sich  ein  Ausdruck  für  die  Gleichheit  dessen, 
was  man  jetzt  anharmonische  Verhältnisse  nennt: 

Ä{BDFM)  =  C{BDFM).  (3) 

Dafs  diese  Gleichung  ein  einfacher  und  ziemlich  unmitiel- 
bai-er  Ausdruck  hierfür  ist,  sieht  man  daraus,  dafs  umgekehrt, 
der  Satz  vom  embeschriebenen  Viereck  sich  ohne  weiteres  aus 
derselben  herauslesen  läfst,  wenn  man  auf  die  gewöhnliche 
Weise  die  anharmonischen  Verhältnisse  durch  die  sinii^  der 
Winkel  ausdrückt,  und  diese  wieder  mit  Verhältnissen  zwischen 
Sti'ecken  vertauscht. 
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Der  Übergang  vom  einem  Viereck  zn  einem  arideren  niuls 
dann  unter  der  einen  oder  anderen  Form  zusaramengefaUen 
sein  mit  einer  Umformung  der  aufgestellten  Gleichheit  anhar- 
monischer Verhältnisse  in  die  Gleichheit  der  unharmonischen 
Verhältnisse 

A{BFJ}M)  =  C(BFJ)JI)  (4) 

zwischen  denselben  Linien  in  anderer  Reihenfolge  genommen. 
Diese  Umwandelimg  mufs  vorgenommen  sein,  indem  man  zuei-st 
der  Gleichheit  einen  vom  Satz  vom  eintaeschriebenen  Viereck 
verschiedenen  Ausdruck  gab,  welcher  die  ümwandelung  un- 
mittelbarer gestattete. 

Am  einfachsten  wird  dies  ebenso  wie  in  dem,  von  ims 
aufgestellten  Beweise  dadurch  erreicht,  dafs  man  die  Geraden 
der  beiden  Büschel  von  solchen  festen  Geraden  durchschneiden 
lärst,  welche  von  denselben  in  proportionale  Teile  geteilt  werden. 
Da  man  indessen  nicht  immer  zuerst  auf  das  verfällt,  was 
am  einfachsten  ist,  so  können  die  Alten  möglicherwefee  auch 
den  Durchschnitt  mit  anderen  Hülfslinien  benutzt  haben,  wonach 
die  Gleichheit  der  anharmonischen  Verhältnisse  durch  die  Pro- 
portion zwischen  Rechtecken: 

B'F'.D-M-   _   B"F-'.D"M- 

B-M-.D-F-  ~~  B"M-.D"F''  '''' 

oder  durch  eine  Proportion  ausgedrückt  werden  würde,  welche 
im  modernen  Sinne  in  dieser  einbegriffen  sein  würde  und 
dadurch  einfacher  geworden  wäre,  dafs  einer  oder  zwei  Punkte 
sich  bis  ins  Unendliche  entfernt  hätten.  In  dem  vorher  ge- 
führten Beweise  war  dies  der  Fall  mit  B'  und  B".  Auf  die 
in  ihrer  allgemeinen  Gestalt  aus  vier  Rechtecken  gebildete  Pi'o- 
portion  kann  man  sehr  leicht  dadurch  getroffen  sein,  dafs  man 
z.  B.  die  beiden  Hülfslinien  mit  FM  hat  zusammenfallen  lassen, 
wodurch  F'  und  F"  nnt  F,  M'  und  M"  mit  M  zusammen- 
fallen.    Die  dadurch  erhaltene  Proportion: 

B'-M.D'M  _  B"F.D'F 

B'M.D"M     '  B'F.D-F' 

welche  das  sogenannte  Theorem  von  Desargues  ausdrückt, 

ist  nämlich   geradezu  durch  den  Satz   vom   einbeschriebenen 
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Viereck  ausgedrückt,  weiui  man  die  Abstände  von  den  Seiten 
in  der  Richtung  FM  rechnet,  und  wir  werden  im  nächsten 
Abschnitt  weiter  begi'ünden.  dafs  die  Alteii  diese  Unifonnung 
mrklich  gekannt  haben. 

Wenn  nun  die  Beziehung  auf  das  gegebene  Viereck  auf 
irgend  eine  Weise,  d.  h.  durcii  irgend  eine  Wahl  der  Hülfs- 
linien,  auf  die  Form  (5)  gebracht  war,  so  hat  diese  Propor- 
tion sich  folgendermafsen  weiter  imiformen  lassen; 

B'F-.B'M'—B-M-.D'F-        B-F".D"M"  -  B" M" .  D" F'- 


B"  M" .  P' F''" 


B'D'.F'M' 
'B-M-.FD- 


•'M".F"D" 


(*') 


dies  ist  ein  Ausdruck  für  (4),  mid  es  mufs  sich  nachweisen 
lassen,  dafs  derselbe  die  Beziehung  auf  das  Viereck  ABCF  in 
ähnlicher  Weise  ausdrückt,  wie  die  Proportion  (5)  die  Beziehung 
auf  ABCD.  Die  Zusammenziehung  der  Zähler  mag  allerdings 
nach  dem  verschiedenen  Vorzeichen  in  verschiedene  Fälle  zer- 
legt sein,  aber  dieselbe  ist  nicht  so  schwierig^)  wie  viele  von 
denen,  welche,  die  Alten,  wie  man  bei  Pappus  sehen  kann, 
haben  ausführen  können,  ja  von  denen  man,  wenn  Pappiis 
überhaupt  Veranlassung  gehabt  hat  dieselben  als  Hülfssätze  für 


')  Die  da))ei  angewandte  Relation 
AC.BB  =  AB.CD-^AD.IlC 
ist  in  der  geometrisclien  Algebi-a  durcii 
die  neh anstehende  Figur  dargestellt, 
worin  A,  B' ,  C.  D'  dieselben  Ab- 
stände haben  wie  A,  B,  G,  D,  und 
deren  Anwendung    man    leicht  ver- 
stehen wird,  wenn  wir  die  Relation 
folgendermafsen  schreiben: 
AG  .B-  D-  =  AC  .B-C  +  AC  .0^V^ 
=  AC.B'C-  ^CD.AO 
=  AD.B'G-  +  GD.AB'. 


i   t 

n 

und  ivenn    man,   woldgemerkt.    dieser   Anleitung    i 
Flächen  in  der  Fignu  selbst  folgt. 
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das  Versländiiis  dei  alteren  Schiütstellpi  lutzubteilen  venmiten 
mufs,  dafs  die  Alten  es  -lOgai  fui  unnötig  fehaltt*n  haben, 
sie  zu  beweisen 

Ich  glaube  kaum  dals  es  deulbii  i^t  daK  die  Alten,  um 
den  Übei^ai^  \on  d^i  Beziehung  eines  Oit&  auf  ein  Viereck 
zu  dessen  Beziehung  laf  em  indeie',  \ieieck  vorzunehmen, 
sich  anderer  Mittel  haben  bedienen  können  hIs  derjenigen, 
welche  (im  modernen  &inne)  in  den  hiei  angetuhiten  einbe- 
griffen sind,  welche  also  kemenfalis  giof^eie  Schwierigkeiten 
haben  darbieten  können 

Bei  der  Möglichkeit  aut  niannigfalt^e  und  hes^ondere  Arten 
Hülfslinien  zu  wählen  kann  die'^ei  Beweis  inde  sen  eine  Menge 
verschiedener  Formen  angenommen  haben  Ei  bleibt  also  zu 
untersuchen,  ob  min  sich  an  einzelne  von  diesen  Formen  ge- 
heilten oder  ob  man  auch  andere  gekannt  und  angewandt  hat, 
wenn  auch  nicht  gerade  bei  der  Be&tmimui^  ^eb  Oits  zu  vier 
Geraden,  so  doch  mti  eine  giof-iere  Menge  lon  Darstellungen 
der  Kegelschnitte  und  diduich  Mittel  zu  veischiedenen  Unter- 
suchungen zu  eihillen  n  mientlich  um  zu  beweisen  dafs  vor- 
gelegte geometrische  Orter  Kegelschnitte  &ind. 

Diese  Frage  ist,  anders  ausgedrückt,  die,  ob  die  Griechen 
andere  Darstellungen  von  der  Erzeugung  eines  Kegel- 
schnittes durch  projektivische  Büschel  kannten  und 
anwendeten,  als  diejenigen  sind,  welche  man  im  Satze  vom 
einbeschriebenen  Viereck  hat.  Sie  mufs  also  mit  einem  Hin- 
weise auf  die  Erzeugui'^  von  dieser  Art  beantwortet  werden, 
auf  die  wir  bereits  am  Schlüsse  von  Apollonius'  drittem  Buche 
[53 — 56]  gestofsen  sind.  Die  Relation,  durch  welche  in  dieser 
die  Projektivität  der  Büschel  ausgedrückt  wird,  würde  in  (5) 
einbegriffen  sein,  wenn  man  den  Punkt  B  mit  A  und  D  mit  C 
hätte  zusammenfallen  lassen,  sowie  die  Richtung  der  festen 
Geraden  so  gewählt  hätte,  dafs  B'  und  D"  ins  Unendliche 
forti'ückten,  d.  h.  parallel  den  Tangenten  in  Ä  und  C. 

Da  nun  der  hier  erwähnte  Satz  sieh  ausdrückhch  bei  Apol- 
lonius findet,  so  könnte  es  scheinen,  als  ob  einige  Veranlassung 
gegeben  sei,  sich  denselben  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geraden  zu  Grunde  gelegt  zu  denken.      Derselbe  gieht  in   der 
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That  —  wie  wir  schon  im  vorigen  Abschnitt  bemerkt  lialien  — 
unmittelbar  den  Oit  zu  diel  ßeixden  Wenn  ich  nur  wenig 
geneigt  bin  den'-elben  luch  bei  dei  Restitution  de?  Orts  zu  vier 
Geraden  zu  benutzen  %o  li^t  da'5  daian  weil  ^iif  Grund  der 
besonderen  Form  des  hierzu  gehörigen  Vierecks  zwei  Über- 
gänge nötig  sem  wuidei  um  zu  einen  beliel"igen  Viereck  zu 
gelangen,  und  wed  man  \ienn  man  imgekehit  bei  der  Be- 
stimmui^  eines  gegeVenen  Oit  von  emem  bebebigen  Viereck 
ausgehen  würde  Bestimnungen  von  Tmgenten  vornehmen 
mufste,  um  denselben  int  den  m  lern  eiWcdinten  Satze  be- 
stimmten Ort  zn  irei  Ger^ien  zuiuckziifubien  Der,  welcher 
die  hiermit  \eibundenen  bcbwierigkeiten  ubeiiMudeii  konnte, 
würde  nicht  unteihssen  haben  zu  bemeifcen  daft  man  das  Ziel 
rascher  erreichen  1  onnte  wenn  man  —  wae  wir  es  gethan 
haben  —  das  \on  Ai  ollonm^.  m  dei  emdbnten  Satzgruppe  be- 
nutzte Verfahien  luf  ein  embescbnebeneis  Tiijez  anwendete, 
worauf  nur  eine  weitere  limfoimung  les  Vieiecks  notwen- 
thg  ist. 

Doch  kann  es  nnmei  noch  mdeihcb  erscheinen,  dal's 
Apoilonius ,  wenn  ei  den  Ort  z  ^  lei  Geraden  im  grofsen 
und  ganzen  auf  die  Weise  bestimmt  hat,  welche  wir  als  die 
nächstli^ende  bezeichnet  haben,  nicht  lieber  in  seinem  dritten 
Buch  die  hierzu  dienende  Erweiterung  des  aufbewahrten  Po- 
rismas  von  Eukhd  (umgewandelt  in  ein  Theorem)  aufgeführt 
hat  als  die  in  den  Sätzen  53 — 56  enthaltene  Erzei^ng  von 
Kegelschnitten.  Doch  lassen  sich  hierfür  vei-scbiedene  Gründe 
denken.  Ich  bin  am  meisten  geneigt  den  Grund  darin  zu 
suchen,  dafs  er  nur  die  Erweiterung  einer  einzelnen  der  im 
voraus  bekannten  Ei'zei^ui'^en  von  Kegelschnitten  durch  projek- 
tivische  Büschel  auf  den  aus  zwei  Hyperbelästen  zusammen- 
gesetzten K^elschrütt  hat  zeigen  wollen,  und  dann  die  gewäblt 
hat,  bei  der  diese  Erweiterung  am  leichtesten  vorzunehmen 
war.  Da  nämlich  bei  der  in  der  Sat^ruppe  53—56  behandelten 
Erzeu^ng  nur  zwei  feste  und  ein  beweghcher  Punkt  vor- 
kommen, so  bedarf  man  hier  zur  Erweiterung  des  wahrschein- 
lich im  voraus  bekannten  Satzes  über  einen  Kegelschnitt  [54] 
nur   zweier  Sätze   [55  und  56].     In   dem   oben  über   Kegel- 
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schnitte  ausgesprochenen  Porisma  (nmgewandelt  in  ein  Theorom) 
kommen  dag^en  —  abgesehen  von  dem  zur  Bestimmung  von 
Eonstanten  dienenden  Punkte  F  —  im  ganzen  5  Punkte  des 
Kegelschnittes  {Ä,  B,  C,  D,  M)  vor,  wodurch  die  Erweiterung 
auf  die  beiden  Hyperbeläste')  bedeutend  weitläufiger  wird. 

Wenn  ich  soeben  von  ,den  im  voraus  bekannten  Ei'zeu- 
gLii^en  von  Kegelschnitten  durch  projeküvische  Büschel"  ge- 
sprochen habe,  so  babe  ich  dabei  bereits  vorausgesetzt,  einmal, 
dafs  es  mehrere  derselben  gab,  und  zweitens,  dafs  man  auch, 
ohne  dieselben  wie  wir  unter  den  B^riff  Projektivität  zusam- 
menfassen zu  können,  eine  klare  Vorstellung  von  ihrem  gegen- 
seit^en  Zusaiumenhange  hatte.  Die  Berechtigung  zu  diesen 
Voraussetzungen  entnehme  ich  demselben  Werke,  weiches  mir 
den  Weg  zur  Umformung  des  einbeschriebenen  Vierecks  zeigte, 
den  ich  zuerst  als  den  annehmbarsten  hingestellt  habe,  nämlich 
aus  Euklids  Porismen. 

Diese  Schrift  ist  allerdings  verloren,  und  Pappus'  Än- 
gal)t,n^)  über  ihren  bihilt  sind  lange  Zeit  ixtselhaft  gewesen; 
aber  jetzt  smd  diese  Ratsei  dei  Haupt^-tche  nach  vollständig 
gelost  ■wenn  sieh  auch  immer  noch  ubei  tlie  Form  der  Poris- 
men stielten  lafst  und  die  Unteisuchung  n  über  Einzelheiten 
des  Inhalts  und  den  ^^  ahrbchemliche»  Äuiifs  und  Zweck  der 
Schrift  nicht  m  allen  Punkten  abgeschlossen  sind.  Bereits 
Robeit  Sintson  deutete  in  ■nie  Pappu=!  Angaben  zu  er- 
klaien  =<eien,  iber  diese  Eiklarui^  liefs  '.ii.h  erst  durchführen, 
als  die  Wissenschaft  im  Begriff  stand  das  Gebiet  wiederzuero- 
bem,  zu  den  die  Porismen  gehörten,  und  das  geschah  dann 
durch  einen  der  Männer,  welche  bei  der  Arbeit  auf  diesem 
Gebiete  zu  den  ersten  gehörten,  nämlich  durchMicholGhasies. 
Dieser   hat    wie    bekannt    sogaj'    eine  Restitution    von   Euklids 


')  Die  Veranlassung  m  eioer  solchen  Eiweitprimg  ei-gieht  "ich  eist,  «-emi 
das  Porisma  üher  Kegelschnitte  aii=ge-piochen  imd  Um  dasselbe 
zur  Tjyafonnui:^  des  noch  nicht  n&.heL  he'itim.mteii  Oit".  /.a  vier 
Geraden  anwenden  zu  können,  \\ai  es  also  filr  Apollonius  niclit 
nötig  eine  solche  Erweiterung  vorzunehmen 

')  Ausgabe  von  Hultsch,  S.  648  ff. 
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verlorenem  Werk  ^)  ausgearbeitet,  die  allerdings  keinen  Anspruch 
auf  volle  Übereinstimmung  in  den  Einzelheiten  macht  —  das 
geht  unter  anderem  daraus  hervor,  dafs  Chasles  220  Porisraen 
aufsteht,  wähi'end  das  Werk  nur  171  gehabt  hat  — ,  die  aber 
zur  Genüge  die  Durchführbarkeit  der  aufgestellten  Erklärungen 
und  deren  Übereinstimmung  mit  aUen  vorliegenden  Angaben 
zeigt. 

Es  darf  also,  ohne  dafs  wir  nötig  hätten  die  Begründmig 
dafür  zu  wiederholen,  zweierlei  als  feststehend  betrachtet  wer- 
den: zunächst,  dafs  Euklids  Porismen  ausgesprochen  haben,  dafs 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  dafs  Gerade  durch  denselben 
Punkt  gehen  und  dafs  Punkti'eihen  auf  geraden  Linien  m  sol- 
chen Verbindungen  stehen,  welche  mit  gröfserem  oder  gerin- 
gerem Grade  von  Allgemeinheit  das  ausdrücken,  was  wir  pro- 
jektivisch  nennen;  mid  demnächst  auch,  dafs  die  Voraussetzungen, 
unter  denen  dieses  der  Behauptung  nach  stattfindet,  in  den 
beiden  ersten  Büchern  über  die  Porismen  aus  Bedingungen 
derselben  Ai-t  zusammengesetzt  sind, 

Pappus'  Worte,  dafs  die  Voraussetzungen  ,ganz  speciell'' 
sind,  könnten  vielleicht  die  Befürchtung  erwecken,  dafs  in  den 
Porismen  nur  einzelne  eng  begrenzte  Sätze  dieser  Art  auf- 
gestellt worden  seien.  Wenn  wir  indessen  den  weiteren  Zusani- 
menbang  dieser  Worte  berücksichtigen,  dafs  sie  nämlich  „ver- 
schieden sind,  weil  sie  ganz  speciell  sind",  und  ferner  beachten, 
dafs  Pappus  10  Porismen  in  eins*)  von  sehr  allgemeinem 
Charakter  zusammenzieht,  so  müssen  wir  annehmen,  dafs  diese 
Specialität  entweder  nur  in  der  Verschiedenheit  liegt  oder  in 
der  bei  den  Griechen  gewöhnhchen  Zerstückelung  besteht,  so 
dafs  jedesmal  mehrere  Porismen  zusammengenommen  die 
Voraussetzungen  über  die  Lage  der  darin  vorkommenden  Punkte 
und  Geraden  vollkommen  a%emein  machen. 


'}  M.  Chasles,  Les  trois  livres  de  porismes  d'Euclide,  r^tablis  pour  la 
premifere  fois  d'aprfes  la  notice  et  les  lemmes  de  Pappus,  et  conforme- 
ment  an  sentiment  de  R.  Simsoti  sur  la  forme  des  ^nonces  de  ces 
propositions.    Paris  t860. 

')  Ausgabe  von  Hultsch,  S.  652. 
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Unter  diesen  Umständen  sind  zwei  Folgerungen  möglieh: 
entweder  es  hat  direkt  unter  den  Porismen  solche  gegeben, 
welche  ausdrückten,  dafs  wenn  zwei  Strahlentüschel  zwei  feste 
gerade  Linien  in  Punktreihen  schneiden,  welche  einer  gewissen 
Relation  der  erwähnten  Art  (z.  B.  der,  dais  das  Rechteck 
aus  den  Ahständen  von  zwei  festen  Punkten  der  Geraden 
konstant  ist)  geni^en,  andere  feste  Geraden  existieren  müssen, 
welche  sie  in  Panktreihen  schneiden,  die  einei'  anderen  dieser 
Relationen  genügen  (z.  B.  ähnlich  sind);  oder  man  mufs, 
wenn  die  Porismen  verwickelter  gewesen  sind,  bei  ihrer  Bil- 
dung mit  dieser  Art  von  Übei^ängen  vertraut  gewesen  oder 
geworden  sein.  Wenn  also,  wie  wir  gesehen  haJien,  wenigstens 
Apollonius  eine  Form  [3tes  Buch,  53—56]  für  die  Bestimmung 
projektivischer  Büschel,  die  einen  K^elschnitt  hervorbrii^en, 
kennt,  so  darf  man  schliefsen,  dafs  er  auch  Euklids  Porismen 
benutzen  konnte  um  dies  durch  andere  Formen  für  die  Rela- 
tion zwischen  den  Punktreihen  auszudrücken,  weiche  die  Büschel 
entweder  auf  denselben  Hülfslinien,  die  er  benutzt,  oder  auf 
anderen  bestimmen.  Berücksichtigt  man  nun  die  vielen  Aus- 
drücke für  die  Projektivitat,  die  nach  Pappus  in  Euklids  Poris- 
men  aufgestellt  sein  müssen,  so  erhält  man  dadurch  ebenso 
viele  Bestimmungen  von  K^elschnitten ,  hervoj^ebracht  durch 
solche  Strablenbüschel ,  deren  Verbindui^  wh-  nun  in  die  eine 
zusammenfassen  können,  dafs  diese  Büschel  projektivisch  sind. 

Hierdurch  erhalten  wir  zunächst  eine  Erklärung  von  Apol- 
lonius' Äufserung  in  der  Vorrede,  dafs  sein  drittes  Buch,  wähi-end 
es  gleichzeitig  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Orts  zu  drei 
oder  vier  Geraden  dient,  überhaupt  ausreichendere  Mittel  zur 
Bestimmung  und  Diskussion  körperlicher  Örter  gebe;  denn  jede 
Form  für  die  hier  erwähnte  Erzeugung  ist  ein  Oiistheorem. 
Wenn  Apollonius  s^t,  dafs  diese  Mittel  zum  Teil  neu  sind,  so 
hat  man  gewifs  wie  gewöhnüch  vorzugsweise  an  die  für  die 
Diskussion  der  Örter  so  wichtige  Betrachtung  zusammengehöriger 
Hyperbeläste  zu  denken.  Abgesehen  von  diesen  können  dem 
Verfasser  der  Porismen,  der  die  Bestimmung  des  Oi"ts  zu  vier 
Geraden  teilweise  kannte,  solche  Erzeugungen  der  K^elschnitte. 
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wie  wir  hier  erwähnt  haben,  nicht  fremd  gewesen  sein,  und 
Äristäus'  Buch  über  körperhche  Örter  kann  möglicherweise 
verschiedene  Beispiele  hierfür  enthalten  haben. 

Femer  bestätigt  die  allgemeine  Beti'achtung  des  Zusam- 
menhangs zwischen  der  Lehre  von  körperlichen  Ortern  und 
Euklids  Porismen  die  Richtigkeit '  der  Anwendung,  ■welche  wir 
von  dem  Tollständ^  aufbewahrten  Porisma  gemacht  haben. 
Betrachtet  man  nämlich  die  verschiedenen  Formen,  unter  denen 
die  Erzeugung  durch  projektivische  Büsche!  sich  überhaupt  in 
Übereinstimmung  mit  den  Porismen  ausdräcken  läfst,  so  zeigt 
das  erwähnte  Porisma  deuthch,  dafs  die  Bestimmung  der  Büschel 
durch  Teilung  gewisser  Geraden  in  proportionale  Teile  nicht 
vergessen  sein  kann.  Es  kann  also  die  Vermutung  nicht  ganz 
unrichtig  sem,  welche  wir  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  darüber 
aufgestellt  haben,  wie  die  Alten  den  Übei^ang  von  einem 
einbeschriebenen  Viereck  zu  einem  anderen,  der  ein  notwen- 
diges Glied  in  ihrer  vollständigen  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geraden  gewesen  ist,  bewerkstelligt  haben. 

Das.  worauf  wir  hier  gebaut  haben,  ist  teils  die  Gewifs- 
heit,  dafs  ApoUonius  den  Ort  zu  vier  Geraden  vollständig, 
seine  Vorgänger  denselben  teilweise  bestimmt  haben,  teils  ist 
es  die  letzte  Satzgruppe  in  ApoUonius'  drittem  Buche,  teils 
sind  es  endlich  die  vorliegenden  zuverlässigen  Angaben  übei' 
den  Inhalt  von  Eukhd«  Poiiimtn  ünieie  bthlus'-e  gehen  von 
dem  geometrischen  Faktum  au--,  dafs  alle  diese  Untersuchungen 
ihrem  Inhalte  nach  genau  zusammenhängt  n  und  führen  daim, 
indem  nur  dieser  Zusammenhang  auf  die  nächstliegende  AVeise 
benutzt  wird,  dahin,  dafs  die  Alten  die  Ei/eugung  von 
Kegelschnitten  durch  projektivische  Büschel,  abge- 
sehen von  deren  Zusammenfassung  durch  den  Gat- 
tungsbegriff Projektivität,  vollständig  gekannt  haben. 

Darch  Aufstellung  dieses  Resultats  gehen  wir  freilich  bedeu- 
tend weiter,  als  Chasles  nach  seinen  Aussprüchen  über  Kutzen 
und  Anwendung  der  Porismen  zu  urteilen  thut.  In  der  Art  der 
,  Anwendung  selbst  ei^ebt  sich  indessen  keine  gi-ofse  Abweichung 
von  dem ,   was  er  in  dieser  Angelegenheit   sagt.     Er  hebt  eben 
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auch')  den  Nutzen  hervor,  den  die  Porismen  nanieiithch  bei 
der  Bestimmung  von  Örtem  gewähren  können,  da  die  durch 
dieselben  gegebenen  verschiedenen  Darstellungen  der  bekannten 
Örter  es  möglich  machen,  jeden  neuen  Ort,  der  bestimm! 
werden  soll,  auf  mannigfaltige  Weise  an  jene  anzuschliefsen. 
In  dieser  Beziehur^  vergleicht  er  äiifserst  treffend  die  Porismen, 
in  denen  angegeben  wird,  dafs  man  durch  Bestimmung  von 
irgend  etwas  Unbekanntem  zu  einer  gewissen  Darstellung  ge- 
langen kann,  mit  den  bekannten  Formen  der  Gleichungen 
in  der  analytischen  Geometrie,  welche  man  durch  Bestimmung 
der  noch  unbekannten  Koefficienten  dahin  bringen  kann  neue 
geometrische  Örter  von  einer  gewissen  Art  darzustellen.  Diesem 
Vergleiche  können  wir  um  so  mehr  zustimmen,  als  wir  überall 
in  der  höheren  Geometrie  der  Alten  fast  eben  soviel  Überein- 
stüimiur^  mit  der  Behandlungsmethode  der  analytischen  Geo- 
metrie wie  mit  der  der  modernen  reinen  Geometrie  finden,  was 
wir  Gelegenheit  finden  werden  des  weiteren  auseinanderzusetzen, 
wenn  wir  im  zehnten  Abschnitt  die  Bestimmungen  der  Orter 
bei  den  Alten  untersuchen.  Im  besonderen  werden  dann  die 
beiden  ersten  Bücher  über  Porismen  den  Untersuchungen  der 
modernen  analytischen  Geometrie  entsprechen,  bei  denen  na- 
mentlich die  lineare  Form  für  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
benutzt  ist.  Wie  wir  angeführt  haben,  behandeln  dieselben  näm- 
lich teils  die  Bedingungen  dafür,  dafs  Punkte  auf  einer  Geraden 
liegen  oder  gerade  Linien  durch  einen  Puntt  gehen,  teils  die 
Relationen  zwischen  geradlinigen  Punktreihen,  welche  in  einer 
ebenen  Figur  durch  Projektion  mid  durch  Schneidung  von 
geraden  Linien  verbunden  sind. 

Es  ist  übrigens  unwesenthch,  ob  man  die  Porismen  mit 
den  modernen  rein  geometrischen  oder  mit  den  analytisch- 
geometrischen Hülfsmitteln  vergleicht,  welche  beide  nur  unter 
verschiedener  Form  ganz  dieselben  Ziele  verfolgen.  Sie  ihrer- 
seits gewähren  dasselbe  unter  einer  dritten  Form. 

Chasles  hat  ferner  darin  Recht ,  dafs  diese  reichen 
Hülfsquellen    in    den    beiden    ersten    Büchei^n    der    Porisnien 

')  M.  Chasles,  Les  trois  livres  de  porismes  d'EucUde,  S.  (iü. 
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unmittelbar  nui  aut  geiadlm^p  Fj^fuien  angewandt  ^^  erden, 
also  auch  unmittelbai  um  geiadp  Lin]en  al'i  geometnsche  Örter 
ergeben,  und  dafs  dipselben  im  ^ten  Buche  nui  zugleich  auf 
den  Kreis  Anwendung  finden  Ei  lügt  hin^u  ^),  dah  der 
gröfste  Teil  der  Poiisraen  mit  derbelben  Leichl^keit  sich  auf 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  au-fdehnen  las^e,  und  weist 
in  einer  Änmeikimg  aut  seme  eigene  Darstellung  der  Erzeu- 
gnis durch  piojektiMsche  Büschel  m  semem  Appigu  hittorigue 
besonders  hm 

In  seiner  Wiedetheiftelluiig  dei  Poiigmen  ist  e'i  auch  an 
manchen  Stellen  leicht  die  allgememen  Sätze  ubei  Kegelschnitte 
KU  erkennen,  welche  ei  seLbst  voi  Augen  hat,  und  welche  er 
nur  entwede!  90  specialisiert ,  dafs  eine  Gerade  odei  em  Kreis 
an  Stelle  eine'*  allgemeinen  KpgeJ=!chmttes  tntt,  odei  so  umformt, 
dafs  der  Kegelschnitt  mit  dem  das  Porisma  zu-^ammenhängt, 
nicht  genannt  wird,  sondern  nur  die  daduich  eneichte  Ver- 
bindung zwi&ihen  geiaden  Linien  odei  zwischen  diesen  und 
Kreisen  ziiriickbleibt 

Das,  was  wii  nun  hmzuzutugen  haben,  11t  die  Annahme, 
erstens,  dafs  eben  diese  Veibindung  mit  dei  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  auch  Euklid  während  der 
Ausarbeitung  der  Porismen  vor  Äugen  geschwebt 
hat,  und  dafs  gerade  diese  Übereinstimmung  im  Gedankengange 
Chasles  dazu  verhelfen  hat  den  Porismen  ihren  richtigen  Cha- 
rakter und  Inhalt  zu  geben;  zweitens,  dafs  Apollonius  wäh- 
rend seiner  weiteren  Behandlung  des  Orts  zu  vier  Geraden  und 
körperhcher  Örter  überhaupt  vielfach  Veranlassung  gehabt 
hat  diese  Verbindung  zu  benutzen.  Ich  h^e  um  so 
weniger  Bedenken  bei  dieser  Abweichui^  von  dem  kenntnis- 
reichen Wiederhersteller  der  Porismen,  als  derselbe  nii^endwo 
in  den  von  ihm  veröffentlichten  Voruntersuchungen  irgendwelche 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des  Umsiandes  genommen  hat, 
dafs  die  Alten  eine  so  aügemeine  Aufgabe,  wie  die  Bestim- 
mung des  Oi'ts  zu  vier  Geraden  —  für  welche  er  ja  sogar 
dem  Pappus   einen  grofsen  Teil   der  Ehre  ühcrläfst    —    gelöst 
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haben,  und  als  er  überhaupt  den  Inhalt  von  Äpolloniuy'  Kegel- 
schnitten unbenutzt  läfst. 

So  wie  er  von  ims  aufgefafst  wird,  giebt  der  Zusammen- 
hang zmsehen  der  Lehi'e  von  den  Kegelschnitten  und  Euklide 
Porismen  eine  befriedigende  Erklärung  dafür,  wie  die  Porismen 
entstanden  sein  können.  In  theoretischer  Beziehung  kann  dieses 
Werk  allerdings  seine  selbständige  Bedeutung  innerhalb  seines 
eigenen  Gebietes  behaupten.  Die  darin  enthaltenen  Resultate 
sind  interessant  genug,  um  ihrer  selbst  wegen  hervoi^ehoben 
zu  werden,  und  wenn  sie  nach  Pappus  ein  Werkzeug  sind, 
bestimmt  zu  weiterer  Anwendung  in  der  Änalysis,  so  gestatten 
sie  in  der  That  unbegrenzte  Anwendungen  schon  auf  solche  Fi- 
guren, die  aus  Geraden  und  Kreisen  gebildet  sind.  Aber  sollte 
man  im  Altertum  so  weit  in  den  hierhei^ehörigen  Aufgaben  ge- 
gangen sein,  dafs  man  nicht  nur  zu  den  Sätzen  selbst  gelangte, 
welche  in  den  Pori.smen  enthalten  waren,  sondern  in  denselben 
auch  Werkzei^e  zur  Behandlung  noch  komplicierterer  Auf- 
gaben auf  diesem  selben  Gebiete  erbEckte':' 

Nicht  mit  der  Absicht  geradlinige  Figuren  oder  Kreise 
zu  behandeln  hat  man  in  unseren  Tagen  die  Lehre  von  der 
Projektivität  oder  Homographie  oder,  algebraisch  ausgedrückt, 
von  den  linearen  Transformationen  entwickelt,  sondern  nach- 
dem, man  gesehen  hatte,  wie  nützlich  diese  Hülfsmittel  für  die 
Lekre  von  den  Kegelschnitten  und  darüber  hinaus  waren  und 
sein  würden,  hat  man  dieselben  durch  Anwendung  auf  jene^i 
einfachere  Material  geprüft  und  entwickelt,  wo  man  von  vorn- 
herein geglaubt  haben  würde,  sie  leicht  entbehren  zu  können, 
wo  dieselben  sich  aber  doch  als  nützlich  zur  Gewmnung  neuer 
Resultate  erwiesen.  Teils  wegen  dieser  Resultate,  teils  als  eine 
Vorbereitung  für  weitere  Anwendungen  auf  die  Kegelschnitte 
hat  man  es  für  nützlich  gehalten  die  neuen  Methoden  in  ihrer 
Anwendung  auf  geradlinige  Figuren  und  Kreise  besonders  dai- 
zustellen,  wie  Chasles  in  seiner  Giometrie  supSrieure,  aber 
dafs  sie  sich  hinterher  eben  für  die  Kegelschnitte  so  gut  eig- 
nen, dafs  die  Anwendungen  hier  nicht  schwieriger  sind  als 
auf  dem   elementaren   Gebiete,    rühii  daher,    dafs  das  Werk- 
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zeug  für  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  geschaffen  ist,  und 
cSafs  seine  Entwickelung  der  Anwendung  auf  diese  Lehre  Schritt 
für  Schritt  gefolgt  ist. 

So  mufs  es  auch  im  Altertum  zugegangen  sein.  Während 
des  Studiums  körperlicher  Örter,  während  der  Be- 
handlung und  Umformung  des  Orts  zu  vier  Gerade», 
hat  man  die  Bedeutung  der  Verbindungen  zwischen 
Punktreihen  erkannt,  welche  wir  unter  dem  Namen 
Projektivität  zusammenfassen,  und  hat  man  sich  ver- 
anlafst  gesehen  auf  eine  Gerade  oder  einen  Kreis 
solche  Bestimmungen  von  Punkten  anzuwenden, 
welche  im  allgemeinen  den  Kegelschnitten  angehören. 
Man  ist  nämlich  sonst  niemals  in  der  glücklichen  Lage,  dafs 
ein  mathematisches  Werkzeug,  welches  mit  Rücksicht  auf 
andere  Zwecke  oder  höchstens  mit  der  blofsen  Möglichkeit 
vor  Äugen,  dafs  es  weitei^ehende  Anwendungen  erfahren  könnte, 
entwickelt  wird,  zufälligerweise  m  allem  und  jedem  sich  so 
vortrefflich  wie  die  Porismen  für  das  Studium  der  allgemei- 
nen Eigenschaften  eines  Kegelschnittes  eignet,  das 
Jieifst,  der  Eigenschaften,  welche  sich  an  dessen  Punkte,  unab- 
hängig von  besonderen  Linien  oder  Punkten  (Äxen,  Mittelpunkt 
H.  s.  w.)  knüpfen. 

Da  nun  diese  Art  von  Untersuchungen  doch  kaum  von 
iUideren,  welche  sich  an  die  Kegelschnitte  anschliefsen ,  haben 
ferngehalten  werden  können,  so  darf  man  erwarten,  dafs  ver- 
schiedenes vom  Inhalt  der  Porismen  auch  an  die  Anwendung 
auf  andere  Abschnitte  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  ange- 
Hchlossen  und  dadurch  entwickelt  worden  ist.  In  Übereinstim- 
mung hiermit  haben  wir  denn  auch  (S.  83)  bei  der  Bestimmung 
der  Lage  einer  beliebigen  Tangente  mit  Beziehung  auf  einen 
Durchmesser  und  die  zugehörigen  Sehnen  eine  Anwendur^  der- 
selben Abhäi^gkeit  zwischen  Punktreihen,  die  Projektionen  von 
einander  sind,  gefunden  vne  die,  welche  eine  Hauptrolle  in  den 
Porismen  spielt.     Einer  von  Pappus"  Hülfssätzen ')  zu  Euklids 


^)  Dei-  Sl=«,  Aii?g.  y.  Hultäch,  S.  Ülffi.     Dei-  Hillfös.atz  wild  i 
schnitt  angefülivt  wei'den. 
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Porismen  stimmt,  obgleich  er  sich  ausschliefslich  auf  einen 
Halbkreis  und  Punkte  und  gerade  Linien  bezieht,  augenschein- 
lich überein  mit  einer  der  einfachsten  Brennpunktseigenschaften 
eines  Kegelschnittes,  der  den  Durchmesser  des  Halbkreises  zur 
Hauptaxe  hat.  Dann  ist  anzunehmen,  dafs  —  ebenso  wie  die 
Porismen  174  und  194—196  in  Ghasies'  Wiederherstellung  — 
auch  eins  oder  mehrere  von  Euklids  echten  Porismen  auf 
ähnliche  Weise  Brennpunktseigenschaften  unabhängig  von  dem 
K^elschnitt  ausgedrückt  haben,  zu  dem  sie  gehören.  In  Über- 
einstimmung mit  der  von  uns  vertretenen  Auffassur^  wird 
dann  anzunehmen  sein,  dafs  das  Studium  der  Kegelschnitte 
und  ihrer  Brennpunkte  die  Veranlassung  gewesen  ist,  die  in 
den  Porismen  aufgestellten  Eigenschaften  beim  Halbkreise  zu 
bemerken.  Der  Satz  wird  nämUch  —  hier  wie  an  manchen 
anderen  Stellen  —  leichter  zu  erfassen  und  natüriicher  zu  ent- 
decken, wenn  die  Anschauung  durch  Hinzunahme  eines  Kegel- 
schnittes unterstützt  wird.  Wir  werden  deshalb  beim  Studium 
der  Kenntnisse,  welche  die  Alten  von  den  Brennpunkten  be- 
sassen,  den  erwähnten  Hülfssatz  und  die  wahrscbeinlicherweise 
daran  geknüpften  Porismen  nicht  unbeachtet  lassen. 

Wenn  meine  Auffassung  von  Euklids  Poiismen  und  ihrer 
Entstehung  richtig  ist,  dafs  dieselben  namlich  teils  eine  Art 
von  Nebenprodukten  bei  Untersuchungen  über  Kegelschnitte 
sind,  teils  auch  ein  Hülfemittel  füi  weitete  Untersuchungen 
über  dieselben  Kurven,  so  wird  md.n  dadurch  aufgefordert  zu 
versuchen  aus  den  vorliegenden  Angaben  übei  Euklids  Porismen 
eine  möglichst  vollständige  Ausbeute  tui  die  Kenntnis  der  gi-ie- 
chischen  Lehre  von  den  Kegelscimitten  zu  ziehen.  An  voll- 
ständigen Angaben  über  Einzelheiten  m  dieser  Schrift  haben  wir 
aufser  dem  aufbewahrten  Porisma,  das  uns  bereits  so  gi'ofsen 
Nutzen  geleistet  hat,  Pappus'  Veiemigung  von  10  anderen 
Pori=!men  in  fol^^endes'):   ,,Wcnn  \on  dein  s^^teme  von  Diirr-h- 


')  Ausg.  V.  Hiiitsch,  S.  «53.  Wir  liaben  liier  einige  unbedeutende  Ände- 
rungen Torgenommen  um  den  dunklen  Text,  der  in  der  neueren  Zeit 
zuerst  von  Robert  Simsen  verstanden  wurde,  klarer  zu  machen  ohne 
etwas  in  der  Auffassung  der  Figur  selbst  zw  verändern. 


y  Google 


Rückschlösse  auf  riio  Lolire  \ 


len  Kogplschnitteii, 


IßH 


Schnittspunkten  zwischen  vier  geraden  Linien  die  drei,  \Yelche 
auf  einer  von  den  Geraden  liegen,  gegehen  sind,  und  zwei 
andere  sieh  auf  gegebenen  geraden  Linien  bewegen,  so  wird 
dasselbe  mit  dem  dritten  der  Fall  sein,"  Wir  düi'fen  also  nicht 
versäumen  zu  untersuchen,  in  welcher  Beziehung  dieser  Satz 
zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten  steht. 

Wen^^tens  wenn  man  diesen  Satz  als  eine  Bestimmung 
des  dritten  Eckpunkts  eines  Dreiecks  auffafst,  dessen  beide 
andere  Eckpunkte  auf  gegebenen  Linien  gleiten,  während  alle 
Seiten  sich  um  feste  Punkte  einer  geraden  Linie  drehen ,  hat 
es  sehr  nahe  gelegen  weiter  zu  fragen,  was  denn  aus  dem 
geometiischen  Ort  wird,  wenn  man  die  letzte  Einschränkur^, 
dafs  die  festen  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen  sollen ,  aufser 
Acht  läfst.  Der  Beweis  dafür,  dafs  der  Ort,  zu  dem  man  dann 
gelangt,  im  allgemeinen  ein  Kegelschnitt  wird,  ist,  wenn  die 
Konsequenzen,  die  wir  bereits  aus  dem  früher  citierten  Porisma 
gezogen  haben,  richtig  sind,  nicht  schwierigei'  mit  Hülfe  jenes 
Porismas  und  seiner  Konsequenzen  zu  führen  als  der  Beweis 
dafür,  dafs  der  Ort  in  dem  erstgenannten  speciellen  Falle  eine 
Gerade  wird.  Es  seien  nämlich  (Fig.  34)  A,  B  und  C  die  Eck- 
punkte des  Dreiecks,  a,  b  und  c  die  gegenüberliegenden  Seiten, 
a,  b  und  c  mögen  sich  um  die  gegebenen  Punkte  Äj,  ß,  und 
(\  drehen  und  A  und  B  auf  den  g^ebenen  Geraden  a,  und 
6,  gleiten.  Man  kann  dann  nach 
dem  bekannten  Porisma  zwei  gerade 
Linien  b^  und  c^  bestimmen,  auf 
denen  die  Seiten  b  und  c  propor- 
tionale Stücke  abschneiden ;  man 
kann  ferner  —  und  hierzu  wird 
das  bekannte  Porisma  gerade 
in  der  Form  benutzt,  in  der 
es  vorliegt  —  eine  Linie  «^  be- 
stimmen, auf  der  a  Stücke  ab- 
schneidet, weiche  denen,  die  c  auf  Cj  abschneidet,  also  auch 
denen,  die  b  auf  h^  abschneidet,  proportional  sind.  Der  geo- 
metrische Ort  für  die  Schnittpunkte  zwischen  den  einander 
entsprechenden  Strahlen  der  Büschel  a  und  b  mit  den  Scheiteln 


Fig.  34. 
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yi,  und  B^,  welche  zwei  gegebene  Linien  in  proportionale  TeiU' 
teilen,  ist  indessen,  wie  wir  im  Anfang  dieses  Abschnitts  gesehen 
haben,  nur  eine  andere  Form  für  einen  Ort  zu  vier  Geraden, 
also  für  einen  Kegelschnitt,  wenn  derselbe  nicht  eine  Gerade 
oder  em  Kreis  niid 

In  etttas  komphaei  terer  Fonn  haben  die  Griechen  einen 
Beweis  mit  gduz  denselben  Gedanken  durchführen  können. 
Aber  sie  konnten  hinterher  nicht  aussprechen,  dafs  der  Ort 
„im  allgemeinen"  em  Kegelschnitt  werde;  -vielmehr  mufsten  sie 
die  Bedingungen  datui ,  dafs  er  eme  Geiade  weide,  besondeis 
henoihebeii  Die  10  Porismen  —  und  moglichei weise  andeie, 
weiche  m  Beziehung  zu  einem  Einderen  Ausnahmefaü  stehen 
wo  die  Linie  A^B,  durch  den  Dm rhschnitt=!punkt  von  a^  unil 
h ,  geht  —  können  dann  eben  in  \  erbindung  mit  der  hiei  be- 
schriebenen weitergehenden  Untersuchm^  entstanden  sein 

Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dafs  die  zusammengezogenen 
10  Porismen  auf  dieselbe  Weise  bewiesen  sind  wie  wii  hiei 
die  Erweiterung  bewiesen  haben,  also  mit  Hülfe  des  vollständig 
bekannten  Porismas.  Indessen  nimmt  Chasles  das  nicht  an, 
indem  er  in  seiner  Wiederherstellung  im  G^ensatz  zu  Robert 
Simson  mid  den  meisten  anderen,  weiche  sich  mit  den  Poi-is- 
men  beschäftigt  haben,  die  10  Porismen  voranstellt.  Mit  Rück- 
sicht darauf  sucht  er  zu  zeigen^),  teils,  dafs  seine  Auffassung 
den  Angaben  in  Pappus'  etwas  unsicherem  Text  über  den  Platz 
der  beti'effendeji  Porismen  nicht  widerstreitet,  teils,  dafs  dei' 
Hülfssatz,  welchen  Pappus  ausdrücklich  auf  Euklids  „erste?) 
Porisma"  bezieht,  in  einem  von  den  10  zusammer^ezogenen 
Porismen  benutzt  sein  mufs.  Die  erste  Annahme  wird  von 
philologischer  Seite  durch  Heiberg'')  bekämpft,  welcher  zugleich 
meint,  dafs  Chasles  an  dieser  Stelle  auch  die  Hülfssätze  nicht 
ganz  richtig  benutzt.  Da  ich  indessen  die  Reihenfolge  der 
Sätze  bei  Euklid  in  bestinuuter  Weise  benutzt  habe,  so  will 
ich  mich  nicht  mit  diesen  Einwänden  begnügen,  sondern  aus- 
drückhch  nachweisen,  dafs  Pappus'  „Hülfssatz  zum  ersten  Po- 


')  Les  trois  livres  de  porisnieü,  S.  tl6. 

ä)  Littei'ai^esehichtliche  Studien  üliev  Euklid,  S.  78. 
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riama"  durchaus  zu  dem  Porisma  palst,  das  maii  gewöhulicli 
voranstellt,  nämlich  zu  dem,  dessen  Form  uns  auch  aufbewahrt 
ist,  und  das  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  benutzt  wurde. 

Dieses  Porisma  sagt  wie  bereits  erwähnt  aus,  dafs  zwei 
Strahienbüsehel  in  perspektivischer  Lage  zwei  feste  gerade 
Linien  a  und  6,  von  denen  die  eine,  a,  beliebig  gewählt  werden 
kann,  in  proportionale  Teile  teilen.  Die  im  Porisma  verlangte 
Bestimmni^  der  anderen ,  b ,  läfst  sich  dadurch  ausführen, 
dafs  die  beiden  Linien  a  und  li  einem  Paar  einander  ent- 
sprechender Strahlen  der  Büschel  parallel  sein  müssen.  Ist  nmi 
im  besonderen  die  Linie  a  der  Lmie  c,  welche  die  Scheite! 
der  perspektivischen  Büschel  verbindet,  parallel,  so  mufs  die 
Linie  b  es  auch  sein,  und  umgekehrt,  wenn  die  festen  Linien  « 
mid  h  parallel  sind  oder  zusammenfallen,  so  müssen  sie  ent- 
weder der  Verbindungslinie  c  parallel  sein  oder  der  Linie  (/, 
auf  der  die  einander  entsprechenden  Strahlen  des  Büschels  sich 
sclmeiden.  Wenn  also  eine  mid  dieselbe  Gerade,  welclie  die 
Linie  d  schneidet,  von  beiden  Büscheln  in  proportionale  Teilt; 
geteilt  wird,  so  mufs  sie  der  c  parallel  sein.  Diese  letzte  Be- 
hauptung ist  es,  die  von  Pappus  aufgestellt  und  als  Hälfssatz 
zu  Euklids  ei-stem  Porisma  bewiesen  wird.  Eine  nahehegende 
Veranlassung  hierzu  war  vorhanden,  wenn  Eukhd,  der  nach 
gi'iechischer  Weise  die  besonderen  Lagen,  welche  die  bekannte 
Linie  a  einnehmen  kaim,  besonders  erwähnt  haben  mufs,  es 
füi'  überflüssig  gehalten  hat  seme  Behauptung  für  die  Lage  zu 
beweisen,  welche  b  erhält,  wenn  a  pai'allel  der  c  ist. 

Die  Ausbeute  hinsichtlich  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten, welche  wir  aus  den  ihrem  Inhalt  nach  bekannten 
Porismen  erhalten  haben,  erweckt  die  Lust  mehr  kennen  zu 
lernen:  denn  hier,  wo  diaselben  weiter  zu  Schlüssen  über  etwas 
anderes  als  ihren  eigentlichen  Inhalt  benutzt  werden  sollen, 
würde  es  viel  zu  gewagt  sein  im  einzelnen  auf  Chasles'  Wiedei- 
herstellui^en  aufzubauen,  die  selber  auf  ähnlichem  Wege  w^ieder 
auf  Pappus'  Hülfssätzen  aufgebaut  sind.  Um  zu  entscheiden, 
wie  weit  die  Wiederherstellung  sich  benutzen  läfst,  müssen  wir 
uns  fragen,  ob  man  sich  nicht  nur  —  wie  wir  bereits  unbedingt 
gethan  haben  —  an  Chasles'  Wiedei^abe  der  Beschaffenheit 
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des  Inhalts  der  Bücher  über  Porismen  halten  kann,  sondern 
auch  im  ganzen  darauf  vertrauen  darf,  dafs  dieser  Inhalt  in 
einem  richtigen  Umfang  ang^eben  ist,  und  dafs  also  Euklid 
im  grofsen  und  ganzen  so  weit  auf  diesem  Gebiete  gelangt  ist 
wie  Chasles'  Wiedei'herstellung.  Gegen  eine  solche  Annahme 
spricht  der  Umstand,  dafs  Chasles,  wie  bereits  bemerkt,  zu 
viele  Porismen  gebildet  hat.  Es  läfst  sich  überdies  anneh- 
men, dafs  Yei'scbiedene  von  Chasles'  einzelnen  Porismen  bei 
Euldid  in  mehrere  zerlegt  gewesen  sind,  selbst  wenn  Pappus 
nur  bei  den  10,  welche  wu?  erwähnt  haben  und  auf  deren 
Zerlegung  Chasles  selbstverständlich  Rücksicht  nimmt,  vemiocht 
hat  eine  Gruppe  von  Euklids  Porismen  in  ein  einziges  zusammen- 
zuziehen. Gleichzeitig  übt  indessen  ein  anderer  Umstand  eine 
entg^engesetzte  Wirkung  aus,  dafs  nämlich  Chasles'  Porismen 
sich  vielleicht  allzu  nahe  an  Pappus'  Hiilfssätze  anschliefsen. 
In  Übei'einstimmung  mit  dem,  was  mit  Pappus'  Hülfssätzen  zu 
solchen  Schriften,  die  uns  erhalten  sind,  der  Fall  ist,  haben 
diese  sich  wahrscheinlich  nur  an  solche  vereinzelte  Behaup- 
tungen angeschlossen,  welche  Euklid  benutzt,  deren  Beweis 
er  aber  für  überflüssig  gehalten  hat.  Hat  der  Beweis  nun 
auch  oft  nur  auf  Grund  des  Zusammenhai'^s  entbehrt  werden 
können,  und  darf  man  auch  annehmen,  dafs  für  die  im  Ver- 
hältnis zu  ihrem  Inhalt  kurzgefafste  Schrift  über  Porismen  eui 
wirkliches  und  gröfseres  Bedüröife  für  Hülfssätze  als  anderswo 
gewesen  ist,  so  darf  man  doch  überzeugt  sein,  dafs  die  Poris- 
men selbst  erhebhch  weiter  g^angen  sind  als  Pappus'  Hülfs- 
sätze. Da  Chasles  zugleich  von  diesen  aus  den  richtigen,  durch 
Pappus'  Klassifikationen  bezeichneten  Richtungen  nachg^aiigen 
ist,  und  da  der  Umstand,  dafs  er  sich  in  jedem  Porisma  zu 
wenig  von  dem  Hülfssatz  entfernt  hat,  den  anderen  reichlich  auf- 
gewogen haben  mufs,  dafs  er  zu  viele  Porismen  gebildet  hat,  so 
darf  man  annehmen,  dafs  Chasles'  Wiederherstellung  keineswegs 
emen  zu  hohen  Begriff  davon  giebt,  wie  weit  Eiddid  in  der 
beschriebenen  Art  von  Untersuchungen  gelangt  ist. 

So  lange  wir  keine  zuverlässigen  Mitteilungen  über  die 
einzelnen  Porismen  besitzen,  dürfen  wir  die  Porismen  kaum 
in  einem  wesentlich  weiteren  Umfange  auf  die  Lehre   von  den 
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Kegelschnitten  anwenden,  als  wir  bereits  gethan  haben,  Ma« 
könnte  freilich  wohl  aus  den  verschiedenen  Formen  für  die 
Bestimmung  der  Projektivität ,  welche  in  Pappus'  Einteilung 
der  Porismen  angeführt  sind,  verschiedene  bestimmte,  den 
Alten  bekannte  Formen  für  die  Bestimmung  der  Kegelschnitte 
als  geometrischer  örter  für  die  Durchschnittspunkte  zwischen 
Strahlen  von  Büscheln  ableiten;  aber  diesen  nachzuspüren  hat 
weniger  Interesse,  eben  weil  man  jetzt  alle  diese  Formen  für 
die  Bestimmung  der  Verbindungen  von  Büscheln  dadurch  zu- 
sammenfassen kann,  dafs  maii  sagt,  die  Büschel  seien  projek- 
tivisch,  und  weil  wir  wissen,  wie  leicht  der  Übergang  zwischen 
diesen  Formen  ist,  wenn  man  erst  die  einzelnen  unter  ihnen 
hat,  die  wir  bereits  betrachtet  haben.  Vielleicht  würde  eine 
vollständige  Kenntnis  euies  grofsen  Teils  der  einzelnen  Porismen 
uns  nicht  weiter  führen. 

Für  den  Augenblick  können  wir  also  nichts  mehr  von 
den  Porismen  lernen,  aber  ich  kann  an  dieser  Stelle  eine  Ver- 
mutung über  den  viel  umstrittenen  Begriff  Porismen  nicht 
unterdräcken.  Dieselbe  ist  durch  das  Resultat  hervorgerufen, 
zu  dem  ich  mit  Rücksicht  auf  die  Entstehung  und  Bedeutung 
von  Euklids  Schrift  dieses  Namens  gelangt  bin,  aber  sie  kann 
fallen,  ohne  dafs  dadui'ch  die  Zuverlässigkeit  dieses  Resultats 
verringert  würde.  Die  genannte  Schrift  würde  nach  der  von  uns 
begioindeten  Meinung  teils  Folgesätze  enthalten  haben,  teils  Hülfs- 
sätze  zur  Lehre  von  den  Kegelschnitten  oder  vielleicht  im  be- 
sonderen zur  Lehre  von  den  körperlichen  Örtem.  Die  Hülfs- 
sätze  machen  indessen  keinen  Apparat  aus,  der  vor  der  Ent- 
wicklung dieser  Lehre  gebildet  ist,  sondern  sie  sind  gleichzeit^ 
mit  dieser  entstanden,  und  sie  sind  an  und  für  sich  nur  Glieder 
in  den  vollständigen  Beweisen  für  die  in  ihr  enthaltenen  Sätze. 
Hat  man  nun  einen  solchen  Beweis  ganz  durchgeführt  und 
erst  hinterher  den  Hülfssatz  herausgezogen  und  aufgestellt,  so 
wird  dieser  selbst  ein  Folgesatz,  ein  Nebenresultat,  nämlich 
nicht  zu  dem  bewiesenen  Satz  über  Kegelschnitte,  sondern  zu 
dem  Beweise  desselben.    Mit  Beziehung  auf  die  Lehre  von  den 
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Kegelschnitten  treten  diese  Porismen  aäso  alle  iils  Folgesätze 
oder  Zusätze  auf. 

Diese  Bedeutung  hat  das  AVort  m'ipiajia.,  welches  dann 
also  lateinisch  durch  corollarium  wiederzugeben  ist,  überall,  wo 
es  in  den  erhaltenen  Schriften  von  Euklid,  Archimedes 
and  Apollonius  vorkommt.  Da  es  mir  nun  nicht  wahr- 
scheinlich vorkommt,  dafs  Euklid  ein  Wort  me  das,  welches 
Avir  hier  vor  uns  haben,  «nd  das  häutig  als  Überschrift  gebraucht 
wird,  in  zwei  ganz  verschiedenen  Bedeutiii^en  gebraucht  haben 
sollte,  so  gelange  ich  zu  der  Annahme,  dafs  Euklid  durch 
den  Titel,  den  er  seiner  Schrift  über  Porismen  ge- 
geben hat,  eben  hat  bezeichnen  wollen,  dafs  die  in 
dieser  Schrift  enthaltenen  Sätze  als  Porismen  in  der 
Bedeutung  entstanden  sind,  in  der  er  sonst  dieses 
Wort  gebraucht,  nämlich  als  Porismen  zur  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  oder  vielleicht  im  besonderen  Kur 
Lehre  von  den  köi"pei'lichen  Örtern, 

Dieser  Erklärung  begegnen  ivir  indessen  nicht  bei  den 
späteren  Schrifistellern  des  Altertums,  welche  im  G^enteil 
Eukhd  das  Wort  Porismen  in  dem  Titel  der  genannten  Schrift 
von  einer  bestimmten,  von  den  Korollaren  verschiedenen  Art 
von  Sätzen  gebrauchen  lassen. 

Pappus  sagt  von  ihnen'),  dafs  sie  ,weder  zu  den  Theo- 
remen noch  KU  den  Problemen,  sondern  zu  einer  Zwischenfoiin 
gehören,  so  dafs  die  Sätze  entweder  als  Theoreme  oder  als 
Probleme  gestaltet  werden  können,  weshalb  es  so  gekommen 
ist,  dafs  von  den  gewöhnlichen  Geometem  die  einen  sie  als 
zur  Gattung  Theorem  gehörend  auffafsten,  die  anderen-  zu  den 
Problemen,  indem  sie  nur  die  Gestalt  der  Sätze  berücksich- 
tigten". Im  G^ensatz  zu  diesen  etwas  dehnbaren  Bestim- 
nmngen  führt  er  d^egen  die  ausdrücklichen  Definitionen  ,der 
Alten"  an;  „Ein  Theorem  ist  das,  was  so  vorgelegt  wird,  dafs 
es  bewiesen  werden  soll'',  „ein  Problem  das,  was  so  gestellt 
wird,  dafs  das  vorgelegte  konsü-uiert  werden  soll",  und  endlich 
„ein  Porisma  das,  was  so  vorgelegt  wird,   dafs  das  vorgelegte 

',)  Ausg.  v.  Hiiltsch,  S.  %m—mi. 
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herbeigeschafft  werden  soll"  (siq  nopcff/iiiv  a'hou  toü  TTporstvo- 
/livo'j).  Biegen  wiri't  er  den  Neueren,  „welche  nicht  alles 
herbeischaffen  konnten"  {nopi^siv),  vor,  dafs  sie  sich  damit 
begnügen  die  Möglichkeit  hiervon  zu  beweisen,  sowie  dafs  sie 
„auf  GiTind  eines  zufälligen  Nebenumstandes"  sich  fo^ender- 
niafsen  ausdrücken:  „ein  Porisma  ist  ein  Ortstheorem  mit  un- 
vollständiger Hypothesis". 

Auch  Proklus  hat  in  seinem  Komnientai'  zum  ersten 
Buche  von  Euklids  Elementen  aiifser  der  Erklärung  des  Wortes 
Porisma  als  KoroUar,  in  welcher  Bedeutung  es  in  eben  diesem 
Buche  vorkommt,  eine  Erklärung  desselben  Worts  in  der  Be- 
deutui^  mitgeteilt,  in  der  es  im  Titel  von  Euklids  Buche  über 
die  Porismen  ^)  genommen  sein  soJl,  Diese  sagt  aus,  dafs  „ein 
Porisma  ein  Satz  ist,  worin  gefordert  wird,  dafs  man  durch 
eine  Operation  etwas  bereits  Existierendes  und  notwendig  Da- 
seiendes zur  Erkenntnis  bringen  solle",  sowie  „dafs  dasselbe  in 
der  Mitte  zwischen  einem  Theorem  und  einem  Problem  stehe". 

Aus  den  Citaten  aus  Pappus  sehen  wir  nun  allerdings, 
dafs  nicht  nur  er  selbst,  sondern  bereits  „die  Alten"  dem  Worte 
Porisma,  so  wie  es  in  Eukhds  Porismen  gebraucht  mrd, 
eine  bestimmte,  von  der  gewöhnlichen  verschiedene  Bedeutung 
beilegen,  und  Proklus  hat  vermutlich  eben  so"  alte  Quellen 
für  seine  Erklärungen.  Der  Zeitraum  zwischen  Euklid  und 
Pappus  oder  Proklus  ist  indessen  so  groi's,  dafs  die  „aiten" 
Quellen  dieser  beiden  einige  Jahrhunderte  jünger  sein  können 
als  Euklid.  Dafs  sie  dies  wirklich  sind,  wird  sogar  höchst 
wahrscheinlich  dadurch,  dafs  keine  von  ihnen  Autorität  genug 
besessen  hat  um  die  Mathematiker  des  späteren  Altertums  in 
einer  gemeinsamen  Auffassung  und  einer  gemeinsamen  Äusdrucks- 
weise  der  Porismen  zu  vereinigen.  In  den  verschiedenen  Auf- 
fassungen, welche  Pappus  zur  Darstellung  bringt,  und  in  den 
Abweichungen  zwischen  ihm  und  Proklus,  sowie  in  den  Be- 
strebungen des  ersteren,  die  Übereinstimmung  der  Erklänmg 
mit  der  Etymologie  des  Worts  festzuhalten,  erkennt  man  weit- 
mehr   die   Versuche    einer   jüngeren    Zeit   eine    Erklärung    des 

')  Ausgabe  von  Fi'iedlein,  S.  301—302. 
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Wortes  Porisina  zu  geljeii,  welche  auf  die  einmal  vorliegende 
Form  von  Euklids  Sätzen  paM,  als  eine  überlieferte  Auseinander- 
setzung über  eine  Art  von  Sätzen,  die  zu  Euklids  Zeiten  be- 
kannt waren,  und  von  denen  Euklid  sich  ausdrücklich  vor- 
genommen hatte  eine  Sammlung  zu  veranstalten. 

Ist  dies  aber  richtig,  so  wird  die  Bedeutung,  welche  alle 
diese  Erklärangen  des  Begriffs  Porisma  hahen,  darin  bestehen, 
dafs  sie  verschiedene  Auffassur^en  und  Beleuchtungen  von 
etwas  charakteristischem  an  sämUichen  Sätzen  in  Eukhds  drei 
Büchern  von  den  Porismen  ausdrucken,  Auffassungen,  die  von 
Personen  angesprochen  sind,  welche  selbst  diese  jetzt  ver- 
lorenen Bücher  kannten.  Für  uns  wird  es  also  von  Wichtig- 
keit sein  nachzuweisen,  dafs  die  von  liiis  beschriebenen  Fo^e- 
sätze  zur  Lehre  von  den  K^elschnitten  auf  natürliche  Weise 
in  Formen,  auf  welche  diese  Erklänmgen  passen,  hervorgetreten 
sein  können. 

Wenn  man  diesen  Formen  nachspüren  will,  so  ist  unter 
den  jetzigen  Voraussetzungen  kein  Grund  verbanden  den  Er- 
klärungen, welche  Pappus  unter  ganz  anderen  Voraussetzungen 
vorzieht ,  irgendwelchen  Vorzug  zu  geben ,  und  namentlich 
werden  alle  die  Erklärangen,  welche  sich  an  das  Wort  Porisma 
knüpfen,  bedeutut^slos,  wenn  Euklid  selb.st  dies  Wort  nur  in, 
der  alten  anerkannten  Bedeutung  als  KoroUar  hat  brauchen 
wollen,  fdan  kann  vielmehr  die  verständlichste  Erklärung, 
nämlich  die,  welche  den  „Neueren"  beigelegt  wird,  «dafs  eui 
Porisma  ein  Ortstheorem  mit  unvollständiger  Hypothesis  ist", 
zum  Ausgangspunkt  nehmen  denn  wenn  Pappus  memt  daK 
es  einem  zufölhgen  Nebenumstande  zu  lei  danken  sei  daf^ 
Euklids  Poiismen  die--e  Beochaßenheit  haben  ^n  erhalten  «n 
eben  daduich  eine  Bestätigung  dafür  dafs  dies  letzte  wnklich 
der  Fall  ist  Darau'«  dafs  er  das  entgegengesetzte  nicht  sagt 
könnte  man  vielleicht  sogai  schliefsen  dafs  alle  Ponsmeii 
Euklids  diese  Beschaffenheit  haben  doch  «ollen  nn  m  ht  mit 
Bestimmtheit  daiaut  bestehen 

Was  mit  dei  hier  gegebenen  EtkUinn„  gememt  ist  A\iid 
deutlich  duich  das  eihiltene  erste  Po!i=ma  welches  aussagt 
dafs  man  eine  geiade  Linie     «eiche  «rr  S  171  b  nannten     so 
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bestimmen  kann,  dafs  sie  mid  eine  gegebene  Linie  a  in  pro- 
poi-tionale  Teile  von  den  Strahlen  zweier  Büschel  geteilt  werden, 
welche  sich  auf  einer  dritten  Lmie  d  schneiden.  Wenn  dann 
die  Linie  h  und  die  Punkte  derselben,  welche  zwei  g^ebenen 
Punkten  von  a  entsprechen,  bestimmt  sind,  so  hat  man  dadm'cb 
die  Hypothesis  des  Ortstheorems  vervollständigt,  welches  aus- 
sagt, dais  der  geometrische  Ort  für  die  Durchschnittspunkte 
zivischen  den  Strahlen  der  Büschel,  welche  auf  die  so  bestimmte 
Weise  die  Linien  a  und  f)  in  proportionale  Teile  teilen,  die 
gerade  Linie  d  ist. 

Das  hier  erwähnte  Porisma  sollte  nun,  nach  unserer  Auf- 
fassung, ein  KoroUar  sein  zu  der  allgemeineren  Bestimmung 
des  Ortes  für  die  Durchschnittspunkte  zwischen  den  sich  ent- 
sprechenden Strahlen  zweier  Büschel ,  welche  auf  beliebige 
Weise  zwei  beliebige  gerade  Linien  in  proportionale  Teile  teilen. 
Dasselbe  ist  entstanden,  weil  man  besonders  untersuchen 
mufste,  wann  der  Ort,  der  im  allgemeinen  körperlich  ist,  eine 
gerade  Lime  nird  und  v.eü  die  Untersuchung  dann  ganz 
natürlich  mjtbiichte  dafs  derselbe  bei  pissender  Wahl  der 
festen  Lime  /  iigend  eme  behebige  g^ebene  Gerade  l  wer- 
den kann 

N  m  htben  imi  bereit«  ins  dem  wis  ul  ei  1en  Inhalt  von 
Euklids  Schuft  mitgetelt  wird  gesthic^aen  diXs  eine  grofse 
Menge  von  '■emen  ubi^en  Porismen  m  emei  g^nz  entspre- 
chenden ^  eitamrtur^  mit  andeien  Eizei^ungen  körperlicher 
Örter  duifh  piojektivische  Büschel  sieht  Auch  bei  die^sen  hat 
man  die  Fille  besondeis  mtei^uchen  musstn  wo  dei  Ort  eine 
gerade  Linie  oder  em  Kreis  AMrd,  und  dre^e  Lrrtersuehung  kaim 
ganz  natürlich  Veranlassung  zu  Korollaren  gegeben  haben, 
welche  genau  dieselbe  Form  wie  das  erste  haben,  welche  also, 
wenn  die  Hypothesis  durch  Lösung  einer  gewissen  Aufgabe 
vervollständigt  wird,  Ortstheoreme  werden. 

Als  eine  Unterabteilung  der  hier  besprochenen  Porismen, 
welche  so  reichhaltig  ist,  dafs  man  sie  in  eigenen  Werken 
suchen  mute,  welche  aber  doch  auch  nach  einer  später  fönenden 
Äufserung  von  Pappus  in  Euklids  Porismen  vertreten  gewesen 
sein  mufs,   erwähnt  Pappus  eine  Art  von  Sätzen,   welche  kurz 
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„Ürter"  {TÖTcot)  genannt  werden  und  Sätze  zu  sein  scheinen, 
die  nur  aussagen,  dafs  gewisse  geometrische  Örter  gerade  Linien, 
Kreise  u.  s.  w.  sind,  aber  ohne  Angaben  über  die  nähere  Be- 
stimmung dieser  Linie«  zu  machen.  Diese  Erklärung^)  stimmt 
zu  Pappus'  Behauptung,  dafs  die  10  zusammengezogenen  Poris- 
men TÖTToc  sein  sollen;  doch  ist  dies  weniger  beweisend,  da 
Pappus  dieselben  während  des  Zusammenziehens  umgearbeitet 
haben  kann.  Bedeutungsvoller  ist  es,  dafs  ein  von  Eutofcius 
wöi-tlich  citierter  Satz^)  aus  Apollonius'  Ebenen  Örtern, 
die  wohl  gerade  eins  von  den  Werken  sind,  welche  Pappus  als 
eine  Sammlung  der  hier  besprochenen  besonderen  Art  von  Poris- 
men betrachtet,  folgende  Fomi  hat:  „Wenn  zwei  Punkte  in  der 
Ebene  g^eben  sind  und  ein  Verhältnis  zwischen  ungleich  grofsen 
Strecken,  so  läfst  sich  in  der  Ebene  ein  Kreis  so  be- 
schreiben, dafs  gerade  Linien  von  den  Punkten  an  den  Kreis 
gezogen  dieses  gegebene  Verhältnis  haben".  Bei  solchen  Sätzen 
mag  es  vielleicht  wimderlich  erscheinen,  dafs  es  die  Hypo- 
thesis  sein  soll,  die  durch  die  Lösung  einer  Aufgabe  {hier  die 
Bestimmung  des  Kreises)  vervollständigt  wird,  aber  das  wird 
verständlich,  wenn  man  beachtet,  dafs  das  Ortstheorein  heifsen 
müfste:  Das  Verhältnis  zwischen  den  Abständen  von  dem 
Kreise,  der  durch  u.  s.  w.  bestimmt  wird,  hat  den  und 
den  bestimmten  Wei't,  oder:  Der  Kreis,  welcher  diwch  u.  s.  w. 
bestimmt  wird,  ist  geometrischer  Ort .... 

Wenn  nun  Euklids  Porismen  auf  die  von  uns  angenom- 
mene Weise  entstanden  sind,  so  wird  es  durchaus  natürlich, 
dafs  sie  diese  ti'ittoc  enthalten  haben.  Diese  weisen  nämlich 
ausdrücklich  und  ausschliefslich  auf  den  Umstand  hin ,  der  für 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  von  Bedeutung  gewesen  ist, 
d>rs  nämlich  gewisse  geometi'ische  Örter  gerade  Linien  und 
Kreise  sind,  also  nicht  —  wie  es  sonst  in  einem  gewissen 
allgememei  en    Fall    geschieht   —    Kegelschnitte.      Die  nähere 


'}  (j^eben  ■von  Uiasles  m:  Les  trois  livres  de  poiismes  d'EucIide,  S.  33. 
')  ipoUonii  Cornea    ed   Halley,  S.  11.    Heihei-g,  Littei'a^eschicliÜiche 

Studien  (Ihei  Euklid  S  70,  benutzt  dasselbe  Citat,  aiier  auf  eine  nach 

meinei  Meinung  wenig  natürliche  Weise. 
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Bestimmiing  der  geraden  Linie  oder  des  Kreises  hat  dagegen 
nicht  in  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  gehört. 

Die  Begi'iffe  Ortstheoreme  und  Örter  Itönnen  mit  Rücksicht 


:elleicht   auch   in    der   Aus- 
in einer  etwas  a%emeineren 
zu  nehmen  pflegen,  wenn 


auf  eine  Angabe  bei   Pappus')   vie 
einandersetzmig  über  die  Porismen 
Bedeutmig  genommen  sein  als  wir  s 

wir  von  geometrischen  Örtem  sprechen  Füi  uns  können  diese 
aufser  Linien,  die  geometrische  Örter  fui  eme  einfach  unend- 
liche Pmiktreihe  sind,  auch  Flächen  sem  als  Orter  fui  eme 
zweifach  unendliche  Pmiktreihe  oder  eme  einfach  unendhche 
Linienreihe,  Aufser  diesen  führt  Pdppus  nicht  nur  nach  der 
einen  Seite  Körper  an  als  Örter  fui  eine  zweifach  miend- 
liche  Linienreihe  oder  eine  einfach  unendhche  Flächenreihe, 
sondern  er  fügt  auch  abwärts  zu  den  Öitem  für  eine  ein- 
fache oder  zweifache  Unendhchkeit  von  Elementen  (ni^ot  äts^- 
dtxoi  und  ihaazpofixoi)  Punkt,  Linie,  Fläche  und  Körper  als 
Ort  für  Punkt,  Linie,  Fläche  und  Körper  hinzu,  also  Örter  mit 
Null  Dimensionen  {rÖTioi  ifsxuxol).  Möghchenveise  handelt  es 
sich  hierbei  nur  um  eine  logische  Vervollständigung  des  Orts- 
b^riffs,  aber  es  wäre  auch  denkbar,  dafs  die  beiden  ersten 
Arten  dieser  letzten  Örter,  wo  Punkte  oder  Linien  eine  gege- 
bene Lage  erhalten,  mit  unter  diejenigen  gerechnet  sind, 
welche  in  den  Porismen  behandelt  sein  sollen.  Ein  rÖKog 
dieser  Art  müfste  dann  den  Zweck  haben  anzugeben,  dafs  eine 
Linie  oder  ein  Punkt  einer  beweglichen  Figur  fest  sei.  Pappus 
hat  in  solchem  Falle  gemfs  die  Klassen  von  Porismen "),  welche 
aussagen,  dafs  eine  gerade  Linie  eine  gewisse  Lage  erhält,  oder 
dafs  Geraden  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  als  z/moc 
kipsxTixoi  für  Linien  oder  Punkte  betrachtet.  Welche  Rolle  diese 
letzte  Klasse  von  Porismen,  in  welchen  auch  die  ganze  Ebene  um 
den  Punkt  herum  als  ztmoi;  dte^odixÖQ  für  die  Geraden  betrachtet 
sein  kann,  gegenüber  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  hat 
spielen  können,  werden  ivir  in  dem  Abschnitte  über  die  Er- 
;  von  K^elschnitten  durch  eine  bewegte  Gerade  sehen. 


')  Ausg.  ' 
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Auf  (iie  -iOeben  be-,LhriPl>ene  allgemeine  Klasse  von  Sätzen: 
Oi'tstheoreme  mit  um  ollbtandiger  Hypothesis,  von  denen  die 
wnoi  eine  Unterabteilung  bilden,  und  unter  welche  sich  also 
auch  Punkt  und  Geiade  iüis  Oit  für  Punkt  und  Gerade  rechnen 
lassen,  pai>stn  auch  die  ubngen  Schüderungen  von  der  Natur 
der  Porismen  nanieiithch  das,  was  über  ihre  Mittelstellung 
zwischen  Theoiemen  und  Pioblemen  gesagt  wird.  Da  nun  der 
Umstand  lut  den  die  Aeueien"  Rücksicht  nehmen,  den  aber 
Pappus  als  einen  Nebeiiumbtuid  betrachtet,  das  Verhältnis  zu 
den  geometriöcben  Ortein  aem  iiiufs,  so  gelangen  wir  zu  der 
allgemeineren  Art  von  Sätzen,  welche  „die  Alten"  bei  Pappus, 
dieser  selbst  und  Proklus  haben  schildern  wollen,  wenn  wir 
nur  rheoieni  an  Stelle  von  Ortstheoreni  setzen  Die  Pons 
men  müssen  dann')  ^le  lucb  R  Simson  und  Chasles 
annehmen     autgesagt    haben     diTs   man    durch  Losung    emes 

)  h'i  i-if  mir  nicht  ganz  klai  ob  Di  Heil  eig  (Lilleiaigesthi  hthche 
Stuhcn  über  Euklil  S  88  ff)  e  ne  ^e^  i  ae  Abweichui^  lon  diesei 
Auffaasui^  aul  PioUua  Bespiechung  der  Ponsmen  stitzen  wjl  An 
und  fm  sjch  existiert  kein  principiellei  Unterschied  ziMschen 
emem  Pritlem  und  Prokhi  Be^iimnung  einea  Ponsma  (S  175)  Dal 
im  Ponsma  lie  Hei  heisch  aSuiig  von  etwas  Existie  eadem  wie  dem 
Mitteljuukte  eines  Kieises  verlangt  wii  i  s)ll  nfimlich  n  ir  heifsen  dafa 
die  Autgabe  welche  gelöst  neiden  soll  möghch  ist  unl  aus irOckln.h 
lU  möghch  angegel  en  nird  daJs>  iies  aber  dei  lall  ist  wird  liiekt 
odei  indirekt  be  jedem  gestellten  Pitblem  angegeben  la  die  Giiechen 
logar  wo  1  e  Mogbchkeit  begienzt  i  t  ea  fllr  nötig  halten  gleichzeitig 
mit  lei  btellui^  des  Problems  Erläi  terungen  über  die  Bedingungen 
für  die  Mögl  i-hkeit  der  LOsui^  [äioptai  og)  zu  geben  Ob  ein  derartig 
gestellte  Pi  blem  da«  werden  wii  i  was  Pioklus  unter  einem  Pornna 
verstehen  ni  de  scheint  mii  \fn  emem  Gradunteischiede  alzn 
h&ngen  nämlich  davon  ob  die  Behaiptui^  dafs  es  wuklich  m5gl  ch 
1  t  die  Aiff,abe  za  ICsen  eine  =o  giofae  selbständige  Bedeutung  hat 
daf  sie  wenn  man  das  Resultat  der  Losung  als  Hypotheaia  einfuhrt 
ledeutend  genug  st  um  als  Theorem  au^eatellt  zu  weiden  In  sul 
chem  Falle  hat  n  an  indessen  gera  le  einen  '^atz  von  der  von  Simson 
1  nd  f  hasles  aufgeteilten  Art 

Das  stimmt  damit  nheiein  daft  P  oklu=  z  B  die  Be&timmung  de'^ 
Mittelpunktes  eines  Kre  se  als  em  Poiisma  betiachtet  Wenn  man  das 
Pi  blem  diesen  Punkt  zu  bestimn  en  lö  t  so  findet  man  mit  Htlle 
diesei  Bestimmung  das  Theoiem  dali  die  Mitte  de«  Stocks  welche 
ein  Kreis  lou  der  Senkiechten  aui  lei  Mitte  einer  Sehne  abschnellet 
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Problems  zur  Bestimmung  der  Hypothesis  eines  Tlieorems  ge- 
langen kann;  das  Theorem  geht  also  aus  dem  Porisraa  durch 
Lösur^  des  Problems  hervor.  Nur  ist  nach  unserer  Auffas- 
sung dieser  Begriff  nicht  von  Euklid  bei  Ausarbeitung  seiner 
Porismen  zu  Grunde  gelegt,  sondern  derselbe  hat  sich  umge- 
kehrt aus  diesem  Werk  entwickelt. 

Das  hätte  recht  wohl  der  Fall  sein  können,  selbst  wenn 
alle  die  Thoreme,  an  welche  Euklids  Porismen  auf  die  ange- 


{Elemeate  IIl,  1),  gleich  weit  von  allen  Punkten  des  Kreises  entfeiiit  ist. 
Es  läfst  sich  übrigens  kaum  behaupten,  dafs  Proklus  mit  diesem  oder 
seinem  anderen  Versuche,  in  Euklids  Elementea  Porismen  za  finden, 
GlQck  gehabt  habe.  Denn  dafs  ein  Kreis  einen  Mittelpunkt  habe,  ist 
ja  in  den  Definitionen  (Elemente  I,  Def.  15  u.  16)  eines  Kreises  und 
seines  Mittelpunktes  gesagt,  und  daTs  kommensurable  Strecken  ein 
gemeinschaftliches  Mafs  haben,  ist  eben  die  Definition  füi-  solche 
Strecken.  Die  Behauptungen  über  die  MögEchkeit  der  Lösung,  welche 
durch  seine  Porismen  ausgedrückt  werden  sollten,  sind  also  Identitäten 
nnd  nicht  Theoreme.  Die  genannten  Beispiele  sind  wahrscheinlich 
Proklus  selbst  zuzuschreiben,  während  die  Erklärung  der  Bedeutung 
des  Porismas,  welches  er  erläutern  will,  vermutlieh  älter  ist. 

So  weit  ich  sehe,  ist  es  wohl  kaum  Heibergs  Absicht,  den  von 
Cbasles  festgestellten  Porismenbegriff  in  einem  kgendivie  wesentlichen 
Grade  aufzugeben,  aber  wenigstens  in  einer  der  von  ihm  behaup- 
teten Einzelheiten  dürfte  er,  trotzdem  er  in  diesem  Punkte  mit  R. 
Simaon  lübereinslimmt,  in  der  Benutzung  von  Proklus'  Definition  zu 
weit  gehen.  Mit  Bücksicht  auf  diese  will  er  nämlich  solche  Auf- 
gaben, welche  den  Zweck  haben  den  geometrischen  Ort  für  Punkte 
Ton  einer  gewissen  gegebenen  Beschaffenheit  zu  finden,  zu  Porismen 
machen,  weil  der  Ort,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  er  bestimmt  wird 
oder  nicht,  existiert.  Will  man  sich  mit  einer  so  geringfügigen,  im 
Porisma  enthaltenen  Behauptung  begnügen,  ohne  dafs,  wie  in  einem 
ro'jioc,  etwas  über  die  Beschaffenheit  des  Orts  gesagt  wird,  so 
ivird  sich  jede  Aufgabe  mit  ebensoviel  Grund  als  ein  Porisma  be- 
trachten lassen 

Selbst  wenn  das  Vtoil  Ortspioblem  welches  thasle-.  hiei  ge 
braucht  auch  keinen  Anspiuib  auf  antiken  Ursprung  hat  50  weifs 
ich  doch  nicht  wie  man  diese  Art  vm  Untprsuchur^en  denen  die 
Alten  —  wie  wn  in  einem,  sfäteren  Abschnitt  sehen  werden  —  sogai 
eme  besondeie  Antmeiksamkeit  genidmet  haben  müssen  anders  be 
zeichnen  soll  Dieselben  Poiismen  zu  nennen  halte  ich  jedenfalls  lur 
emen  mangelhaften  Ausne^  namentlich  abei  wenn  ich  dann  Recht 
habe  dafs  dieaei  Begnff  in  der  Bedeutung  von  der  hier  die  Rede 
i«t   zu  Euklids  und  Apollonma  Zeiten  noch  nicht  exi^tieite 
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geheime  Weise  geknüpft  waren,  Oi-tstheoreine  gewesen  wären. 
Da  wir  indessen  bei  Pappus  keine  genaue  Aufklärung  liierüber 
erliaJten,  so  wollen  wir  gleichwohl  annehmen,  dafs  unter  Euklids 
Porismen  auch  andere  Sätze  von  der  beschriebenen  allgemei- 
neren Form  gewesen  sind,  und  zeigen,  dafs  gewisse  andere 
Korollare  zu  der  Lehre  Ton  den  Kegelschnitten,  als  die  Sätze 
über  Örter  (im  weiteren  Sinne),  sehr  leicht  gerade  diese  Fonn 
haben  annehmen  können.  Das  wird  namentlich  für  die  Sätze 
über  einen  Kegelschnitt  gelten,  welche  so  umgeformt  sind,  dafs 
diese  Kurve  nicht  mehr  genannt  wird,  sondern  die  durch  ihre 
Hülfe  hervorgebrachten  Verbindungen  zwischen  anderen  Teilen 
der  Figur  direkt  benutzt  werden.  Als  Beispiel  hierfür  will  ich 
ein  Korollar  bilden,  welches  auf  diese  Weise  aus  dem  Satze 
über  Eraei^ung  von  K^elschnitten  durch  projektivische  Büschel, 
der  sich  am  Schlüsse  von  Apollonius'  drittem  Bache  [54—56, 
vet^I.  oben  S.  123]  findet,  entstehen  könnte : 

Wenn  drei  gerade  Linien  «, ,  a^  und  a^,  die  durch  einen 
Punkt  A,  und  drei  gerade  Linien  Cj ,  c^  und  c^,  die  durch 
einen  Punkt  C  gehen,  gegeben  sind,  so  lassen  sich  durch  A 
und  C  Linien  so  ziehen,  dafs  das  Rechteck  aus  den  Stucken, 
welche  c^  nuf  1ei  ersten  \on  4  an  geiechnet  und  i^  af 
der  zweiten  von  C  tn  gerechnet  abschneiden  dem  Rechteck 
aus  den  Sturken  gleich  wud  wekhe  auf  dieselbe  Wei«e  durth 
Cg  und  «,  und  duich  (3  und  «3  abgeschnitten  werden 

Die  Richtigkeit  dei  Behiuptung  folgt  namlich  xus  dem  m 
den  drei  edierten  Sätzen  enthiltenen  vollistandigen  Satz  ubti 
Kegelschnitte  wenn  man  nui  die  unbekannte  Linie  die  duich  i 
gehen  soll  paiallel  dei  Tingente  zieht  wekhe  m  C  an  den 
Kegelschnitt  gezogen  ist  der  durch  4  C  und  die  Durchschnitt 
punkte  ff,Cj  (jCj  und  a^e^  bestmimt  ist  mid  weiui  man  di 
unbekannte  1  mie  die  dutch  C  gehen  zoll  paiallel  der  langente 
zieht,  welclie  in  ^4  an  denselben  Kegelschnitt  gezogen  ist.  Diese 
Linien  lassen  sich')  ohne  Benutzui^  des  Kegelschnittes  kon- 
sti'uieren;  eine  Aufgabe,  die  sich  lösen  lassen  mufs.  und  zu  der 
der  Satz  über  den  Kegelschnitt  eine  naheliegende  Veranlassung 

')  Man  vei^l.  iinseveu  folgeiidea  Abschnitt. 
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giebL,  würde  alyo  die  sein,  die  Konstruktion  auch  unabhängig 
vom  Kegelschnitt  zu  finden.  Diese  Aufgabe  wird  eben  m 
dem  von  uns  gebildeten  Porisma  gestellt,  das  wenigstens  in 
einer  etwas  specielieren  Gestall  recht  wohl  in  Euklids  Schrift 
hätte  Platz  fmden  können. 

Wenn  das  aufgestellte  Porisma  in  voller  Allgemeinheit 
unter  EukHds  Koroüaren  zur  Lehre  von  den  Kegekchmtten 
enthalten  gewesen  wäre,  so  wurde  wunderbarer«  ei&e  das  ko- 
roUar  eine  gröfsere  Ausdehnung  erhalten  haben  als  dei  ent- 
sprechende, dem  Euklid  bekannte,  Satz  über  Kegelschnittt 
selbst.  Zu  seiner  Zeit  verstand  man  nämlich  nicht  denselben 
auf  die  Fälle  auszudehnen,  wo  zwei  Hyperbeläste  zui  Ven^en- 
dung  kommen.  Indessen  gehört  es  nicht  zu  den  Unmöglich- 
keiten, dafs  Euklid  in  manchen  Fällen  gerade  mit  Absicht  den 
Kegelschnitt  aus  solchen  Sätzen  angeschlossen  hat,  welche  von 
ihm  urspiiänglicb  als  Sätze  über  Kegelschnitte  gefunden  waren, 
denen  er  aber  in  dieser  Gestalt  aus  Mangel  an  Mitteln  nicht 
die  volle  Ausdehnung  geben  konnte   deren  sie  tä.h^  waren 

E  Ufst  sich  auch  denken  dafe  der  Mmj^el  an  Mitteln  zur 
■\c]l  tandigen  Bestimmung  solcher  koipeihchen  öiter  deien 
gtgebene  Pnnkte  ich  auf  die  beiden  Hypeibelaste  verteilen 
aollen  eine  «mdeie  Bedeutung  fui  die  Schutt  über  die  Pous- 
men  eehiii  habe  Die  eigentumhche  Foim  der  Satze  in  diesei 
kjnnte  namlich  em  Eil  teil  von  den  Sätzen  ubei  Kegelscbmtte 
«eil  zu  denen  '■le  uisprun^hcb  Koiollore  -iind  indem  man 
beieit'5  m  Betreff  dei  Satze  über  Kegelschnitte  unvollständige 
Hyrothesen  (Voiaassel^ungen)  h<it  benutzen  können  um  die 
Si,hwiengkeiten  zu  umgehen  welche  dadurch  t,ntstEinden  daf 
die  Satze  m  ihrei  ^  jllstan  ligen  Gestalt  si(h  hinsiththcb  der 
Hyperbel  an  beide  Ä^te  derselben  knüpfen  muf^iten 

Es  liefsen  sich  aiiao  Grande  genug  iafur  finden  dafs  di 
Satze  in  der  Schuft  über  die  Porisraen  wenn  sie  eben  ^1-. 
eine  Sammlung  \onKorollaien  zui  Lehie  von  den  Kegelschnitten 
entstanlen  bind,  die  Formen  gehibt  haJDen,  welche  man  be 
scbiieben  findet  Möglicherweise  würde  man  doch  diesen  ver- 
schiedenen und  —  wenn  man  nicht  annimmt,  dafs  die  Poris- 
men audschliefslich  an  Ortstheoreme  geknüpft  gewesen  sind  — 
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ungleichartigen  Gründen  eine  ein!  eitliü  t,  Eiklaiui  ^  lei  \e  tnt 
lieh  gleichart^en  Form,  welche  alle  Ponsmen  gehabt  haben 
sollen,  vorziehen.  Eine  solche  läf&t  sidi  indessen  noch  zu  den 
genannten  Gründen  hinzufügen.  Nachdem  diese  bewirkt  hitten 
dafs  emige  der  Sätze  die  erwähnte  Foiin  Tiinahinen  kann  EuHil 
selbst  auf  die  Zweckmässigkeit  und  den  Nutzen  derselben  (iui 
die  wir  {S.  169)  in  dem  Beweise  für  die  Av\«dehnung  dei  10  zu 
sammengezogenen  Porismen  auf  Kegelschnitte  (jelegenheit  gehabt 
haben  ein  Beispiel  anzuführen)  Rucksicht  genommpn  und  ^ei 
sucht  haben,  auch  die  übrigen  batze  aut  die=!elbe  Foim  / 1 
bringen.  Insofern  also  hierbei  angenommen  wird  d'ifa  leieits 
Eukhd  selbst  auf  diese  Form  Uewuht  gelegt  habe  nahem  iiir 
uns  in  etwas  der  Anschauung,  welche  '.ed  der  7eit  dei  Mi 
thematiker,  welche  Pappus  die  alten  nennt  gel  eir^cht  hat 
aber  wir  glauben  nicht  mit  diesen  difb  Eikh\  und  seine  Zeit- 
genossen als  allgemeine  Bezeichnung  fui  Sitze  diesei  Form 
denselben  Namen  wie  für  Korollare  gebrauchten  und  daU 
seine  Schrift  auf  diese  Weise  den  Namen  „Pon'imen  bekommen 
habe.  Vielmehr  ist  umgekehrt  dieser  Titel  \ie  Vtianla  ung 
geworden,  dafs  man  später  Sätze  ■\on  der  mgefuhrten  Fcrm 
Porisnien  genannt  hat. 


leunter  Abschnitt. 

imiing  von  Kegelschnitten  durch  fünf  Punkte;   Apollonius'  viertes  Buch 
über  die  Kegelschnitte  i    seine  „Sectio  determinata". 


Die  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  ist  eng  mit  dem 
Umstände  verknüpft  gewesen,  dafs  dieser  Ort  um  das  aus  den 
vier  Geraden  gebildete  Viereck  beschrieben  ist.  Man  kann  sich 
nämlich  teils  nur  schwierig  vorstellen,  wie  ein  hiervon  unab- 
hängiger Nachweis,  dafs  der  Ort  ein  Kegelschnitt  wird,  möglich 
gewesen  ist,  teils  stimmt  diese  Annahme  wie  wir  gesehen 
haben,  wenigstens  so  lat^e  das  Viereck  ein  Trapez  ist,  voll- 
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ständig  mit  allen  vorhandenen  Angaben;  und  dafs  der  Oii  z.u 
vier  Geraden  auch  durch  die  neue  Ecke  geht,  welche  durch 
die  Erweiterur^  auf  em  a%emeines  Viereck  eir^eführt  wird, 
ist  —  wie  wir  in  unserer  Wiederherstellung  vorausgesetzt 
haben  —  unzweifeibaft  auch  bemerkt  worden.  Die  Bestim- 
mung des  Orts  z«  vier  Geraden  ist  also  an  sieb  eine  Bestim- 
mung eines  Kegelschnittes  durch  vier  Punkte,  und  eine 
Bestimmung,  die  sich  auf  alle  solche  Kegelschnitte  anwenden 
läfst. 

Die  genauere  Bestimmung  eines  solchen,  welche  durch  den 
gegebenen  Wert  des  Verhältnisses  zwischen  den  Rechtecken 
aus  den  Abständen  von  den  Seiten  gegeben  ist,  hätte  für  die 
Griechen,  welche  diesem  Verhältnis  kein  Vorzeichen  beilegen 
konnten,  zu  zwei  Kegelschnitten  fuhren  müssen.  Es  finden  sich 
nirgends  Anzeichen  dafür,  dafs  dies  wirklich  geschehen  ist, 
und  es  kann,  wie  bereits  bemerkt,  desw^en  unterblieben  sein, 
weil  man  sich,  nachdem  man  einen  Punkt  des  Ortes  bestimmt 
hatte,  damit  begnügte  den  Kegelschnitt  zu  betrachten,  der  durch 
diesen  Punkt  ging.  Vielleicht  kann  man  auch  —  wie  in  Ar- 
chimedes'  Form  für  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  die  auf 
einen  Durchmesser  bezogen  ist  —  geradezu  einen  belieb^  gege- 
benen Kurvenpunkt  an  Stelle  der  Konstanten  gesetzt  haben. 
Jedenfalls  müssen  die  Griechen  die  genaue  Verbindung  bemerkt 
haben,  in  der  die  Bestimmung  durch  den  Wert  des  Verhält- 
nisses mit  der  Bestimmung  durch  einen  fünften  Punkt  steht. 
Faktisch  hat  also  Apollonius  durch  seine  Vervollständigung 
des  Orts  zu  vier  Geraden  die  Aufgabe  gelöst,  einen  Kegel- 
schnitt durch  fünf  gegebene  Punkte  zu  konstruiren. 
Hierbei  mufs  das  Wort  Kegelschnitt  in  der  modernen  Bedeu- 
tui^  genommen  werden,  so  dafs  die  beiden  Äste  einer  Hyperbel 
ais  ein  einziger  Kegelschnitt  aufgefafst  werden. 

Der  Umstand,  dafs  wir  genöt^t  gewesen  sind  diese  Auffas- 
sung festzuhalten,  damit  die  Aufgabe  sich  im  allgememen  lösen 
iasse,  trägt  dazu  bei  zu  erklären,  dafs  dieselbe  sich  in  Apollo- 
nius' Werk  nicht  behandelt  findet.  Dies  läfst  sich  nämlich  nicht, 
wie  damals,  wo  die  Rede  von  der  Bestiramur^  geometrischer 
Örfer  war,  dadurch  erklären,  dafs  man  die  Vermutur^  aufstellt. 
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eine  dii'ekte  Behandlung  diesei  Aufgabe  würde  nicht  mit  dem 
Zwecke  dieser  Schrift  vereinbar  gewesen  sein.  Ebenso  wie  die 
Aufgabe,  einen  Kreis  um  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  ihren  Platz 
in  Euklids  Elementen  gefunden  hat,  ebenso  natürlich  würde  es 
gewesen  sein  in  den  Elementen  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
die  Aufgabe  anzuführen,  einen  Kegelschnitt  um  ein  Fünfeck  zu 
beschreiben  oder  euien  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  zu  legen, 
wenn  man  überhaupt  so  weit  gelangt  war  der  Behandlung 
dieser  Aufgabe  eine  solche  Gestalt  zu  geben  und  sie  den  strengen 
beigebrachten  Formen  so  anzupassen,  dafs  sie  an  dieser  Stelle 
behandelt  werden  konnte.  Die  Herstellung  einer  solchen  Form 
hat  indessen  ihre  Schwierigkeiten  gehabt,  und  diese  sind  keines- 
wegs dadurch  überwunden  gewesen,  dafs  man  wie  gesagt  die 
Aufgabe  faktisch  gelöst  hat,  aber  in  einei'  anderen  Form  als 
diejen^e  ist,  welche  sie  zu  den  Definitionen,  auf  welchen,  und 
zu  dem  Plane,  nach  welchem  Apollonius'  Lehrgebäude  aufgeführt 
ist,  passen  lassen  würde. 

Würde  man  nämlich  ohne  weiteres  die  Aufgabe  stellen 
einen  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  zu  legen,  so  nehme  ich 
an,  dafs  ein  griechischer  Mathematiker,  selbst  wenn  ihm  die  Be- 
stimmung des  Orts  zu  vier  Geraden  vollständig  bekannt  wäre, 
diese  Forderung  zunächst  so  auffassen  würde,  als  ob  drei  Auf- 
gaben über  die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel ')  nur  dem  Wort- 
laut nach  vereinigt  wären.  Er  würde  dann  bald  finden,  dals 
diejenige  von  diesen,  welche  die  Parabel  beträfe,  überbestimmt 
wäre,  da  von  euier  Parabel  höchstens  vier  Punkte  gegeben 
sein  düi-fen.  Die  Bestimmung  durch  diese  würde  überdies  eine 
ganz  andere  Aufgabe  werden,  weiche  nicht  mit  der  Bestimmung 
des  Orts  zu  vier  Geraden  gelöst  ist.  Was  die  Bestimmung 
einer   Ellipse    oder    Hyperbel    durch   fünf  Punkte    betrifft,    so 


')  Halley  scheint  derselben  Meinung  zu  sein,  insofern  er  in  seiner  Re- 
stitution von  Apollonius"  8«™  Buche  die  Fragen  nach  der  Bestimmim? 
jedei'  einzelnen  der  drei  Kurven  besonders  stellt.  Wie  ersichtlich  bin 
ich  femer  mit  Halley  darin  einig,  nicht  anzunehmen,  dafs  die  Bestim- 
mung eines  Kegelsiinittes  durch  fünf  Punkte  zu  denen  gehört  habe, 
welche  das  S^"  Buch  enthielt.  Durch  diese  würde  der  Inhalt  des  7'«" 
Buches  uamlich  nicht  eine  solche  Rolle  spielen,  wie  die  VoiTede  angiebt. 
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wüi-de  ein  Diorismus  nötig  sein,  welcher  die  Bedingungen  aus- 
drückte, denen  die  gegebenen  Punkte  geniigen  müfsten,  damit 
man  wirklich  durch  dieselben  eben  diejenige  von  den  Kurven, 
welche  verlangt  wäi'e,  legen  könne.  In  Betreff  der  Ellipse 
würde  es  vielleicht  sogar  für  nötig  gehalten  werden  sich  dagegen 
zu  sichern,  dafs  dieselbe  in  einen  Kreis  übei^nge;  ApoUonius 
nennt  diesen  in  semen  Sätzen  beständig  neben  den  K^el- 
schnitten,  rechnet  ihn  also  nicht  mit  unter  diese,  wenn  er  auch 
dadurch  die  Kenntnis  der  Thatsache  verrät,  dafs  die  allgemeinen 
Sätze  über  Kegelschnitte  auf  den  Kreis  anwendbar  sind,  ebenso 
wie  er  auch  im  ersten  Buche  zwei  Reihen  von  Kreisschnitten 
an  schiefen  Kegeln  naci^ewiesen  hat.  Selbst  wenn  endlich 
die  Forderung  der  Konstruktion  eines  Kegelschnittes  richtig  in 
der  Weise  verstanden  wurde,  dafs  die  Kurve  je  nach  Um- 
ständen Hyperbel,  Parabel,  Elhpse  oder  Kreis  werden  konnte, 
war  ein  Diorismus  immer  noch  notwendig  um  sich  dagegen 
zu  sichern,  dafs  die  fünf  Punkte  auf  die  beiden  Äste  der  Hy- 
perbel verteilt  wurden,  denn  in  diesem  Falle  würde  man  das 
nicht  erhalten  haben,  was  die  Griechen  unter  einem  Kegel- 
schitt  durch  fünf  Punkte  verstanden. 

Daraus,  dafs  ApoUonius  die  Bestimmung  eines  Kegelschnitts 
dm'ch  fünf  Punkte  nicht  aufgeführt  hat,  geht  hervor,  dafs  er 
eme  hinreichend  kurze  Lösung  der  iüer  angedeuteten  formalen 
Schwierigkeiten  nicht  gefunden  hat.  Die  dazu  erforderlichen 
Diorismen  sind  allerdings  nicht  schwierig,  abei'  wie  wir  heutigen 
Tags  kein  sonderlich  gi-ofses  Gewicht  legen  auf  eine  ausdi'ück- 
liche  Aufstellung  der  Bedingungen,  unter  weichen  der  Kegelschnitt 
dui'ch  fünf  Punkte  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  wird,  und 
un  letzteren  FaJle  auf  eine  Untersuchung,  wie  sich  die  Punkte  aul' 
die  Äste  derselben  verteilen,  so  hat  die  hier  berührte  formale 
Beai'beitur^  auch  kein  Interesse  für  ApoUonius  gehabt,  eben 
weil  er  die  faktischen  Resultate  an  einer  anderen  Stellen  hatte, 
nämlich  in  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden. 

Wenn  ich  sage,  dafs  durch  diese  Bestimmung  die  Aufgabe 
einen  Kegelschnitt  dm-ch  fünf  Punkte  zu  legen  faktisch  gelöst 
war,  so  meine  ich  damit,  dafs  man  wirklich  dasselbe  eri'elcht 
hatte,  was  wir  durch  die  Lösung  dieser  allgemeinen  Aufgabe 
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oiTcichen,  und  dafs  maii  wii-klich  imstande  wai'  diese  Bcstimninng 
in  denselben  Fällen  anzuwenden,  in  denen  wir  die  al^emeine 
Konstruktion  eines  Kegelschnittes  durch  fünf  Punkte  anwenden. 
Vor  allem  ist  hierin  einbegriffen,  dafs  man  die  Konstruktion 
in  allen  einzelnen  Fällen  ausführen  konnte,  dafs  man  also 
wirklich  eine  Elüpse  oder  einen  Hyperbelast  durch  solche  fünf 
Punkte,  durch  welche  ein  solcher  gehen  kann,  legen  konnte. 
Femer  war  man  imstande  derart^e  Anwendungen  davon  zu  ma- 
chen wie  die,  dafs  man  schlofs,  zwei  K^elschnitte  könnten  sich 
höchstens  in  vier  Punkten  schneiden.  Endlich  waren  Mittel  für 
weiter  gehende  Untersuchungen  vorhanden,  welche  sich  an 
die  Bestimmur^  eines  Kegelschnittes  durch  fünf  Punkte  knüpfen, 
z.  B.  die  Bedingung  dafür  zu  finden,  dafs  dieser  Kegelschnitt 
in  einem  dieser  Punkte  eine  gegebene  Tangente  habe.  Es 
läfst  sich  in  der  That  nachweisen,  dafs  die  Griechen  in  diesen 
Richtungen  so  weit  gelangt  waren  wie  hier  angegeben,  wenn 
auch  die  Verbindung  mit  der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geraden  nicht  unmittelbar  hervortritt. 

Wir  wollen  mit  dem  beginnen,  was  sich  in  ÄpoUonius' 
Kegelschnitten  selbst  fmdet.  Im  vierten  Buche  dieses  AVerks 
wird  bewiesen,  dafs  zwei  Kegelschnitte  sich  höchstens  in  vier 
Punkten  schneiden,  und  dies  Resultat  ivird  auf  die  Fälle  aus- 
gedehnt, wo  der  eine  der  beiden  Kegelschnitte  oder  beide  mit 
zwei  zusammengehörenden  Hyperbelästen  vertauscht  werden. 
Dadurch  erhält  der  ursprüngliche  Satz  dieselbe  Ausdebnmig, 
die  er  nach  modernem  Spract^ebrauch  haben  würde.  Aus  der 
Vorrede  zum  vierten  Buch^)  sieht  man  nun,  dafs  dieser  Satz, 
beschränkt  auf  zwei  Kegelschnitte  in  der  griechischen  Bedeu- 
tung, von  Konon  vonSamos,  vermutHch  dem  hoch  geschätzten 
Freunde  Archimedes'  in  Äiexandria,  aufgestellt  worden  ist,  und 
dafs  seine  Beweisführung  mit  Recht  von  Nikoteles  von  Kyrene 
angegriffen  wurde,  welcher  ihm  zugleich  vorwarf,  dafs  er  die 
Erweiterur^  auf  die  Fälle,  wo  der  eine  Kegelschnitt  rait  zwei 
zusammengehörenden  Hyperbelästen  vertauscht  wird,  nicht  be- 
rücksichtigt habe,    Apoilonius  fügt  hinzu,  dafs  weder  Niko- 

')  Vergl.  Anhang  1,  darin  auch  die  Besprechung  des  vierten  Buchs  in 
der  al^emeinen  Vorrede. 
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teles  noch  sonst  jemand  diese  Erweiterung  bewiesen  habe,  und 
dafs  die  Erweiterung  auf  den  Fall,  wo  beide  Kegelschnitte  mit 
zwei  zusammengehörenden  Hyperbelästeii  vertauscht  werden, 
überhaupt  niemandem  eingefallen  sei. 

Diese  Angaben  stimmen  sehr  gut  mit  den  Anschauungen 
uberein,  welche  wir  im  ganzen  vertreten  haben. 

Konons  Beweis  kann  sich  an  den  Ort  zu  vier  Geraden 
angeschlossen  haben,  vielleicht  an  die  dadurch  erhaltene  Be- 
stinmiung  eines  Kegelschnittes  durch  5  Punkte.  In  solchem 
Falle  ist  dei-selbe  in  seinem  Grundgedanken-  vollkommen  korrekt 
gewesen,  da  es,  um  auf' diesem  W^e  zu  schliefsen,  dafs  zwei 
Kegelschnitte  sich  höchstens  in  vier  Punkten  schneiden  können, 
miwesentlich  ist,  ob  es  Fälle  giebt,  in  denen  man  überhaupt 
keinen  einfachen  Kegelschnitt  (nach  der  Auffassung  der  Alten) 
durch  fünf  Punkte  legen  kann.  Die  Existenz  solcher  Fälle 
kann  indessen  leicht  eine  wirkliche  oder  scheinbare  Unrichtig- 
keit des  Beweises  veranlafst  haben.  Eine  solche  hat  dami 
Gegenbemerkungen  von  Nikoteles'  Seite  hervorgerufen,  indem 
er  darauf  aufmerksam  machte,  dafs  es  Fälle  giebt,  m  denen 
sich  ein  einfacher  K^eischnitt  nicht  durch  fünf  Punkte  legen 
läfst.  Es  einlebt  sich  dann,  dafs  er  zi^leich  darüber  miter- 
richtet  gewesen  ist,  dafs  in  solchem  FaUe  zwei  zusammen- 
gehörige Hyperbeläste  existieren,  welche  zusanunengenommen 
durch  alle  fünf  Punkte  gehen.  Mit  Rücksicht  hierauf  kann  er 
es  dann  für  überflüssig  gehalten  haben  seine  Erweiterung  von 
Konons  Satz  auf  den  Fall ,  wo  einer  von  den  Kegelschnitten 
mit  zwei  zusammengehörenden  Hyperbeiästen  ^)  vertauscht  wird, 
wu'klich  zu  beweisen.  Jedenfalls  geht  es  ausdröckhch  aus  Apol- 
lomus' Bemerkungen  hervor,  dafs  zu  dem,  was  Nikoteles  bei 
Konon  vermifst  hat ,  die  gehörige  Rücksichtnahme  auf  zusam- 
mengehörende Hyperbeläste  gehört  haben  mufs. 

Da  erst  Äpollonius  die  Beweise  für  die  Erweiterung 


')  Eine  mögliche  Efkläiaiiife  des  Um-tindes,  dafs  ei'  dann  nicht  aucli  den 
ebenso  einfachen  Fall  beiÖLk'iichtigle  nobeideKegelachnitte  mit  zusam- 
mengehörenden Hypeilielasten  vertauacht  werden,  werde  ich  Gelegen- 
heit finden  am  Schlüsse  des  vierzehnten  Abschnittes  aufzustellen. 
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der  Satze  über  Kegelschnitte  auf  die  Verbindung  der  beiden 
Hyperbeläste  durcl^eführt  hat,  so  ruhte  Nikoteles'  richtige 
Behauptung  allerdings  auf  unsicherem  Grunde,  und  konnte 
zugleich  mit  der  letzteren  Erweiterung  erst  von  Apollonius  be- 
wiesen werden.  Da  wir  den  genauen  Zusammenhang  dieser 
Erweitenir^en  mit  der  Absicht,  die  Bestimmung  des  Orts  zu 
vier  Geraden  und  die  darin  enthaltene  Konstruktion  eines 
Kegelschnitts  durch  fünf  Punkte  zu  vervollständigen,  gesehen 
haben,  so  sind  wir  der  Meinung,  dafs  wenigstens  eine  indirekte 
Verbindung  zwischen  dieser  Konstruktion  und  Apollonius'  Sätzen 
fiber  die  Anzahl  von  Durchschnittspunkten  vorhanden  ist.  Selbst 
wenn  diese,  wie  wir  vermuten,  direkter  gewesen  ist,  so  kann 
dies  doch  nicht  in  seinem  Werke  zum  Vorschein  kommen,  wo 
er  sich  nur  auf  die  Resultate  stützen  kann,  welche  in  den 
friiheren  Büchern  desselben  Werks  entwickelt  sind,  also  nicht 
auf  Sätze  über  den  Ort  zu  vier  Geraden. 

Apollonius'  Beweisen  für  die  Sätze  über  die  Anzahl  von 
Durchschnittspunkten  liegt  der  Satz  über  Polaren  zu  Gnuide. 
Hält  man  sich  vorlävtflg  an  den  Fall,  wo  nur  die  Rede  von 
Kegelschnitten  im  antiken  Sinne  ist,  so  kann  man  auf  folgende 
Weise  (4teft  Buch  25)  die  Unmöglichkeit  nachweisen,  dafs  zwei 
Kegelschnitte  sich  in  fünf  Punkte  A,  B, 
C,  D,  E  (F^.  35)  schneiden  können,  von 
denen  man  annehmen  darf,  dafs  sie  so 
aufeinandei  (auf  emem  der  K^elschnitte) 
folgen,  dafs  sich  z\^i&chen  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  kein  anderer  Durch- 
schnittspimkt  fmdet 

Die  Polare  des  Durchsclinittspunktes 
0  von  AB  und  CD  mufs  für  beide  Ke- 
gelschnitte dieselbe  sein,  denn  sie  wird 
durch  die  Punkte  bestimmt,  welche  har- 
monisch mit  0  mit  Bezug  auf  A  und  B 
und  mit  Bezug  auf  C  und  D  verbunden 
sind.  Würde  nun  OE  diese  gemeinsame 
Polare  in  G-  schneiden,  so  müfsten  beide 
K^eischnitte  durch  den  Punkt  F  gehen, 


Fig.  .55. 
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der  harmonisch  mit  E  mit  Bezug  auf  0  und  G  verbunden  ist ; 
aber  dieser  Punkt  F  würde,  entgegen  der  aufgestellten  An- 
nahme, zwischen  B  und  C  li^en. 

In  36  beweist  Äpollonius  ferner,  dafs  ein  Kegelschnitt  (im 
antiken  Sinne)  zwei  zusammengehörende  Hyperbeläste  höch- 
stens in  vier  Punkten  schneidet,  und  in  53,  dafs  gleichfalls  zwei 
zusammengehörende  Hyperbel  äste  zwei  andere  höchstens  in 
vier  Punkten  schneiden.  Zu  diesen  Resultaten  gelangt  er  da- 
durch, dafs  er  in  den  vorhet^ehenden  Sätzen  die  verschiedenen 
möglichen  Verteilungen  der  Durehsehnittspunkte  auf  die  beiden 
zusammengehörigen  Hyperbeläste  einzeln  untersucht.  Hierfür 
benutzt  er  teils  dieselbe  Anwendung  der  Polare  wie  in  25, 
teils  Betrachtungen  über  die  Richtung  der  Konkavität  der  Aste. 

Von  speeieilen  Fällen  wird  nur  der  behandelt,  wo  zwei 
Kurven  einen  Berührungspunkt  haben,  in  welchem  Fähe  ge- 
zeigt wird,  dafs  das  Maximum  der  Anzahl  der  Durchschnitts- 
punkte  um  zwei  vermindert  whd.  Dagegen  findet  sich  keine 
üntersuchmig  über  den  Einflufs  des  Parallelismus  zwischen  den 
Asymptoten  zweier  Hyperbeln,  oder  des  Parallelismus  zwischen 
einer  Asymptote  einer  Hyperbel  und  der  Axe  einer  Parabel. 
Da  indessen,  wie  oben  berührt,  Betrachtungen  der  Figm'  eine 
wesentliche  Rolle  bei  der  Untersuchimg  spielen,  und  man  sogar 
unter  Äpollonius'  eigenen  Figuren,  nämlich  im  Beweise  für 
Satz  53,  eine  findet,  bei  der  gerade  der  erwähnte  Parallelisraus 
eintritt,  so  darf  man  nicht  annehmen,  dafs  dieser  Fall  von  den 
Alten  ganz  unbeachtet  geblieben  ist.  Äpollonius  zeigt  auch  im 
Steil  Buche,  wie  wir  im  Folgenden  genauer  ausführen  werden, 
dafs  er  in  solchen  Fällen  über  die  Anzahl  der  Durchscbnitts- 
punkte  richtig  unterrichtet  ist. 

Das  vierte  Buch  enthält  im  übrigen  nur  Anpassungen  des 
Satzes  über  Polaren  an  die  hier  erwähnten  Anwendungen, 
sowie  einen  Beweis  dafür,  dafs  zwei  Kegelschnitte  keinen  end- 
lichen Bogen  gemeinsam  haben  können. 

Der  Hauptbeweis  war,  wie  wir  sahen,  an  eine  Anwendung 
des  Satzes  über  Polaren  geknüpft,  um  aus  fünf  Punkten  eines 
K^elschnittes  emen  sechsten  zu  bestimmen.  Auf  demselben 
Wege  könnte  man  nach  und  nach  so  viele  Punkte  erhalten, 


y  Google 


Ifis 


Neunter  Ähschiiitt. 


wie  man  wollte.  Dasselbe  üefse  sich  auch  durch  Anwendung 
des  Potenzsatzes  erreichen,  der  üherdJes  gestattet  mit  grö- 
Tserer  Selbständigkeit  zu  entscheiden,  welche  neuen  Punkte 
man  bestimmen  ivill.  Auf  diesem  W^e  kami  man  dann  dahhi 
gelajigen  konjugierte  Durchmesser  und  dadurch  die  Axen  zu 
bestimmen.  Eben  dieses  Verfahren  wendet  Pappus  im  8ten 
Bnche^)  auf  die  Bestimmung  einer  Ellipse  durch  fünf 
gegebene  Punkte  in  —  \on  denen  man  im  voraus  weifs, 
dafb  sich  ejne  Ellipse  dmch  ^le  legen  iafeit 

Zunächst  kann  man  leicht  wenn  die  Punkte  A,  B,  C,  1),  E 
so  g^eben  sind  dafs  nicht  z^ei  von  den  Verbindungslinien 
paiillel  liufen  dnrrh  den  Potenzsat?  den  Punkt  F  bestimmen, 
m  dem  eine  diiuh  F  paiillel  lex  ■IB  gezogene  Linie  die 
Kurve  schneidet;  es  kommt  also 
nur  darauf  an  —  und  Pappus 
beginnt  damit  —  den  Kegel- 
schnitt durch  solche  5  Punkte 
A,  B,  D,  E,  F  (Fig.  36)  zu  be- 
stimmen, bei  denen  AB  [j  EF. 
Von  diesem  Kegelschnitt  kennt 
man  den  Durchmesser  der  pa- 
rallelen Sehnen  AB  imd  EF, 
Lind  parallel  zu  diesem  wird 
durch  D  eine  Sehne  gezogen, 
deren  anderer  Endpunkt  sich 
dadurch  bestimmen  läfst,  dafs 


IG  .GD         IR.  HD 


BG.GA        FH.HE 


■   (1) 


Um  mit  Hülfe  hiervon  /  zu  konstriiiren  zieht  man  DB  und 
denkt  sich  lA  gezogen.  Sind  die  Durchsclmittspunkte  dieser 
beiden  mit  EF  die  Punkte  K  und  L ,  so  wird  das  erste  der 
in  (1)  aufgestellten  Verhältnisse  gleich 

IH    IIÜ 
HL  '  KH  ' 

')  Ausg.  V.  Hiiltsdi,  S,  1Ü76-10S5. 
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und  man  erhält  FH .  HE  =  KH .  HL ,  wodurch  sich  Punkt  L, 
der  iviedennn  I  bestimmt,  Itonstniiereii  läfst.  Um  nun  die 
Durchschnittspunkte  S  und  T  des  Durchmessers  und  der  Ellipse 
zu  bestimmen  wird  aufs  neue  der  Potenzsatz  angewendet,  der 
in  Verbindung  mit  den  ähnlichen  Dreiecken,  die  man  durch 
Ziehen  von  ED  und  IF  erhält,  ergiebt: 

FH.HE  _    FQ.QE  _  FQ.QF 
IH.HD     '  NQ.QM  '      TQ  QS' 
also  TQ .  QS  =  NQ  .  QM,  wo  der  letzte  Ausdruck  bekannt  ist. 
Auf  ähnliche  Weise  fmdet  man  den  Wert  von  TP. PS. 

Die  Art,  ivie  Pappus  demnächst  S  und  T  bestimmt,  ist  gleich- 
bedeutend mit  einer  EJiminatio»  des  einen  der  beiden  Pimtte. 
der  eine  Beetlmnmng  des  anderen  durch  eine  Gleichung  zweiten 
Gfrades  folgt.  Die  erste  dieser  Operationen  wird  durch  die 
Fonii  vereinfacht,  unter  der  die  gegebenen  Werte  von  TQ.QS 
und  TP.  PS  voi^elegt  werden.  Man  bestimmt  nämlich  die 
Punkte  l'^  und  V  auf  der  Linie  PQ  derartig,  dafs 

TQ.QS  ^  PQ. QU    und     TP.PS  =  PQ.VP, 

wo  die  Punkte  P,   Q,   U,   V  bekannt  sind,  während  S  und   T 

gesucht  werden.    Hieraus  ei^iebt  sich  leicht 

US   _    TP_  _  VP 

UQ    ~    TQ  VS' 

woraus  US.VS  =  UQ.VP. 

Um  die  historischen  Ei^ebnisse,  die  für  uns  aus  den  hier 
angeführten  Konstruktionen  hei  Pappus  hervorgehen,  richtig  zu 
würdigen,  hat  man  zu  beachten,  dafa  diese  KonstiHktionen  nicht 
ihrer  selbst  wegen  vorgeführt  werden,  sondern  als  Glieder  in  der 
Behandlut^  der  anderen  Aufgabe:  den  Radms  dei  Grundfläche 
eines  gegebenen  geraden  Gyhnders  zu  bestimmen,  der  nicht  von 
ebenen  Schnitten  begrenzt  ist.  Es  witd  also  nicht  beabsichtigt, 
neue  Beiträge  zur  Lehre  von  den  KegeKchnitten  zu  geben; 
Pappus  erhebt  keinen  anderen  Anspruch  als  den,  eine  ihm 
gerade  passende  Anwendung  von  dem  zu  machen,  was  sich 
bei  Apollonius  findet.  Da  Pappus  aui  diese  Anwendung  eine 
andere  Aufgabe  zurückführt ,  so  dai  f  man  annehmen ,  dafs 
diese  Anwendung  selbst  ihm  ziemlich  nahe  gelegen  hat.     Das 
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(.ileiche  miii's  dann  auch  in  ebenso  hohem  Grade  zur  Zeit  des 
Äpollonius  der  Fail  gewesen  sein,  wo  die  Hülfsniittel ,  welche 
Pappus  ausschlierslich  benutzt,  und  welche  in  der  langen  Zwi- 
schenzeit keine  weitere  Entwicklung  erfahren  haben,  entstanden 
und  sicherlich  eben  deshalb  so  weit  gebracht  waren,  weil  man 
Verwendung  für  sie  hatte. 

Was  wh'  bei  Pappus  finden,  stimmt  also  vollkommen  mit 
unserer  Annahme  überein,  dafs  nämlich  zu  den  Zielen,  welche 
die  Alten  in  der  That  durch  die  Sätze  in  Äpollonius'  drittem 
Buche  erreichten,  auch  die  Konstruktion  einer  Ellipse  durch 
fünf  solche  Punkte  gehörte,  von  denen  man  wufste,  dafs  sich 
eine  Ellipse  diu'ch  dieselben  legen  lasse.  Das  letztere  ist  bei 
Pappus  eine  Fo^e  davon,  dafs  von  den  Punkten  angegeben  ist, 
sie  sollten  in  einem  ebenen  Schnitte  eines  Umdrehungscylinders 
liegen. 

Dagegen  ist  Pappus'  Konstruktion  nicht  in  der  Weise  auf 
die  Bestimmui^  des  Orts  zu  vier  Geraden  gestützt,  wie  es 
nach  unserer  Meinung  die  Konstitiktion ,  welche  zu  Äpollonius' 
Zeit  die  nächstliegende  gewesen  wäre,  hätte  sein  müssen. 

Indessen  findet  das  seme  natürliche  Erklärimg  dadurch, 
dafs  Pappus,  der  so  Sorgfalt^  in  der  Zurückführung  elementarer 
Sätze  auf  Euklid  ist,  in  derselben  "Weise  Äpollonius'  acht  Bücher 
über  die  Kegelschnitte  als  ein  Hauptwerk  betrachtet,  auf  wel- 
ches alles,  was  diese  Kurven  betrifft,  zurückgeführt  werden 
müsse.  Er  stützt  sich  nicht  auf  den  Satz  über  den  Ort  zu 
vier  Geraden,  sondei'u  er  giebt  eine  auf  Äpollonius'  diittes  Buch 
gestützte  Bestimmung  der  Ellipse,  auf  welche  in  Wirklichkeit 
eine  Bestimmui^  derselben  als  Ort  zu  den  vier  Seiten  des 
Trapezes  ABB'E  zurückgeführt  werden  konnte.  Diese  Be- 
stinimui^  würde  doch  zu  wenig  unmittelbar  sein,  als  dafs  man 
annehmen  könnte,  dafs  es  diejenige  gewesen  sei,  welche  Pappus 
bei  Aristäus  oder  Euklid  voi^efunden  hat.  Ich  sehe  auch  keinen 
Grund,  weshalb  nicht  Pappus  oder  der  Mathematiker,  dessen 
Untersuchungen  er  mitteüt,  selbst  eine  so  leichte  Anwendung 
von  Äpollonius'  Lehre  von  den  Kegelschnitten  wie  die  vorliegende 
hätte  machen  sollen.  Hätte  Pappus  von  Äpollonius  etwas 
genaueres  über  dessen  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
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gehabt,  so  würde  er  sich  vielleicht  verptliehtet  gefühlt  haben 
dieser  Bestürmung  auch  in  der  sich  daran  schliefsenden  Kon- 
struktion zu  folgen;  aber  aus  der  Einleitung  zum  7ten  Buche 
geht  hervor'),  dafs  er  derartiges  nicht  besafs.  Überdies  ist 
das  von  Pappus  beschriebene  Verfahren  nur  anwendbar,  wenn 
der  Durchmesser  P^  die  Kurve  schneidet.  Wir  haben  uns  des- 
halb, aJs  wir  im  siebenten  und  achten  Abschnitt  versuchten, 
die  voHständige  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  wieder- 
berzastellen,  welche  sich  auf  die  Erweiterung  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  durcli  Apollonius  gründet,  in  nichts  anderem 
auf  Pappus  stutzen  kömien  als  in  emigen  Hauptzügen,  wie  in 
der  Anwendung  des  Potenzsatzes  und  einer  vorläufige  Behand- 
lung des  Falles,  wo  die  vier  Geraden  ein  Trapez  bilden. 

Es  ist  beachtenswert,  dafs  Pappus'  Bestimmung  der  End- 
punkte des  Durchmessers  PQ,  die  in  seiner  Konsü'uktion  die 
Hauptsache  ist,  sich  anwenden  läfst  zur  direkten  Konstruk- 
tion der  Durchschniltspunkte  zwischen  einem  durch 
fünf  Punkte  bestimmten  Kegelschnitt  und  einer  be- 
liebigen geraden  Linie.  Die  Annahme,  dafs  Apollonius 
dasselbe  habe  ausführen  können.  Hegt  dann  auch  nicht  fem. 
Indes  läfst  sich  in  solchem  Falle  ein  einfacheres  Hölfsmittel 
nachweisen,  mit  dem  er  sich  an  anderer  Stelle  vertraut  zeigt, 
das  sich,  wenn  es  erst  bekannt  ist,  dafs  der  Ort  zu  vier  Ge- 
raden em  Kegelschnitt  ist,  für  dieselbe  Konstruktion  benutzen 
läfst.  Dasselbe  läfst  sich  mit  so  reichem  Erfolge  auf  hierher 
gehörige  Untersuchungen  anwenden,  dafs  sich  uns  die  Annahme 
aufdrängt,  es  sei  eben  wegen  di^er  entvnckelt  worden. 

Hierbei  denken  wir  daran,  dafs  Apollonius  ein  ganzes 
AVerk,  nämlich  die  beiden  Bücher  über  den  bestimmten 
Schnitt,  über  folgende  Aufgabe  geschrieben  hat;  wenn  Ä,  B, 
C,  D  gegebene  Punkte  einer  geraden  Linie  l  sind,  einen  neuen 
Punkt  P  auf  derselben  Linie  so  zu  bestimmen,   dafs  das  Ver- 


BP.DP 

mur^   der  Durchschnittspunkte    zwischen  l   und   einem  Ort   zu 


')  Au^.  V.  Huliseh,  S.  636. 
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vier  Gei'aden  läfct  sich  nämlich  unmittelbar  in  diese  Äiit'gci]>e 
verwandeln,  und  zwar  sind  dann  Ä,  B,  C,  D  die  Durchschnittä- 
punkte  zwischen  l  und  den  vier  Gerade».  Es  wird  deshaUs 
von  Wichtigkeit  sein  hier  alle  vorhandenen  Angaben  über  diese 
Schrift,  die  leider  verloren  gegangen  ist,  ans  Licht  zu  ziehen. 
Diese  Angaben  müssen  sämtlich  bei  Pappus  gesucht  werden. 
Zunächst  giebt  er  am  Anfange  des  7ten  Buchs  ^)  einen  kuraen 
Bericht  über  den  Inhalt.  Aus  diesem  ersieht  man  einmal,  dafs 
die  Behandlung  der  erwähnten  Aufgabe  den  Inhalt  dieser  Bücher 
ausgemacht  hat,  zweitens,  dafs  diese  in  einem  solchen  Umfang 
ausgeführt  war,  dafs  man  annehmen  darf,  dieselbe  sei  wegen 
anderer  wichtiger  Aufgaben  vorgenommen.  Ihrer  eigenen 
Schwierigkeit  wegen  hat  die  blofse  Auflösung  der  Eingeführten 
Aufgabe  bei  ApoUonius  durchaus  kein  Interesse  eixegen  können. 
Den  Punkt  P  aus  der  Gleichung  ÄP.CP  =-  X.BP.  DP  zu  be- 
stimmen, wo  das  Verhältnis  k  und  die  Punkte  Ä,  B,  C,  D  gegeben 
sind,  ist  heutigen  Tages  füi'  jeden  leicht,  der  in  der  elementaren 
Mathematik  bewandert  ist;  denn  die  gegebene  Relation  ^vird. 
wenn  man  die  Abstände  der  verschiedenen  Punkte  von  einem 
festen  Punkte  an  reclinet,  zu  einer  Gleichung  zweiten  Grades, 
und  auf  entsprechendem  Wege  konnten  die  griechischen  Ma- 
thematiker ebenfalls  mit  geringer  Mühe  die  Aufgabe  in  eine 
Flächenanlegui^  verwandeln.  Wird  dagegen  eine  so  sorgfaltige 
Diskussion  verlacht,  wie  erforderlich  ist,  wenn  die  Aufgabe 
weitei^ehender  Untersuchungen  wegen  behandelt  wird,  und  soll 
bei  dieser  Diskussion,  welche  zunächst  den  Zweck  haben  mufs 
anzugeben,  wann  man  zu  einer,  zwei  oder  keiner  Auflösmig 
gelar^,  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Lagen  genommen 
werden,  welche  die  gegebenen  Punktpaare  A,  C  und  j5,  D  haben 
können  (ob  dieselben  sich  gegenseit^  trennen  oder  nicht,  ob 
die  Punkte  desselben  Paares  zusammenfallen,  oder  ob  der  eine 
sich  bis  ins  Unendliche  entfernt),  so  wird  die  Aufgabe  sofort 
ziemlich  weitläufig;  ihre  Behandlung  führt,  wenn  man  auch 
nicht    ausdrücklich    die  Reihe  von  Pnnktpaaren   hervorzieht. 


')  Ausg.  V.  Huitäch,  S.  U% 
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welche  die  Gleichung  bestimmt,  indem  man  k  verschiedene 
Werte  beilegt,  und  deren  Verbmdung  jetzt  Involution  genannt 
wird,  doch  faktisch  zu  einer  vollständigen  Theorie  der  In- 
volution. Die  Puniite,  welche  man  erhält,  wenn  X  die  Grenz- 
werte für  die  Auflösbarkeit  annimmt,  werden  demnach  die 
Doppelpunkte  der  Involution. 

Nun  sehen  wir  bei  Pappua,  dafs  Apollonius  wirklich  eine 
solche  Untersuchung  durchgeführt  hat,  die  zu  jener  Zeit,  wo 
man  die  Abschnitte  nicht  mit  Vorzeichen  nahm,  wo  also  ein 
gegebenes  /.,  das  dem  J^  A  der  Gegenwart  entsprechen  würde, 
bis  zu  4  Punkten  würde  geben  können,  bedeutend  weitläufiger 
war.  Apollonius  hat  Rücksicht  genommen  auf  den  Fall,  wo 
eins  von  den  beiden  Rechtecken  mit  einem  Quadrat  vertauscht 
ist,  also  wo  z.  B.  A  und  C  zusammenfallen,  femer  auf  den, 
wo  ein  unbekannter  Abschnitt  der  Geraden ,  z.  B.  CP,  mit 
einem  gegebenen  vertauscht  wird,  was  dem  entsprechen  würde, 
dafs  C  sich  bis  ins  UnendMche  entfernt,  und  besonders  hat  er 
sich  mit  dei'  Bestimmur^  der  Maxinia  und  Minima  beschäftigt, 
also  mit  der  Bestimmung  der  Doppelpunkte  der  Involution. 

Noch  ein  Interesse  knüpft  sich  an  die  gestellte  Aufgabe 
selbst,  nämlich  das;  nicht  nur  eine  solche  algebraische  Lösung  zu 
finden,  welche  unmittelbar  aus  bekannten  Operationen  hervor- 
geht, sondern  auch  zu  einer  el^anteren  geometrischen  Lösung 
zu  gelangen.  Eine  solche  ergiebt  sich  aus  der  Betracbtiii'^  der 
Durchschnittspunkte  zwischen  einem  Ki-eisbüschel  und  einer 
Geraden,  im  besonderen  der  Centi'ale  des  Büschels,  Wenn 
man  einen  kleinen  Abschnitt  von  Pappus'  Bericht,  der  von 
Hultsch  in  Klammem  mitgeteilt  ist,  für  echt  halten  darf,  so 
bat  auch  Apollonius  aufser  der  algebraischen  Lösung,  welche 
in  ihrer  geometrischen  Form  auch  zu  seiner  Zeit  am  leichtesten 
ausfindig  zu  machen  war,  eine  besonders  sinnreiche  Lösung 
durch  Halbkreise  g^eben,  welche  sich  wahrscheinlich  eben  an 
die  Eigenschaften  eines  Kreisbüschels  angeschlossen  hat. 

Diese  zuverlässigen  und  vollständigen  Angaben  über  den 
Gesamtinhalt  von  Apollonius'  verlorener  Schrift  werden  im 
allgemeinen    durch    die    Hülfssätze   bestätigt,    welche   Pappus 
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weiterhin  ini  7ten  Biiclie')  mitteilt.  Dagegen  ist  es  liier  wie 
überall  nur  zußillig,  wenn  sich  aus  den  Hülfssätzen  das  eme 
oder  andere  über  ApoUonius'  Behandlung  der  Einzelheiten  ab- 
leiten läfst. 

Aus  dem  ersten  Hülfssatz^)  kann  man  schliefsen,  dafs 
ApoUonius  in  dem  Falle,  wo  ?.  -=  1,  wo  man  also  P  (der  danii 
das  Centrum  der  Involution  wird)  au«  AP.  FC  --=  BP.  Fl)  Iw- 
stimmen  soll,  die  Relation 

BP   _    äB.BC 
DF      ~   ÄiT.DC 
bcnulKl,  habe. 

Für  diese  Relation  führt  Pappus  nämlich  mehrere  Beweise. 
Es  ist  also  wahrscheinlich,  dafs  ApoUonius  dieselbe  entweder 
ohne  besonderen  Beweis  benutj;t  hat,  da  sie  sich,  naclidem 
sie  ausgesprochen  ist,  leicht  dui'ch  geometrische  Algebra  odei' 
durch  die  Proportionslehre  verificieren  läfst,  oder  dafs  er  nicht 
die  systematische  Rücksicht  auf  Euklids  Elemente  genommen 
hat,  die  zu  Pappus'  Zeit  verlangt  wurde.  Im  übrigen  darf  es 
als  sicher  betrachtet  werden,  dafs  Apollonins  auch  die  nahe- 
liegende geometrische  Lösung  dieser  Aufgabe  mittels  der  Poten?.- 
linie  der  Kreise,  welche  durch  A  und  C  und  durch  B  und  IJ 
gehen,  gekannt  habe. 

Man  kann  femer  ans  mehreren  von  den  Hülfssätzen,  z.  B. 
aus  Satz  40"),  schliefsen,  dafs  ApoUonius  wahrscheinlich  in 
seiner  Grenzbestimmung  für  die  Lösbarkeit  der  Aufgabe  einen 
Doppelpunkt  B  der  durch  die  Punktpaare  A,  C  og  B,  D  gege- 
benen Involution  dm'ch  die  Relation 

AB.BC-.AD.BC  =  BE'^-.DE'' 
bestimmt  habe. 

Möglicherweise  lassen  sich  mehrere  ähnliche  Einzelheiten 
betreffe  der  Form  der  Resultate  in  ApoUonius'  verlorener 
Schi-ift  und  deren  Begründung  ans  Licht  zieben.  Da  wir  aber 
bereits   aus   der  Inhaltsangabe   wissen ,    wie   weit   er  gelangt 

')  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  704  ff. 

")  a.  a.  0.  S.  704. 

»)  a.  a.  0.  S.  732.  4 
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\ai  Uli  da  Hii  den  Reichtnui  an  Mitteln  keiinen  dei  be 
dipsei  elenient'ii en  Untei'iuchung  hat  benutzt  i'serden  können 
nm  so  weit  m  gelangen  '^o  bietet  ein  weiteres  Nachspüren 
nach  die&en  Einzelheiten  fcem  sondeiliches  Interesse  wenigsten 
nicht  so  lii^e  dasselbe  nicht  dnekte  Aufklaiungen  ubei  emt 
Verbmdui^  /wischen  dem  Studium  der  Involution  und  dei  Be- 
stiiTiiiiiino  pi ojtktiM'ichei  Büschel  m  den  Porismen  heibeifulirer 
kann 

DHeegei  ^vm  den  positn  e  Ai'^aben  dirubei  wozu  die 
entwickelte  Lehre  von  der  Involution  benutzt  worden  ist,  von 
grofser  Bedeutung  sein.  Da  wir  indessen  auch  oluie  solche 
annehmen  dürfen,  dafs  ein  so  bedeutendes  and  wie  Avir  aus 
der  raodenien  Geometrie  wi^en,  so  vortreffhches  Werkzeug 
nur  in  der  Hand  desjenigen  entstanden  sein  kann,  der  es  zu 
gebrauchen  verstand,  und  da  die  Griechen  zu  Apollonius'  Zeit 
durch  ihre  Bekanntschaft  mit  dem  Satze,  dafs  der  Ort  zu 
vier  Geraden  ein  Kegelschnitt  ist,  vollständig  im  Besitze  der 
Bedingungen  waren,  um  dasselbe  auf  dem  Gebiete  anzuwenden, 
wo  es  jetzt  mit  dem  gröfsten  Erfolge  benutzt  wird,  so  Ue^  alle 
denkbai'e  Veranlassung  zu  dem  Glauben  vor,  dafs  nsan  es 
wirklich  auf  diesem  Gebiete  angewandt  habe.  In  dieser  Auf- 
fassung von  der  Bedeutung  der  erwähnten  Schrift  wird  man 
bestärkt  werden,  wenn  man  im  Folgenden  sehen  wird,  dafs 
auch  die  übrigen  kleinen  Schriften  des  Apollonius  Aufgaben 
lösen,  zu  welchen  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  K^elschnitten 
die  natürlichste  Veranlassui^  gegeben  haben,  und  welche  ihrer- 
seits diese  Sätze  fi'uchtbar  machen. 

Am  unmittelbarsten  dürfte  demnach  „der  bestimmte  Schnitt' 
angewandt  sein  um  die  Durchschnittspmikte  einer  Geraden  mit 
einem  Kegelschnitt,  der  ab  Ort  zu  vier  Geraden  oder  durch 
fünf  Punkte  gegeben  ist,  zu  bestimmen.  Ist  das  aber  der  Fall 
gewesen,  so  haben  die  Diorismen  in  der  ar^eführten  Schiift 
unmittelbar  zu  eben  so  vielen  Sätzen  über  die  Kegelschnitte 
geführt.  Die  Bestimmung  der  Grenzfälle  für  die  Möghehkeit 
der  Konstruktion  oder  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  der 
Involution  enthielt  die  Bestimmung  eines  solchen  Orts  zu  vier 
g^ebenen  Geraden  —    oder   eines  Kegelsclinittes   durch  vier 


y  Google 


^00  XeuiiLei'  Abi^olinitt. 

Punkte  — ,  der  eine  gegebene  gerade  Linie  berührt;  dje  soeben 
mgpfuhitp  Bedingung  difui  dafs  em  Purkt  E  Doppelpunkt 
emei  Imolution  \^i  heis  sich  benutzen  um  an  emen  Ort  zu 
viel  Geiaden  odei  in  einen  Ke^el  Lhnitt  djich  5  Punkte  in 
einem  ihien  Punkte  eme  langente  /i  ziehen  u  s  v, 

Die  Anwendungen  die  man  heutp  ^on  dem  ^atz  von 
De=!aigues  macht  konnei  uns  als  Fubrei  dienen  mn  zu 
«kennen  wie  weit  man  auf  thesem  "W^e  gelangt  sein  kann; 
denn  m  der  Anwendung  dei  Eigeubchatt  eines  KegeKcImittes, 
einen  Oit  7ii  Mei  Geladen  darzustellen  -luf  deastu  Durch- 
schnitispunkte  mit  einer  geiaden  ( inie  i  t  an  ^icb  der  ange- 
ti\hite  Satz  erhalten  Doch  mufe  bemerkt  werden  dafs  die 
triie  hen  nicht  aul  diestm  Wege  die  Hauptsätze  ubei  Pol  und 
Polaie  gefunden  zu  hiben  scheinen  welche  jetzt  lu  den  wich- 
tigsten Anwendungen  von  Desargues    Satz  zu  gehören  pflegen. 

Mehl  kann  mm  daduiuh  erreicht  haben  dafs  man  die 
Lehie  lon  dei  Involution  mit  den  piojektivischen  Pimkü-eihen 
der  Porismen,  ■  welche  beide  vielleicht  sogar  von  Anfai^  an  in 
Verbindung  mit  einander  aufgetreten  sind,  kombinierte;  aber 
um  den  griechischen  Geometern  nicht  solche  Einzelheiten  zu- 
zuschreiben, welche  sich  doch  durchaus  nicht  kontrolieren 
lassen,  wollen  wir  diese  Vei-suche  einstellen.  Wenn  wir 
hierin  weiter  gingen,  so  ivürden  wir  wahrscheinlich  n«r  unsere 
Leser  zu  der  Frage  veranlassen,  einmal,  wo  nach  unserer 
Meinung  die  Griechen  alle  die  Anwendungen  der  Lehre  von 
den  projektiVLschen  Punktreihen  und  von  der  Involution  haben 
niederlegen  können,  die  wir  ihnen  be^elegt  haben  und  die 
über  das  hinausgehen,  was  sich  in  der  überlieferten  Literatur 
iindet,  und  zweitens,  wo  wir  die  Grenzen  für  das  annehmen 
wollen,  was  sie  überhaupt  haben  erreichen  können. 

Die  erste  Frage  wird  im  vierzehnten  Abschnitt  in  weiterem 
Zusammenhange  beantwortet  werden.  Da  wir  überhaupt  in 
diesem  Abschnitt  darzuthun  glauben,  dafs  viele  weitergehende 
Specialuntersuchungen,  welche  die  Griechen  ausgeführt  haben, 
vollständig  verloren  gegangen  sein  können,  so  wird  es  nament- 
lich betrefls  der  Einzelheiten  umnöglich  sein  Grenzen  zu 
ziehen,  bis  zu  denen  Apollonius  und  seine  nächsten  Schüler  in 
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der  Anwendung  der  soeben  erwähnten  Hülfsmittel ,  welche 
Euklid  und  Apollonius  entwickelt  haben,  gegangen  sein  können; 
denn  hier  macht  es  sich  geltend,  dafs  man,  je  weiter  man 
kommt,  um  so  mehr  neuen  Fragen  begegnet,  und  um  so  mehr 
Mittel  hat  dieselben  zu  beantworten.  Doch  läfst  sich  eine 
Grenze  von  allgemeinerer  Natur  ziehen.  Mit  Beziehung 
auf  projektivische  Büschel  und  Punktreihen  haben  wir  dieselbe 
bereits  ai^eführt,  wenn  wir  gesagt  bähen,  dafs  die  Alten  die 
verschiedenen  Formen  für  diese  Verbindungen  kannten 
und  sicherlich  auch  anwendeten,  aber  ohne  dieselben  unter  den 
gemeinsamen  Begriff  Projektivität  zusammenzufassen.  Auch 
die  Involution  sehen  wir  nicht  aufgestellt  als  eine  gemein- 
same Verbindung  für  eine  unendliche  Reihe  von  Punktpaaren, 
die  sich  wiedei'um  in  zwei  projektivische  Punktreihen  teilen. 

Hiermit  ist  nicht  gesagt,  dEifs  den  Führern,  denen  die 
grofsen  Fortschritte  zu  verdanken  waren,  solche  allgemeine 
Formen  der  Betrachtung  gefehlt  haben  wie  die  sind,  welche  wir 
jetzt  in  den  allgemeinen  Begriffen  Projektivität  und  Involution 
atisdrücken ;  vielmehr  kann  thatsächhch  nur  eine  solche  Betrach- 
tung sie  in  den  Stand  gesetzt  haben  die  zweckmäfsigsten  ein- 
zelnen Formen  für  diese  Verbindungen  zu  wählen,  und  der 
gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  diesen  kann  ihnen  so  klar 
vor  Äugen  gestanden  haben,  dafs  sie  sich  nicht  emmal  ver- 
sucht fühlten  demselben  einen  allgemeinen  Ausdruck  zu  geben. 
Ein  solcher  war  auch  keineswegs  erforderhch  um  die  weniger 
bedeutenden  Schüler  und  Nachfolger  dahin  zu  bringen,  die 
einzelnen  ihnen  mitgeteüten  Methoden  auf  die  bestimmten  Auf- 
gaben, die  ihnen  gestellt  wurden,  anzuwenden,  ja  selbstän- 
dig in  den  Einzelheiten  weiter  zu  arbeiten.  Dagegen  ist  das 
ausdrückliche  Aufstellen  der  allgemeinen  Principien  notwendig, 
wenn  auch  die  späteren  Nachfo^er  die  Hülfsmittel,  welche  einem 
innerhalb  eines  gewissen  Gebietes  zu  Gebote  stehen,  soEen  über- 
sehen, und  dadurch  die  über  das  Gebiet  gewonnene  Herrschaft 
sollen  bewahren  können. 

Selbst  sehr  eingehende  Einzelimtersuchungen  können  ver- 
gessen werden;  fafst  man  aber  dieselben  zusammen  und  macht 
sie  durch  einfache  allgemeine  Betrachtungsarten  zi^äi'^lich,  so 
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wird  man  darin  eine  Bedingung  für  die  Bewalirui^  suwolil 
dieser  Principieii  wie  ihrer  Anwendungen  haben.  Dafs  diese 
nicht  aufbewahrt  sind,  bezeugt  uns  also,  dafs  auf  dem  Gebiete, 
mit  dem  wir  uns  beschäftigen,  die  Aufstellung  allgeraeinor 
Principieii  unterblieben  ist. 


Zehnter  Ihsclinitt. 

Über  die  Bestimmuiig  körperlicher  Örter. 


Wir  haben  im  Vorh  erhellenden  gesehen  und  es  mrd  uns 
auch  Ton  anderer  Seite  her  bestätigt  werden,  dafs  die  Alten 
eine  gi'ofse  Mei^e  geometrischer  Örter  für  Punkte  von 
einer  gegebenen  Eigenschaft  kannten.  Apollontus  hat 
zwei  Büehei',  die  allerdings  verloren  gegangen  sind,  über  die 
uns  aber  Pappus')  berichtet,  über  ebene  Örter  geschrieben, 
d.  h.  über  solche,  die  ausgchliefslicb  gerade  Linien  oder  Kreise 
werden.  Von  einer  umfangreichen  Bekanntschaft  mit  solchen 
zeugt  femer  der  Umstand,  dafs  eine  grofse  Menge  von  Euklids 
Porismen  durch  Lösung  der  darin  enthaltenen  Aufgaben  in 
Ortstheoreme  umgewandelt  werden  würden.  Was  körper- 
liche Örter  oder  solche,  die  Kegelschnitte  werden, 
beti'ifft,  so  enthaften  die  Sätze  aus  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten viele  derselben,  wenn  sie  auch  bei  Apollonius  als 
Eigenschaften  an  den  Kegelschnitten  ausgesprochen  werden  und 
nicht  umgekehrt  nachgewiesen  wird,  dafs  Punkte  von  einer 
gegebenen  Eigenschaften  notwendig  auf  einem  Kegelschnitt 
liegen,  und  auf  welche  Weise  dieser  sich  dadurch  bestimmen 
läfst.  So  werden  alle  die  Sätze,  welche  wir  als  Darstellui^en 
des  Kegelschnittes  durch   eine  gewisse  Gleichung   oder  als   Er- 
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zcugLmg'3 arten  des  Kegelschnittes  bezeichnet  haben,  in  Wirlilicli- 
keit  mit  Sätzen  über  Örier  zusammenfallen.  Auf  direktere  Art 
scheinen  dagegen  die  Sätze  über  örter  in  einer  solchen  Schrift, 
wie  Aristäus'  Bücher  über  körperliche  Örter,  entstanden  zu 
sein,  und  wenn  Apolionius  in  der  Vorrede  zu  seinen  Kegel- 
schnitten unter  den  körperhchen  Örtem,  2u  deren  Bestlnnnung 
und  Diskussion  che  Sätze  des  dritten  Buchs  nützlich  sein  sollen, 
den  Ort  zu  vier  Geraden  hei-vorhebt,  so  darf  man  auch  für 
die  übrigen  als  gültig  annehmen,  was  jedenfalls  för  diesen  gilt, 
dafs  sie  keinesw^s  blofse  Umformur^en  oder  ümkebi-m^en  der 
in  diesem  Buch  ausdrücklich  vorkomnienden  Sätze  sind.  Mit 
Beziehung  auf  Euklids  Porismen  haben  wir  die  Annahme  gemacht, 
dafs  ein  grofser  Teil  der  Örter,  welche  Apolionius  im  Auge  hat, 
die  Örter  seien,  welche  unter  verschiedenen  Formen  durch  pro- 
jektivische  Büschel  hervorgebracht  werden. 

Indexen  deuten  Apolionius'  Angaben  über  die  Anwendung 
des  dritten  Buchs  zur  Bestimmung  körperlicher  Örter  kamn 
ausschliel'slich  auf  Öi-ter  hin,  welche  im  voraus  in  der  Ein- 
schränkung bekannt  waren,  die  durch  Apolionius'  Erweiterung 
bekannter  Sätze  auf  zusammengehörende  Hyperbeläste  auf- 
gehoben wurde.  Er  will  sicherlich  zugleich  den  Nutzen  hervor- 
heben, den  sie  gewähi'en  konnten,  wenn  entweder  die  Aufgabe, 
die  Beschaffenheit  des  geometrischen  Orts  für  Punkte  zu  finden, 
die  einer  gegebenen  Bedingui'^  genügen,  gestellt  wurde,  oder 
im  Verlauf  einer  Untersuchung  von  selbst  sich  darbot. 

DaCs  dies  durchaus  zu  dem  Gebrauche  stimmt,  den  die 
Alten  von  geometrischen  Örtem  machten,  sehen  wir  aus  dem 
Anfang  von  Pappus'  7tem  Buch ').  Die  älteren  Schriften,  ^velcbe 
in  diesem  Buche  besprochen  und  kommentiert  werden,  und  zu 
denen  aufser  einigen  mehr  elementaren  Werken  z.  B.  auch 
Apolionius'  Kegelschnitte  und  Euklids  Porismen  gehören,  sollen 
nämlich  nützlich  sein  „für  diejenigen,  welche  sich,  nachdem  sie 
über  die  ersten  Elemente  hinausgelangt  sind,  durch  Kon- 
struktion von  Linien  Fert^keit  in  der  Lösung  gestellter 
Aufgaben  erwerben  wollen",  d.  h.  Fertigkeit  in  der  Lösung  von 
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Aufgaben  durch  Benuteung  geometrischer  Örier.  Man  mulste 
filso  um  Aufgaben  zu  lösen  die  Beschaffenheit  geometrischer, 
dui'ch  eine  geometrische  Eigenschaft  bestimmter  Örter  finden, 
und  zwar  auch  solcher  Orter,  die  Kegelschnitte  waren.  Es 
wurden  also  Aufgaben  gestellt,  welche  die  Bestimmung 
neuer  köi-perlicher  Örter  erforderten. 

Ein  Zeugnis  dafür,  dafs  man  sich  bewufst  war,  es  lasse 
sich  eine  unbegrenzte  Anzahl  Aufgaben  über  die  Bestimmung 
geometrischer  Örter  stellen,  haben  wir  auch  in  einer  späteren 
Aufserung  von  Pappus,  die  allerdings  unmittelbar  nm'  , ebene 
Örter"  betriift.  Er  wirft  nämhch^)  einigen  neueren  Schrift- 
steilem  vor,  dafs  sie  neue  Bestimmungen  ebener  Örter  zu 
denen  hinzugefügt  hätten,  deren  ausdrückliche  Aufstellung  die 
Alten  für  richtig  gehalten  haben,  und  bemerkt  dazu,  dafs  es 
unendlich  viele  örter  geben  würde,  wenn  man  alles 
hierher  gehörige  sammeln  wollte.  Pappus  mufs  dann 
auch  gemeint  haben,  dafs  in  den  Werken,  welche  er  kom- 
mentiert, nicht  nur  Sätze  vorgelegt  werden,  ivelehe  zii  Beweisen 
für  die  Richtigkeit  der  einmal  bekannten  Sätze  über  Örter  be- 
nutzt werden  können,  sondern  auch  Hülfsmittel  zur  Bestimmui^ 
nener  Örter.  Wir  haben  hier  also  —  wenn  es  dessen  noch 
bedürfte,  nachdem  wir  gezeigt  haben,  dafs  die  Alten  faktisch 
so  viele  geometrische  Örter  kannten  —  ein  Zeugnis  dafür,  dafs 
man  im  Altertum  sich  nicht  nur  mit  den  Sätzen  über  Örter 
beschäftigte,  welche  die  theoi'etischen  Untersuchungen  an  sich 
mit  sich  brachten,  sondern  dafs  man  sich  ausdrücklich  mit  den 
üntersuchui^en  beschäftigte,  welche  Chastes  in  seiner  Schrift 
über  Eukhds  Porismen  Ortsprobleme-)  nennt.  Für  unsere 
Kenntnis  der  alten  Geometrie  hat  es  grofse  Bedeutung  zu 
prüfen,  welche  Hülfequellen  und  AV^e  den  Alten  bei  solchen 
Untersuchungen  zu  Gehote  standen.  Um  diese  richtig  zu  wüi- 
digen,  wird  es  zweekmäfsig  sein,  dieselben  mit  der  Behandlung 
zu  vei^leichen,  welche  die  analytische  Geometrie  denselben 
Aufgaben  zu  Teil  werden  läfst,  und  das  kann  überdies  geschehen 
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ohne  dafs  maJi  nötig  hat  übennäfsig  weit  von  den  der  alten 
analytisctien  Methode  eigentümhchen  Formen  abzuweichen. 

Zunächst  ist  es  selbstverständlich ,  dafs  jeder  Foiisctn-itt 
in  der  Lelire  von  der  Geraden,  dem  Kreise  oder  dem  Kegel- 
schnitt neue  Mittel  zur  Bestimmung  ebener  oder  körperlicher 
Örter  für  Punkte,  welche  g^ebenen  Bedingungen  genügen,  an 
die  Hand  giebt.  Ganz  besonders  wird  das  für  jeden  neuen 
Satz  über  örter  gelten,  selbst  wenn  derselbe  in  wen^  voll- 
ständiger Form  als  ein  nia-oc  vorgelegt  wird,  dessen  Vervoll- 
ständigung durch  genauere  Bestimmung  der  Geraden,  des  Kreises 
oder  des  Kegelschnittes  keine  besondere  Erfindungsgabe  be- 
ansprucht. Ein  neuer  Satz  über  Örter  liefert  nämUcli  eine 
Form  mehr,  von  der  man  erwarten  darf,  dafs  sie  zur  Um- 
formung und  dadurch  zur  Bestimmung  der  gesuchten  örter 
dienen  könne.  Er  spielt  in  dieser  Hinsicht  dieselbe  Rolle  wie 
in  der  analytischen  Geomeü-ie  eine  neue  Form ,  welche  die 
Gleichui^  der  entsprechenden  Kurve  durch  Beziehung  auf  ein 
anderes  Koordinatensystem  oder  durch  neue  Kohstantenbestim- 
mungen  erhält. 

Es  ist  nicht  zu  bezweifeln,  dafs  die  vielen  bekannten  Sätze 
wirklich  diese  Rolle  gespielt  haben,  indem  sie  den,  der  sie 
kannte,  mit  einer  Füile  von  Anknüpfungspunkten  versahen, 
die  man  sicherlich  überall,  wo  es  möghch  war,  für  die  Be- 
handlung von  Ortsproblemen  benutzt  hat.  Dieser  Weg,  der 
allerdings  der  beste  ist,  wenn  man  selbst  neue  Sätze  über 
Öi-ter  finden  will  um  anderen  Ortsprobleme  zur  Lösung  auf- 
zugeben, kann  auch  oft  zu  der  schnellsten  Löstmg  von  diesen 
führen,  aber  er  gewährt  nicht  die  Gewifsheit  immer  und 
sicher  an  dieses  letzte  Ziel  zu  gelangen.  Dies  erreicht  man  in 
der  analytischen  Geometrie  nicht  durch  die  Kenntnis  der  vielen 
Können  der  Gleichung,  sondern  gerade  durch  das  Festhalten 
an  den  wenigen  Grundtypen  derselben ,  der  Gleichung 
ersten  Grades  für  die  Gerade,  und  der  zweiten  Grades  für  die 
Kegelsdmitte ,  in  Verbindung  mit  den  Vereinfachui^en ,  welche 
sich  ergeben,  wenn  der  Kegelschnitt  ein  Kreis  oder  eine  Parabel 
wird,  oder  wenn  derselbe  eine  besonders  einfache  Lage  mit 
Beziehung  auf  das  Koordinatensystem  hat. 
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Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  hiermit  ver- 
wandten Hülfsquellen  zur  Lösung  von  Ortsproblemen, 
die  den  Griechen  zu  Gebote  standen,  und  daran  wollen 
wir,  soweit  Mittel  vorhanden  sind,  eine  Untersuchung  daniber 
anschliefsen,  wie  weit  sie  wirklich  diese  Hiilfsmittel  benutzt 
haben. 

Wenn  eine  Aufgabe  über  die  Bestimmung  eines  Orts  vor- 
gelegt war,  so  konnien  die  Alten,  ivie  ich  bereits  im  dritten 
Abschnitt  berührt  habe,  ganz  ebenso  wie  wir  eine  Analysis 
dadurch  vornehmen,  dafs  sie  einen  beliebigen  Punkt  des  Orts 
auf  ein  Koordinatensystem  bezogen,  und  dann  die  verlangte 
Eigenschaft  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten 
ausdrückten.  Die  Systeme,  welche  sie  zu  benutzen  verstanden, 
waren,  wie  wir  gesehen  haben,  teils  Parallelkoordinaten,  teils 
solche,  die  man  sich  leicht  mit  Parallelkoordinaten  vertauscht 
denken  konnte.  Die  in  diesen  anderen  Systemen  femer  ent- 
haltenen Punkte  und  Linien  gewährten  noch  reichere  Mittel, 
als  uns  in  den  nackten  ParalleltoordJnatensystemen  zu  Gebote 
stehen,  um  eine  solche  Wahl  zu  treffen,  bei  der  man  schon 
im  voraus  erkennen  konnte,  dafs  sie  der  Gleichung  eine  ein- 
fachere Form  geben  wurde.  Gleichungen,  die  in  den  gegebenen 
konstanten  und  in  den  variablen  Gröfsen  von  höherem  als  dem 
ersten  Grade  waren,  mufsten  auf  die  in  unserem  ersten  Ab- 
schnitt beschriebenen  Arten  aufgestellt  werden,  nämlich  teils 
durch  Vertauschung  unserer  Streckenprodukte  mit  Flächen,  teils 
durch  Vertauschung  mit  Rauminhalten,  teils  endlich  durch  An- 
wendung von  Verhältnissen  zur  Einführung  fernerer  Faktoren. 
Doch  war  die  räumliche  Darstellung  und  Einfflhrui^  variabler 
Faktoren  durch  Verhältnisse  zu  beschwerhch ,  als  dafs  die  Me- 
thode eine  über  die  Bestimmung  von  Eui-ven  zweiter  Ordnung 
oder  von  körperlichen  Örtern  hinausgehende  Anwendung  finden 
konnte. 

Insofern  die  gefundene  Gleichung  imter  eine  schon  bekannte 
Form  gehörte  oder  sich  umiuttelbar  in  eine  solche  umwandeln 
iiefs,  mufste  man  durch  Anwendung  der  für  diese  bekannten 
Bestimmung  den  gesuchten  geometrischen  Ort  vollständig  be- 
stimmt erhalten.     Es  kommt  hier  also  darauf  an  einen  Über- 
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blick  Über  die  einfachsten  bekannten  Fonnen  zu  gewinnen, 
welche  den  gi-iechischen  Mathematikern,  so  weit  wir  direkt 
wissen  oder  mit  Sicherheit  schliefsen  können,  zur  unmittelbaren 
Verfügung  standen.  In  Verbindung  hiermit  wollen  wii'  die 
Anwendungen  zur  Bestimmung  von  Örtern  aufsuchen,  welche 
von  jeder  einzelnen  gemacht  sind. 

1.  Dafs  den  Griechen  bekannt  war,  dafs  der  Ort  eine  Ge- 
rade werden  mufste,  wenn  die  Gleichung  entweder  unter  die 
Formen 

ax  +  by  -\-  C  =^  0  ,  t/  =  a.x  +  c 
gehörte,  wo  wir  wie  höher  durch  griechische  Buchstaben  Ver- 
hältnisse (unbenannte  Zahlen),  durch  die  kleinen  lateinischen 
Strecken  und  durch  die  grofsen  lateinischen  Flächen  bezeichnen, 
oder  wenn  dieselbe  durch  Vertanschung  des  benutzten  kom- 
püeierteren  Koordinatensystems  mit  einem  Parallelkoordinaten- 
system diese  Form  annahm,  ist  klar.  Eine  solche  Gleichung 
mufste  nämlich  durch  eine  Veriegimg  des  Koordinatensystems, 
die  ihnen  keine  Schwierigkeiten  verursachte  —  z.  B.  an  den 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  mit  einer  der  Koordinaten- 
axen  —  die  Fonn  y=-ax  annehmen. 

Wir  haben  auch  gesehen,  dafs  Äpolionius  bei  der  geo- 
metrischen Darsteüung  der  Gleichung  für  einen  K^elschnitt, 
namhch  y'^ -==  x^ x -^  ax'^ ,  f) -{- ax  als  Ordinate  einer  geraden 
Hülfshnie  darstellte.  Die  angegebenen  Formen  sind  im  übrigen 
speciell  in  solchen  miteinbegriffen,  welche  in  Euklids  Poris- 
men, namentlich  in  dem  bekannten  ersten  Porisma,  geometrisch 
ausgedrückt  sind. 

Ein  direkteres  Zeugnis  für  den  Gebrauch  dieser  Darstellung 
Hnden  wir  in  Pappus'  hihaltsangabe  von  Äpolionius'  verlorenem 
Werk  ober  ebene  Örter^).  Unter  den  Kum  ersten  Buch 
gehörigen  Sätzen  findet  sich  der  folgende  —  von  dem  wir  nur 
die  besonderen  Aufstellungen  specieller  Fälle  fortlassen  —  als 
VI  aufgeführt: 

Wenn  man  von  einem  Punkte  an  zwei  der  Läge  nach 
gegebene  Geraden  unter  gegebenen  Winkeln  gerade  TJnien  zieht, 
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und  die  Summe  der  einen  von  diesen  und  einer  solchen,  weicht; 
in  einem  gegebenen  Verhältnis  zu  der  anderen  steht,  gegeben 
ist,  so  wird  der  Punkt  auf  einer  der  Lage  nach  gegebenen 
Geraden  liegen. 

Hierin  ist  die  ausdrückliche  Angabe  enthalten,  dal's  die 
Gleichung 

X  +  ai^  -==  b  , 
worin  aber  «  und  b  positiv  sind,  eine  gerade  Linie  darstellt. 

Dafs  man  zu  AppoLonius'  Zeit  verstand,  solchen  Darstel- 
lui^en  eine  weitere  Anwendung  zu  geben,  wird  ferner  durch 
einen  so  aügemeinen  Satz  wie  den  folgenden  (VII)  bezeugt,  der 
ausdrückt,  dafs  der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt,  der  so  be- 
stimmt ist,  dafs  seine  Abstände  von  einer  beliebigen  Anzahl 
der  Lage  nach  gegebener  Geraden  eine  Gleichung  ersten  Grades 
befriedigen,  eine  gerade  Linie  wird.  Doch  ist  derselbe  in  dieser 
Aufstellung  der  Begrenzung  unterworfen,  dafs  die  Gleichung 
als  homogen  in  den  variablen  Abständen  von  den  Linien  vor- 
ausgesetzt wird,  und  dafs  das  Vorzeichen  von  einem  der  Glieder 
dem  aller  übrigen  entg^engesetzt  ist. 

2.  Dafs  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
x'^-\-y-  +  ax  +  hy  -l-  C  =-  0 
einen  Kreis  dai'stellt,  sieht  man  durch  eine  Verlegung  des 
Koordinatensj'stems  und  Anwendung  des  pythagoreischen  Lehr- 
satzes; um  das  aber  auf  diesem  Wege  zu  erfahren  mufs  man 
die  Bestimmui^  des  Punktes  kennen,  nach  dem  der  Anfangs- 
punkt verl^  werden  soll,  nämlich  des  Kreismittelpunktes.  Der 
Kunstgriff,  welcher  bei  dieser  Bestimmung  angewandt  wird, 
besteht  wie  bekannt  nur  in  einer  zweimal^en  Anwendung 
desselben  Kunstgriffes,    der   bei   der  Lösung   von   Gleichungen 

zweiten  Grades  benutzt  wird  (nämlich  der  Addition  von  -j 
und  -j- ,  um  «a;  und  bt/  in  die  quadratischen  Glieder  hinein- 
zuziehen), und  damit  waren  die  Griechen,  wie  wir  gesehen 
haben,  schon  vor  Euklids  Zeit  bekannt. 

Mit  Bestimmtheit  läfst  sich  freilich  keine  wirkhche  Benut- 
zung dieser  zweimaligen  Anwendung  eines  bekannten  Verfahrens 
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nachweisen.  Indessen  ist  aus  ApoUonius'  ebenen  Örtern 
ersicMlicli,  dafs  die  Griechen  jedenfalls  dem  Resultat  nach  das- 
selbe erreicht  haben,  weiui  auch  auf  einem  anderen  Wege,  der 
ihnen  von  vornherein  näher  gelegen  haben  m^.  Wir  hahen 
nämlich  {besonders  im  vierten  Abschnitt)  hervoi^ehoben ,  dafs 
die  Gleichungen,  welche  die  Alten  entwickelten,  von  unsa'er 
algebraischen  Daretellui'^  derselben  nicht  nur  dadurch  abwi- 
chen, dafs  sie  Flächen  enthielten  statt  unserer  Streckenprodukte, 
sondfim  auch  dadurch,  dafs  sie  das  in  einzelnen  Gliedern 
gaben,  was  wir  in  mehreren  ausdrücken.  Wo  dies  nicht  der 
Fall  war,  suchte  man  es  so  bald  me  möglich  durch  Zusammen- 
ziehen zu  erreichen.  In  der  obenstehenden  Gleichung  des 
Kreises  wird  man  dann  sofort  für  x^  ~\-  y^  das  Quadrat  des 
Abstandes  vom  Anfangspunkt  oder  r'^  gesetzt  haben,  und 
ax-{-l3y  +  C  wird  zusammengezogen  sein,  z.  B.  in  das  Rechteck 
aus  der  Strecke  h  und  dem  Stück,  welches  auf  einer  Pai'aUelen 
zur  Abscissenaxe  zwischen  dem  Punkte  {x,  y)  und  der  geraden 
Linie  ax  -\-hy  -\-  C  ^  0  abgeschnitten  wird.  Dies  letzte  Recht- 
eck ist  demjenigen  gleich,  welches  aus  dem  senkrechten  Ab- 
stände des  Punktes  {x,  y)  von  dieser  geraden  Linie  und  einer 
neuen  konstanten  Strecke  a'  gebildet  wird.  In  dem  recht- 
winkligen Koordinatensystem  mit  demselben  Anfangspunkt, 
dessen  Ordinatenaxe  der  Geraden  ax  -\-by  -{-  C  -=  0  pai'alle! 
ist.  wird  der  Kreis  also  durch  eine  Gleichong  von  der  Form 

r'  +  ,r{x-c)  -0 
dargestellt  werden,  wo  x^c  die  neue  Gleichung  für  die  Linie 
ax-^iy  +  C  =  0  ist,  x  —  e  also  das  Stück,  welches  auf  der 
neuen  Abscissenaxe  zwischen  emem  festen  Punkt  und  dem 
Fufspunkt  der  Ordinate  des  Km-venpunktes  {x,  y)  abgeschnitten 
wird.  Dafs  diese  neue  Gleichung  einen  Kreis  darstellt,  wird 
ausdrücklich  von  Apollonius  in  dem  3ten  der  ebenen  Örter  des 
zweiten  Buches  ausgesprochen,  die  Pappus  anführt*).  Um  die 
Richtigkeit  dieses  Satzes  einzusehen  ist  nur  eine  einmalige 
Anwendung    des    früher    erwähnten ,    von    der   Auflösung    der 

')  Ausg.  V.  Hultsch.  S.  666. 
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üieichungen    zweiten  Grades  her   bekannten  Kunstgiiffs    erfor- 
derlich. 

Dui'ch  eine  weitergehende  Benutzung  des  zweiten  Buches 
von  ApoUoniiAs'  ebenen  Örtern  wird  man,  ebenso  wie  oben 
bei  der  geraden  Linie,  bestätigt  finden,  dafs  die  Alten  in  der 
That  die  ar^efuhrten  Hülfsmittel  benutzt  haben.  Der  Satz  V 
in  Pappus'  Bericht  ist  nämlich  vo»  einer  solchen  Ällgenjeinheit, 
dafs  sich  von  vornherein  kein  Koordinatensysteni  darbietet,  in 
welchem  diö  Gleichung  des  beschriebenen  Orts  eine  einfachere 
FoiTii  annunmt  als  die  Gleichung'  eines  vollkommen  beliebigen 
Kreises,  Es  mufs  also  eine  Reduktion  der  soeben  beschriebenen 
Art,  die  allerdings  den  speciellen  Satz  IV  als  Zwischenglied 
enthalten  haben  kann,  vorgenommen  sein  um  darzuthnn,  dafs 
der  Ort  wirklich  ein  Kreis  ist. 

Der  Satz  V  sagt  nämlich  aus,  dafs  der  geometrische  Oi-t 
füi'  einen  Punkt,  der  so  bestimmt  wird,  dafs  die  Summe  der 
Flächeninhalte  von  Figuren,  die  gegebenen  Figuren  ähnlich  sind 
und  auf  den  Verbindui^slinien  des  Punttes  mit  einer  beliebigen 
Anzahl  gegebener  Punkte  konstrairt  werden,  eine  gegebene 
GrÖfse  hat  —  oder,  wie  man  jetzt  sagen  würde,  in  der  Weise, 
dafs  die  Quadrate  der  Verbindungslinien  einer  Gleichur^  ersten 
Grades  (mit  positiven  Koefficienten)  genügen  —  ein  Kreis  ist. 
In  Satz  IV  werden  nur  zwei  Punkte  betrachtet. 

Dafs  der  Ort  auch  ein  Kreis  wird,  wenn  in  dieser  Glei- 
chung Glieder  von  der  Form  ax  hinzugefügt  werden,  wo  x  die 
Projektion  vom  Abstände  des  laufenden  Punktes  von  einem 
festen  Punkte  auf  eine  feste  Gerade  bedeutet,  \\'iT'd  in  etwas 
weniger  allgemeiner  Form  in  VI  ausgedrückt. 

3.     Die  Gleichung 

f^  --=  ax'^^bx  +  C 
iäfst  sich,  wenn  die  dadurch  dargestellte  Kurve  die  Linie  */  ^^  0 
sdmeidet,  auf  die  wohlbekannte  Form  y-  =  px-\-  a x-  bringen. 
Jedenfalls  aber  kann  man  durch  eine  einmalige  Anwendung  des 
für  die  Auflösung  quadratischer  Gleichungeii  benutzten  Kunstgriffs 
zu  der  Form 

1/2  =  ax-  +  D 
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gelangen.  Auf  eine  geometrische  Einkleidung  dieser  Form  trafen 
wir  in  Äpollonius'  ei'stem  Buche  [41];  dieselbe  war  also  auch 
bekannt. 

Für  die  Anwendui^  der  Gleichungsform  3  teilt  Pappus 
einige  Beispiele  mit,  deren  gegenseitiger  Zusammenhang  Aufklä- 
rungen giebt,  die  auch  in  anderen  Beziehmigen  von  Wichtigkeit 
sind. 

In  dem  ersten  Beispiel ')  wird  der  geometrische  Oi1  für 
den   Eckpunkt  B    eines  Dreiecks   ABC,    dessen   Eckpunkte  A 


und  C  festliegen,  bestimmt  (Fig.  37),  wenn  z  C  =  9,  ^  A. 
Fällt  man  die  Senkrechte  BD  und  macht  DE  =  CD,  so  wird 
offenbar  AE  =  BE.    Nun  ei^ebt  sich  die  Gleichung 

B.D^  =  AE^  —  DE^, 
die,  wenn  BD  als  die  Ordinate  «/  betrachtet  und  die  Abscisse  x 
des  Punktes  D  von  einem  beliebigen  Punkt  der  Linie  aC  a.n 
gerechnet  wird,  offenbar  die  verlangte  Form  hat,    Doch  werden 
in  Folge  der  Behandlur^sai't  der  Alten  die  beiden  Glieder  der 
rechten  Seite  nicht  zu  einer  dreigliedrigen  Gröfse  entwickelt, 
sondern  im  Gegenteil  nach  der  bekannten  Regel  für  die  Ver- 
wandlung der  Differenz  von  Quadraten  in  ein  Glied  zusammen- 
gezogen.   Ist  EZ  =  DE,  so  erhält  man 
ß2)i  =  AD.AZ. 
A'un  ist  CD  =  \CZ.     Bestimmt  man  dann  TJ  so,  dafs  CH  = 
\CA,  so  wird  die  Differenz  CH—  CD  =  DIT  --^  \ZA.     Da- 
durch wird  die  Gleichung  aber 

BZ)ä  =  SAD.  HD, 


')  Aiisg.  V.  Hiiltscli.  S.  280—2^. 
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und  diese  drückt  aus,  dafs  B  auf  einer  Hyperbel  mit  den 
Scheitelpunlcten  A  und  H  liegt.  Der  zu  dieser  Axe  gehörende 
Parameter  ist  ^ÄM.  Ist  umgekehrt  eine  Hyperbel,  deren  Para- 
meter dreimal  so  grofs  wie  die  Hauptaxe  ist,  mit  der  Axe  AH 
gegeben,  so  läfst  sich  der  Punkt  C  dadurch  bestimmen,  daTs 
man  ifC  =  ^AH  abträgt. 

Man  sieht,  dafs  die  genauere  Bestimmung  des  geometrischen 
Orts  hier  aus  der  gegebenen  Eigenschaft  mit  derselben  Sicher- 
heit und  —  wenn  man  nur  stets  seine  Afmerksamkeit  auf  die 
Figur  richtet  —  etwa  mit  derselben  Leichtigkeit  abgeleitet  wird 
wie  durch  die  analytische  Geonietiie. 

Pappus  fügt  eine  andere  Bestimmung  desselben  Orts 
hinzu,  welche  „einige"  benutzt  haben.    Beschreibt  man  einen 


Kreis  um  das  Dreieck  ABC  (t'ig.  38,  wo  die  Buchstaben  die- 
selbe Bedeutung  haben  wie  in  Fig.  37),  und  steht  FG  senkrecht 
auf  der  Mitte  von  AC,  so  ist  z  FCG  ^  Z.A^^'lz.C. 
Folglich  ist 

4_F  _  4^  _  AC_ 

FD  ^  GB'~  CB' 
woraus,  da  AF  --^  -^AC,  folgt,  dafs 

CB  =  ^Fl)     oder     ^^-ff^-'  =  *-  (^0 

Aus  der  letzten  Gleichung,  welche  offenbar  die  hier  behandelte 
Form  hat,  schliefst  Pappus  unmittelbar,  dafs  der  Ort  eine 
Hyperbel  ist'). 

Dafs   bereits  Euklid    in    einem    anderen   Falle    denselben 


')  Wenn   Pappus   sagt     lUft    die    Kune    eine    H\peihpl    »ml 
das  letzgenannte  Verhaltma  konstant  ist,   so  hat  ei  ofteiibar  n 
«e'^sen   an7ufühieii,    dals    diesei    konstante   Wert    dann    gröftei 


y  Google 


Ein  Ke^^elschnlU  mit  einem  l>ekannten  Duichmcsser  als  Ort.       213 

Schills  gemacht  hat,  geht  hervor  aus  Pappus'  zweitem  Hülfs- 
satz  z«  Euklids  Obeifläehenörtern  {tStioc  nphq  intfavsla)  ^).  Wenn 
Pappus  dort  nämlich  einen  vollständigen  Beweis  dafür  aufstellt 
luid  durchführt,  dafs  der  geometrische  Ort  für  die  Punkte,  deren 
Abstände  von  einem  g^ebenen  Punkt  und  einer  g^ebenen 
Geraden  in  einem  gegebenen  Verhältnis  stehen  (wie  in  F^.  38 
die  Abstände  des  Punktes  B  von  C  und  der  Geraden  FG), 
eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  das  Ver- 
hältnis S  1,  so  mufs  Euklid  diesen  Satz  in  der  angeführten 
Schrift  benutzt  haben,  und  das  Bedüifnis  nach  einem  Hülfssatze 
mufs  dadurch  entstanden  sein,  dafs  ei'  ihn  nicht  bewiesen  hat. 
Er  mute  um  also  entweder  als  einleuchtend  oder  als  bekannt 
betrachtet  haben.  That  er  das  erstere,  so  mufs  es  deswegen 
geschehen  sein,  weil  die  Gieichui^  die  Form  erhielt,  mit  der 
wir  uns  hier  beschäft^en,  und  man  dann  leicht  die  Bedin- 
gungen dafür,  dafs  die  Kurve  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel wurde,  verificieren  konnte;  der  Umstand  indessen,  dafs 
Pappus  diese  Bedmgui^en  mit  mfuhit  macht  die  Annahme 
1,^  ahr&chemiirhei  dafs  Eukiid  einen  "^itz  benutzt  hat  dei  sthon 
im  voiaus  bekannt  i^ai  und  diesf^  Annahmt,  -stimmt  luch 
damit  ubeiein  daU  deiselbe  5dtz  ohne  oelb'-t  be-\Mesen  zu 
weiden  Anwendung  an  den  beiden  verschiedenen  btelien  gefun- 
den hat   welche  \\\\  hiei  mgetuhit  hiben 

Ist  diese  Annahme  dafs  die  Beziehung  eines  Kegelschmttes 
aut  Biennpunkt  und  Leitlinie  wohl  btkannt  wai  iichtig  so 
darf  man  Pappu--  unmittelbaie  Anwendung  dei  Gleichung  (a) 
nicht  als  Beispiel  fui  eine  allgememe  keniitnis  dei  Gleichungs- 
füiin  if"  ^  aJ'^  +  bx  +  <  benutzen  Dafui  haben  wn  dann 
abei  eine  neue  specielleie  Foim  eihaiten  und  es  kann  sich 
■dia  voiteilhaft  ei  wiesen  haben  auf  die&e  auch  andere  ■\on  den 
Gleichungen  m  leducieien  welche  unter  dieselbe  allgemeine 
Foim  gehoien  Femei  «nd  Pappua  Beweis  dei  voi ausgeselzten 
Satze  neue  und  sehr  lehiieiche  Beibpiele  fui  die  Kunstgriffe 
hefein  welche  Lei  dei  \\irkhchen  Behandlung  ■\on  Gleichungen 
dei  hiei  besprochenen  Form  angewandt  wurden     Wir  weiden 

')  Ausg.  V.  Hultsch,  S,  1004  ff.    Vergl.  unseren  neunzehnten  Ähschnitt. 
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darum  diesen  Beweis  hier  karz  iviedei^ebeii ,  wobei  wir  wie 
gewönlich  die  —  nach  unserer  Auffassuiig  —  leitenden  Gedanken 
besonders  hervorheben. 

Ist  {Fig.  39,  in   der  wir  die  Buchstaben  der  Gleichung  (a) 
beibehalten  haben) 

BD^  +  CD^ 
FD"- 


=  -l 


(1) 


gegeben,  so  \vird  es,  iliu  auch  hier  die  Glieder  zusamraenzielien 
zu  können,  bequem  sein  auf  der  Linie  FC  den  Punkt  I  so  v.w 
bestimmen,  dals 

'■        DF'  ^  ' 

Wenn  dann  zugleich  ein  Punkt  !■  dadurch  bestimmt  wird,  dafs 
DP  =  ID,  so  erhält  man 

.  __  Bm_+  CD-'   _  CO-'  _  ^!^_  -B_-ö' 

^  -  -  -    Fjß  -  j)p   -  FD^'-  DP  "    Fl.  FI-  '    ''^' 

Nun  zeigt  die  Bestimmung  der  Punkte  /  und  I',  dafs  die  be- 
weglichen Punkte  D,  I  und  /'    ähnliche  Punktreihen   bilden, 


Fig.  39. 

deren  Ähulichkeitspunkt  der  feste  Punkt  ü  ist.     Ist  nun  H  Aev 
Punkt,  auf  den  D  fällt,   wenn  /  auf  den  gegebenen  Punkt  F 

HF 

1^  bekannt  (=  Jg )  ■ 
Punkt,   auf  den  D  fäUt,   wenn  /'  auf  F  fällt,  so  wird  A  be- 


fällt. 


wird  einmal  //  bestimmt    ( durch  ^^  =  VX  ]    und 

FI  l       i-  V 1 

zweitens  das  Verhältnis   -g-rr-  bekannt  (  =  ttt*  )  ■     Ist  J.  der 


(durch-ll^l/i) 
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1  bekannten 


l.~  ÄCt  """ '"'  '"«'  """■  "'"  EITäÖ  ' 
Wert  erhalt.  B  wird  also  auf  einem  Kegelschnitt  mit  den 
Scheitelpunkten  H  und  A  liegen.  Ob  dieser  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  (wie  in  Fig.  39)  wird,  hängt  davon  ab,  ob  Z) 
auf  AH  oder  auf  die  Verlängerußg  von  AR  fällt,  und  dies 
berulit  wieder  darauf,  ob  C  auf  II'  oder  auf  die  Verlängerung 
von  //'  fällt,   also  davon,   ob  ^^1. 

Der  Fall,  wo  ^  =  1  ist  und  die  Kurve  eine  Parabel  wird, 
wird  ganz  auf  dieselbe  Weise  behandelt,  ist  aber  einfacher. 

Die  Übereinstimmung  zwischen  dieser  Behandlungsart  und 
derjenigen,  welche  Pappus  bei  der  von  den  Brennpunktse^en- 
schaften  unabhängigen  Bestimmung  des  ersten  geometrischen 
Orts  anwandte,  zeigt,  dafs  man  nicht  nur  die  algebraischen 
Schwierigkeiten  bei  der  näheren  Bestimmung  eines  dm'ch  die 
Gleichung  ^^  =  ax^  -i-bx  +  C  gegebenen  Orts  zu  überwinden 
verstand,  sondern  dafs  man  sogar  eine  elegajite  Durchfühi'ung 
dieser  Bestimmung  entwickelt  hatte.  Doch  läfst  sich  diese 
Methode  nur  dann  unmittelbar  anwenden  ^\enn  die  a>-Äxe  die 
Kurve  schneidet.  Ebenso  wie  die  unter  emandei  verschiedenen 
Bestimmungen  von  Örtem,  auf  welche  v,\i  dieselbe  bei  Pappus 
angewandt  sehen ,  stammt  sie  t-elbat  gewifs  auch  aus  den 
besten  Tagen  der  griechischen  Mathematik  Ja  es  steht  dem 
nichts  im  Wege,  dafs  sie  bereits  in  Aristäus'  körperlichen 
Örtem  benutzt  worden  sein  kann,  und  dafs  der  Beweis  des 
Hfllfssatzes  zu  Euklids  Obei-fläehenÖrfern  eine  mehr  oder  weniger 
freie  Wiedergabe  von  Beweisen  für  dieselben  Sätze  in  jener 
Schrift  ist. 

4.  Wenn  man  für  einen  geometrischen  Ort  eine  Gleichung 
von  iler  Foi'ui 

py  ^  x^  +  ax  4-  B 

gofunden  hat.  so  wird  die  Umformung  in 


i'in-^-j-)-  Kl)' 
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nur  eine  einmalige  Änwendut^  des  bei  der  Auflösung  der 
quadratischen  Gleichung  benutzten  Kunstgriffe  erfordern.  Da- 
durch findet  man  sofort,  dafs  die  dargestellte  Kiu've  eine  Parabel 
ist.  Dafs  die  Gleichung,  welche  durch  die  bei  den  Alten  übliche 
Zusaramenziehung  von  Flächen  eher  noch  die  Fonn 

annehmen  würde,  eine  Parabel  darstellt,  welche  sich  leicht 
bestimmen  läfst,  das  wird  im  übrigen  jedem  Itlar  gewesen  sein, 
der  sich  der  Umformungen  der  Gleichung  der  Parabel  erinnert, 
welche  Ai'chimedes  in  der  Schrift  über  die  Quadratur  der 
Parabel  vornimmt,  und  die  wir  im  zweiten  Abschnitt  erwähnt 
haben.  Die  diesen  entsprechende  umgekehrte  Umformung  in 
die  gewöhnliche  Form  der  Gleichung  der  Parabel  würde  sich 
als  ein  Beispiel  für  die  hier  ang^ebene  Bestimmung  einer 
Parabel  duich  die  aufgestellte  GleJchungsforni  auffassen  lassen. 
Eine  Anwendung  dei^elben  zur  wirklichen  Bestimmung  eines 
vorher  unbtkannttn  geometrischen  Orts  wird  man  schwieriger 
finden,  da  der  Durchmesser,  welcher  die  der  Abscissenaxe 
parallelen  Sehnen  halbiert,  in  der  Regel  so  leicht  zu  bestimmen 
sein  wird,  dafs  man  ihn  unmittelbar  zur  Äxe  des  Koordinaten- 
systems nehmen  kann;  dadurch  wird  dann  eine  Reduktion 
der  Gleichung  überflussig. 

5.  Die  Vereinigung  von  Gliedern  in  der  Gleichung 
xif  -\-  ax  -\-  bi/  -^  C  ==  0  , 
welche  zeigt,  dafs  das  Produkt  der  Abstände  des  Punktes 
(x,  i/)  von  zwei  geraden  Linien  konstant  ist,  fällt  unmittelbar 
in  die  Äugen.  Wenn  eine  solche  Gleichung  vorgekommen  ist, 
wird  man  also  gleich  gewufst  haben,  dafs  dieselbe  eine  Hyperbel 
mit  diesen  Linien  als  Asymptoten  darstellt. 

Obgleich  eine  Hyperbel,  bezogen  auf  ihre  Asymptoten, 
allerdii^s  der  am  häufigsten  vorkommende  Ort  in  den  uns 
aufbewahrten  Lösui^en  „körperlicher  Aufgaben"  ist,  so  wird 
es  dennoch  einige  Schwierigkeiten  haben  direkte  Beispiele  für 
die  hier  erwähnte  Vereinigung  von  Gliedern  zu  finden,  eben 
weil  die  Asymptoten  so  leicht  in  die  Augen  fallen,  dafs  man 
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die  Untersuchung  damit  begonnen  haben  wird,  den  Ort  auf 
diese  zu  beziehen.  Doch  kann  es  vielleicht  erlaubt  sein  ein  Bei- 
spiel hierfür  in  Diokles'  Dai-stellimg  einer  Hyperbel  zu  sehen, 
die  er  bei  einer  Kugelteilui^  benutzt,  welche  wir  später,  im 
Uten  Abschnitt,  als  Beispiel  fiär  die  Lösung  einer  körperlichen 
Aufgabe  mitteilen  werden.  Die  Hyperbel  ist  nämlich  dadurch 
bestimmt,  dafs  man  in  einem  beweglichen  Punkte  einer  Strecke 
2r,  welcher  diese  Strecke  in  die  Abschnitte  h  und  h'  teilt,  eine 
Ordinate  ij  errichtet,  die  durch  die  Proportion 

li    _    a 

h'   -    y 
bestimmL  wird;   beti'achtet  man  h  als  Äbsciwse  x,   fio  gicbi  die 
Proportion  die  Gleichung 

xy  =--  a  {%r  —  x). 

6.  Im  vierten  Abschnitt  haben  wir  gesehen,  sowohl  dai's 
die  Gleichung 

ax'-^ßxy-^ryy^  =  D 

ein  ziemlich  unmittelbarer  Ausdruck  für  den  Flächensatz  ist, 
als  auch  wie  der  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellte 
Kegelschnitt  sich  näher  bestimmen  läfst. 

Diese  Form  erhält  z.  B.  die  Gleichung  für  den  Ort.  eines 
Punktes,  der  unveränderlich  auf  einer  unveränderlichen  Strecke, 
deren  Endpunkte  auf  geraden  Linien  gleiten,  bellen  ist,  sofeni 
man  diese  Linien  zu  Koordinatenaxen  nimmt.  Im  Altertum 
hat  man  wenigstens  einige  Veranlassung  gehabt  diesen  Ort  zu 
untersuchen,  da  man,  wie  aus  einigen  vooProklus  mitgeteilten') 
Betrachtui^en  des  Geminus  hervorgeht,  den  Ort  in  dem  spe- 
ciellen  Falle  kannte,  wo  die  beiden  festen  Geraden  einen 
rechten  Winkel  bilden.  Dieser  Specialfall  läfst  sich  jedoch  hier 
nicht  als  Beispiel  benutzen,  da  bei  demselben  die  Ellipse  sofort 
durch  ihre  Axengleichung  bestimmt  wird. 

Der  Flächensatz  ist  ein  Hulfsmittel  gewesen,  das  sich 
immer  zur  Bestimmung  körperlicher  Örter  benutzen  liefs,  deren 
Mittelpunkt   ein   im  vorau'^  bekaiuiter  oder   ein  im  voraus  be- 
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stinimbarer  Punkt  war.  In  solchen  Fällen  hat  der  Flächensatz 
sich  auch  anwenden  lassen,  bevor  derselbe  durch  Benutzung 
des  zweiten  Hyperbelastes  und  der  konjugierten  Hyperbel  seine 
volle  Ausdehnung  erhielt,  da  man  immer  solche  Koordinaten- 
axen  wählen  konnte,  welche  selbst  den  geometrischen  Ort 
schnitten.  Deshalb  ist  er  besonders  wertvoll  vor  ÄpoUonius' 
Zeit  gewesen,  wo  man  das  noch  umfassendere  Hülf'smittel,  die 
Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden,  nicht  in  seiner  vollen 
Ausdehnung  besafs. 

In  Verbindung  hiermit  wollen  \vir  an  die  Rolle  ermnern, 
welche  der  Flächensatz  bei  der  Bestimmung  des  letztgenannten 
Ortes  selbst  gespielt  hat,  wenn  wir  auch  annehmen,  dafs  diese 
Anwendung  den  Potenzsatz  als  Zwischenglied  enthalten  habe, 

7.  Wir  wollen  nun  zu  der  allgemeinen  Bestunmung  solcher 
körpeilicher  Öi-ter  übergehen,  welche  nicht  mit  gegebenen 
Linien  und  Punkten  in  solcher  Verbindung  stehen,  dafs  durch 
Beziehimg  auf  diese  ihre  Darstellung  eine  der  vorher  erwähnten 
einfacheren  Formen  erhält.  Nimmt  man  dann  einige  von  den 
Linien  der  Figur  zu  Koordinatenaxen,  so  wird  die  Gleichung 
nur  vom  zweiten  Grade  werden. 

Eine  kleine  Vereinfachui^  dieser  Gleichung  wird  man 
indessen  immer  dadurch  erreichen  können ,  dafs  man  einen 
Punkt  des  gesuchten  Ortes  selbst  zum  Anfangspunkt  nimmt. 
Dadurch  wird  die  Gleichung : 

ax''-\-ßxy-\-ry''-{-dx-^ey  ■=  0. 
Naheliegende  Vereinigungen  von  Ghedem  führen  dann  sofort  :^n 

x{ax^ßy-^d)  =   -y{yij-\.e), 
oder  zur  Darsteliut^  als  Ort  zu  vier  Geraden,  von  denen  zwei 
parallel  sind.    Dies  ist  der  Ort,  dessen  nähere  Bestimmung  wir 
im  siebenten  Abschnitt  kennen  gelei'nt  haben. 

Die  Beziehung  auf  eine  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
in  Parallelkoordinaten,  in  der  dann  Zusammenziehungen  vor- 
genommen wurden,  stellt  hier  einen  Weg  dar,  den  wir  wegen 
der  Vergleichung  mit  der  analytischen  Geometrie  angeführt 
haben,  und  auf  dem  kein  Schfitt  vorgenommen  wird,   welcher 
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den  Griechen  unbekannt  war;  aber  ihre  Behandlung  der  Sache 
hat  sicherlieh  von  der  luisrigen  dadurch  sich  unterschieden, 
dafs  sie,  während  sie  die  Aufgabe  auf  eine  Gleichnis  brachten, 
gleichzeitig  mit  dem  Zusammenziehen  begannen,  und  dafs  sie 
dadurch  rascher  zu  dem  erwälinten  Ort  zu  vier  Geraden  ge- 
langten. Dafe  sie  nicht  blofs  g-el^entlich  die  Zurückführung 
auf  diese  Fonii  benutzt  haben,  sondern  dafs  sie  sich  auch 
bewufst  waren,  dafs  dieselbe  sich  in  allen  Fällen  ausführen 
läfst,  in  denen  es  möglich  ist  eine  Gleichung  ersten  Grades 
zwischen  Rechtecken  aufzustehen,  die  aus  den  Abstän- 
den des  beweglichen  Punktes  von  geraden  Linien, 
zu  je  zweien  genommen,  gebildet  werden,  sowie  aus 
diesen  in  Verbindung  mit  gegebenen  Strecken:  das 
wird  wahrscheinlich,  wenn  m£tn  beachtet,  dafs  einige  der 
ebenen  Örter,  welche  Apollonius  sogar  ausdrücklich  aufge- 
stellt hat,  einen  entsprechenden  Grad  von  Allgemeinheit  besitzen. 

Die  Darstellung  als  Ort  zu  vier  Geraden,  von 
denen  zwei  gegenüberliegende  parallel  sind,  war  also 
eine  Darstellungsform  für  Kegelschnitte,  welche  im 
Altertum  denselben  Nutzen  gewährte  wie  die  Dar- 
stellung durch  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  in  der  Gegenwart.  Die  genauere  Bestimmung 
des  erwähnten  Orts  erhielt  dadurch  für  die  Griechen 
eine  ähnliche  Bedeutung  wie  sie  die  Bestimmung 
eines  Kegelschnittes  durch  eine  Gleichung  zweiten 
Grades  für  uns  hat. 

Dadurch  erklärt  sich  das  Gewicht,  welches  ApoUoniu?; 
gerade  auf  die  Anwendbarkeit  seines  dritten  Buches  zur  Be- 
stimmung des  Orts  zu  vier  Geraden  legte,  und  dadurch  ver- 
steht man  besser,  dafs  er  sich  so.  wie  er  es  gethan,  über  die 
Verbesserungen  der  Bestimmung  des  Ortes  zu  vier  Geraden 
aussprechen  konnte,  die  doch  urmiittelbar  nur  Rücksicht  auf 
den  Fall  nehmen,  wo  die  gegenüberliegenden  Seiten  pai'allel 
sind. 

Das  beste  Beispiel,  welches  wü"  für  die  Anwendur^  des 
hier  beschriebenen,  vollkommen  allgemeinen  Hülfsmittels  an- 
führen können,   ist  dieselbe   Beziehung  des  allgemeinen   Ortes 
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ZU  vier  Geraden  auf  ein  Viereck,  von  dem  zwei  gegenubei 
liegende  Seiten  parallel  sind,  welche  wu  mi  ichten  Abschnitt 
durch  andere  Betrachtungen  geleitet,  den  Gncthen  zuf,esLhrieben 
haben.  Das  wird  sich  zeigen,  wenn  ^vji  uns  nun  durch  eine 
in  ihren  Grundzügen  antike  Analysis  in  die  wii  illeidang^ 
moderne  Bezeichnungen,  Begriffe  und  Eikhrungen  tinfuhrpu  iu 
ebenderselben  Beduktion  fähren  lassen. 

Wir  kehren  zurück  zu  Fig.  32,  in  welcher  M  ein  beliebiger 
Punkt  eines   auf  das  Viereck   ABCI)   bezogenen    allgemeinen 


Vis.  32. 

Ortes  zu  vier  Geraden  ist.  Die  Abstände  von  BÄ  und  CD 
wollen  wir  parallel  der  BC  rechnen  und  x  und  s  nennen,  und 
die  von  BC  und  AB  wollen  wir  parallel  der  BA  rechnen  und 
y  und  u  nennen.  Der  Ort  ist  dann  bestimmt  dui'ch  die  Glei- 
chung 

xs  =  X.yu,  (1) 

woi'in  >i  eine  Konstante  bedeutet,  x  und  i/  sind  die  Koordi- 
naten des  Punktes  M  in  einem  Parallelkoordinatensystem  mit 
den  Axen  BC  und  BA. 

Nennt  man  nun  die  Punkte,  in  denen  die  Ordinatp  von  3/ 
die  Linien  AD  und  AE  trifft,  P  und  Q,  so  wird 

u  =-  PM  =  PQ-MQ.  (2) 

Da  — MQ  der  Abstand  des  Punktes  M  von  AE.  parallel  der 
BA   und   mit  Vorzeichen   genommen,   ist,   so   wollen  wir  den- 
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selben  der  besseren  Üliersicht  wegen  ti-i  nennen;  aus  der  P'igiir 

Durch  Elnfübning  dieser  Ausdrücke  in  (1)  erhalt  man: 

Wünscht  man  nun  den  zweigliedrigen  Faktor  zusammenzuziehen, 

CE 

ableiten  und  darauf  dem  zweiten  Gliede  den  gleichen  Nenner 
dadurch  verschaffen,  dafs  man  auf  der  Linie  ÄE  emen  Punkt  G 
durch  die  Gleicliung 

bestimmt.     Dieser  Punkt  ist,   was  indessen  nicht  unmittelbar 

benutzt  wird,  ein  Punkt  des  geometrischen  Ortes,  Mau  findet 
dann 

D'E            D-M-          I)"G            GM"  .„, 

worin  S[  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Linie  CG. 
parallel  der  BC  gerechnet,  bedeutet.  Dadurch  ist  die  (Jleicluinj; 
des  Ortes  umgeformt  in 

und  dadurch  ist  derselbe  als  Ort  zu  vier  Geraden  auf  das 
Trapez  ABCG  bezogen. 

Diese  Analysis,  welche  wie  man  sieht  genau  der  ini  achten 
Abschnitt  vorgenommenen  Umformung,  der  wir  nur  von  vorn- 
herein eine  etwas  allgemeinere  Form  gaben,  entspncht,  benutzt, 
abgesehen  von  den  Bezeichnungen,  neben  solchen  Mitteln, 
welche  die  Alten  beherrschten,  nur  noch  die  Verallgemeinerimg 
durch  Vorzeichen.  Diese  letztere  hat  uns  den  Vorteil  gebracht, 
dafs  ^vir  das  vereinigt  haben  darstellen  können,  was  die  Alten 
haben  zerstückeln  müssen,  bringt  aber  im  übrigen  keine  Ver- 
änderungen hen'or.  Gehen  wir  etwas  weiter  in  der  Benutzung 
moderner  Bezeichnungen,  bringen  (2)  und  (3)  auf  die  Form 
u  =  ax-^  ij  —  b  , 
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Lind  stellen  z  auf  dieselbe  Weise  dar,  so  ist  ersicJitlieh ,  dafs 
die  vorgenomniene  Umformung,  analytisch-geometiisch  aufgefafst, 
die  Umformmig  der  Gleichung 

x{x-\-ry  —  a)  =  X.y{ax  +  y  —  h) 
in  x[x^{r-  Xa) y  —  a\  -=  X.y{y~b) 

darstellt,  also  genau  m  dieselbe  Gleicliung,  durch  welche  wir 
ausgedrückt  haben,  dafs  die  Zurückführung  eines  körperhchen 
Ortes  auf  einen  Ort  zu  den  Seiten  eines  Ti'apezes  sich  im  all- 
gemeinen bewerkstelligen  läfst. 

Der  im  achten  Abschnitt  voi^enommene  allgemeinere  Über- 
gang von  einem  einbeschriebenen  Viereck  ABGD  zu  einem 
anderen  ABCF,  das  nicht  notwendig  ein  Trapez  zu  sein 
braucht,  stimmt  in  ähnlicher  Weise  genau  überein  mit  der 
.  allgemeinen  analytisch^eometrischen  Umformung  der  Gleichung 
xz  =  X.yu 
in  x{z-~  Xay)  ■-=  X.y{u~  ax) .  (8} 

wo  X,  y,  z,  *(  gewöhnliche  abgekürzte  Ausdrücke  für  diu  linken 
Seiten  der  Gleichungen  von  geraden  Linien  sind,  und  wo  sich 
ähnliche  Ausdrücke  für  z — Xay  und  u  —  ax  einführen  lassen. 

Die  hier  gegebene  Zusammenstellung  von  antiken  Methoden 
zur  Bestimmung  von  Örtem  mit  den  wohlbekannten  Gleichungs- 
formen der  analytischen  Geometrie  darf  nur  nicht  in  der  Weise 
mifs verstanden  werden,  als  ob  die  Mathematiker  jener  Zeit  mit 
Konsequenz  und  immer  gerade  die  bestmimten  W^e  veifolgt 
haben  sollten,  welche  wir  hier  im  engen  Anschlufs  an  die 
analytische  Geometrie  zusammengesteOt  haben.  Die  verschie- 
denen Arten  des  Verfahrens  laufen  einander  nicht  derartig 
parallel,  dafs  die  Darstellung  des  einen  sich  in  ein  Schema 
hineinpassen  liefse,  welches  dem  anderen  angehört.  Das,  was 
wir  durch  die  Zusammenstellung  beabsichtigten,  ist  ein  Über- 
blick von  einem  jetzt  bekannten  Gesichtspunkte  aus  über  das- 
jenige, was  man  im  ganzen  mit  Bezug  auf  die  Bestimmung  von 
Öriern  durch  die  Mittel  erreichen  konnte,  welche  den  Grie- 
chen zu  Gebote  standen,  und  wir  haben  gesehen,  dafs  dies 
solchen  Örtem  gegenüber,  deren  Ordnung  2  nicht  überschreitet. 
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dieselbe  Vollsiäiidigkeit  war,  welche  die  analytische  Geometne 
gewährt.  Dafs  die  Griechen  wirklich  auch  diese  Mittel  ge- 
brauchten, ist  teiis  durch  Beispiele  gezeigt,  teils  folgt  es  daraus, 
dafs  Mittel  dieser  Art  nur  in  der  Hand  desjenigen  entstehen, 
der  sie  benutzt. 

Was  nun  die  Leichtigkeit  betrifft,   mit  der  diese  Hülf's- 
miltel  sich  benutzen  liefsen,  so  darf  man  annehmen,  dafs  man 

he  hiei  ljetn.chteten  bestimmten  Daistellung  fonnen  fui  Kegel- 
schnitte nicht  m  den  Grade  zur  augenblicklichen  ^  eifugung  hatte 
wie  Qh  bei  demjenigen  iei  sich  dei  anal j  tischen  Geometrie 
bedient  mit  den  ent'ipiechenden  Foimeln  dei  Fall  sein  mufs 
ibei  dafür  leistete  der  grofserc  Reichtum  tu  Hulf  mitteln 
die  man  benutzte  Eisatz  E  eifoideite  giofbeie  Übung  sich 
Fertigkeit  im  Getaiauehe  diesei  Hulfsniittel  zu  erneiben  und 
man  hatte  deshalb  keinen    o  bestmimten    auch  dem  4niangei 

jifenstehenden  Konig  weg  —  uii  einen  4usdi  ick  zu  gebiou 
eben  de!  Euklid  m  den  Mund  £,elegt  Mul  —  wie  ihn  die 
analytische  Geometiie  geride  für  die  Lobung  bestimmt  foi 
niuhertei  Ortspiobleme  gebahnt  hat  abei  fui  den  geübten 
Gcometei  waren  wesentliche  Schwieiigkeiten  nicht  voihan 
den  und  geiade  der  Mangel  einer  Heerstnfse  hat  ihm  i  lehi 
Gelegenheit  geboten  ich  aif  dtm  A'Vege  umzu'-ehen  die  em 
/einen  \eibindungen  de  mit  isuchten  Ories  u  it  det  \  i 
gelegten  Figui  /u  bemeiken  /u  ehen  durch  ^-iekhe  Punkte 
\ei  Figui  dei  selbe  gel"t  u  s  w  Alan  betrachtete  es  nicht  \h 
teiitstehende  Regel  die  iigui  wel  he  unteisucht  weiden  sollte 
jedesmal  und  gleich  auf  ein  reines,  bjsteni  \on  Parallelkoordi 
naten  zuiuckzufubten   sondern  man  gebrauchte  verwanlteDai 

tellungstoi men  mit  emei  gewissen  Freiheit  Deshalb  wurde  man 
7Vl1i  \\erugei  \ertiaut  mit  den  bestimmten  Kennzeichen  welche 
mit  Parallelkooidmaten  verbunden  sind  aber  indem  man  sich 
gleichwohl  praktische  Fertigkeit  m  dei  Benutzung  dei  Vortede 
ei waib  w eiche  Pai allelkooi dinaten  darbieten  \ eibmd  man 
damit  gleichzeitig  Üb  mg  und  Fettigkeit  m  dei  Benut?ui'ig  dei 
komplicierteren  Formen,  unter  denen  die  Koordinatensysteme 
auftreten,  um  jede  einzelne  Frage,  welche  behandelt  wurde, 
zu  vereinfachen. 
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In  dieser  Beziehung  gliclien  ciie  Methoden  der  Alten  viel- 
leicht mehr  der  erweiterten  analytischen  Geometrie  unseres 
Jahrhunderts  als  der  analytischen  Geometrie  von  Dracai'tes. 
Namentlich  dürfte  bei  der  Zusammenziehung  mehrerer  Glieder 
in  ein  einziges,  welche  die  Untersuchungen  der  Alten  auf  diesem 
Gebiete  besonders  charakterisiert,  die  Vertauschur^  eines  Aus- 
drucks, der  liueai-  aus  den  in  gegebenen  Rlchtvmgen  gerech- 
neten Abständen  eines  Punktes  von  gegebenen  Linien  zusammen- 
gesetzt wird,  mit  dem  Abstände  von  einer  neu  eingeführten 
festen  Linie  in  ihren  analytischen  Anwendungen  genau  dasselbe 
sein  wie  die  Einführung  abgekürzter  Ausdrücke  in  der 
modernen  analj'tischen  Geometrie. 

Das  wichtigste  Beispiel  hierfür  ist  die  Reduktion  eines 
beliebigen  körperlichen  Ortes  auf  einen  Ort  zu  vier  Geraden, 
wenn  anders  die  Bedeutung,  welche  ich  oben  diesem  Ort  als 
aUgemeinem  Hülfsmittel  beigelegt  habe ,  richtig  ist.  Neben 
diesem  verdient  auch  der  von  den  Alten  benutzte  Ort  zu 
drei  Geraden  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  wenn 
derselbe  auch  nur  ein  specieller  Fall  des  vorhergehenden  ist. 
Die  Dai'stellur^  eines  Kegelschnittes  als  Ort^  zu  drei  Geraden 
fällt  nämlich  ganz  zusammen  mit  der  Dai'stellung  desselben 
durch  die  moderne  analytische  Geometrie  in  Dreieckskoordinaten 
mittels  der  Gleichung 

deren  Brauchbarkeit  bei  der  Untersuchung  mannigfacher  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  bekannt  genug  ist.  Die  Darstellunjr 
eines  vorgelegten  Ortes  unter  dieser  Form  wird  auch  da,  wo 
sie  sich  bewerkstelligen  läfst,  ein  rascheres  Mittel  zur  Bestim- 
mung desselben  sein,  als  wenn  man  ihn  als  Ort  zu  vier  Ge- 
raden dai'stellen  wollte.  Auf  diesem  Wege  würde  man  z.  B, 
zm?  Bestimmung  des  am  Schlüsse  von  Äpollonius'  drittem  Buche 
aufgestellten  Ortes  gelangen,  wenn  das  Ortsproblem  vor- 
gelegt wäre,  den  Ort  füi'  den  Schnittpunkt  M  (Fig.  %7)  der 
Geraden  AM  und  OM  zu  finden,  welche  durch  zwei  feste 
Punkte  A  und  C  gehen  und  auf  festen,  durch  C  und  A  gehenden 
Geraden  die  Stücke  CP  und  AQ  abschneiden,  welche  ein 
Rechteck  von  gegebenem  Inhalt  bilden.     Die  zu  einer  solchen 
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Bestiinmuiig  des  Ortes  dienende  Anafysis  erhält  man,  wenn 
man  Apollonius'  synthetischen  Beweis  für  das  aufgestellte  Orts- 
theorem  umkehrt. 

Noch  ein  Beispiel  will  ich  dafür  anführen,  wie  man  die 
Freiheit  benutzte,  die  man  sich  dadurch  bewahrte,  dafs  man 
nicht  sofort  eine  ganze  Untersuchung  an  ein  bestimmtes  System 
von  ParalleLkoordinaten  anknüpfte:  man  konnte  jeden  einzelnen 
der  Kegelschnitte,  welche  bei  einer  und  derselben  Aufgabe 
angewandt  werden  soüten,  auf  ein  besonderes  Koordinaten- 
system beziehen.  Auf  diese  Weise  gelangt  Diokles,  wie  wir 
im  Uten  Abschnitt  genauer  sehen  werden,  bei  seiner  bereits 
erwähnten  Kugelteilung  zu  einfacheren  Darstellungen  einer  ElHpse 
sowohl  wie  emer  Hyperbel  als  diejenigen  sind,  die  er  durch  Be- 
ziehung auf  ein  einziges  Koordinatensystem  erlangt  haben  würde. 

Im  Verhältnis  zu  dem  Gewicht,  welches  die  Alten  auf  die 
Bestimmung  körperlicher  Örter  legten,  und  zu  dem  Umfange 
der  Mittel,  welche  sie,  wie  wir  nacl^ewiesen  zu  haben  glauben, 
für  die  Bestimmung  dieser  Örter  besafsen,  bietet  uns  die  über- 
lieferte Literatur  nicht  viele  Ai^aben  über  bestimmte  körperliche 
Örter,  weiche  die  Alten  untersucht  haben.  Diesem  Mangel  würde 
sicherlich  in  nicht  unwesenüichem  Grade  begegnet  seüi,  wenn  uns 
Pappus  nur  ebensolche  Mitteilungen  über  Aristäus'  körper- 
liche Örter  wie  über  Apollonius'  ebene  Örter  gemacht  hätte. 

Wahrscheinlich  würde  man  in  diesen  solche  verschiedenen 
Formen  für  die  Erzeugung  eines  Kegelschnittes  durch  projek- 
tivische  Büschel  finden,  wie  die  im  achten  Abschnitt  erwähnten 
sind.  Es  würde  dann  von  Interesse  sein  zu  sehen,  teils  in  wie 
weit  man  auf  solche  specielle  Fälle  aufmerksam  war ,  die 
einen  besonderen  Grad  von  Einfachheit  darboten,  teils  wie 
weit  man  umgekehrt  in  der  ausdrücklichen  Aufstellung  allge- 
meiner Formen  für  die  Bedingnr^en ,  dafs  ein  Ort  körperlich 
wird,  gelangt  war. 

Eine  Schrift,  die  uns  vielleicht,  wenn  sie  uns  erhalten 
wäre,  einige  Beispiele  für  antike  Bestimmungen  von  Örtera 
geliefert  haben  wurde,  ist  die  von  Pappus  erwähnte')  Schrift 
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des  Eratosthenes  über  Mitte^öfsen.  Es  werden  nämlich, 
als  darin  behandelt,  gewisse  „zu  Mittelgröfsen  gehörige  Kurven" 
erwähnt  1),  unter  denen  wenigstens  einige  körperlich  gewesen 
zu  sein  scheinen.  Ich  werde  später  im  14ten  Abschnitt  einen 
Vetsudi  anstellen  aus  den  Yorliegenden  Angaben  herauszubrmgen, 
was  dies  für  Kurven  gewesen  sein  können,  und  was  die 
erwähnte  Schrift  im  ganzen  enthalten  haben  kann.  Dabei 
werde  ich  Gelegenheit  haben  durch  einige  Beispiele  die  Be- 
schaffenheit der  Mittel  zur  Bestimmung  von  Örteni,  welche  ich 
hier  den  Alten  beigelegt  habe,  genauer  ans  Licht  /u  stellen. 


Elfter  Abschnitt. 

„Körperliche  Aufgaben", 


Xach  einem  Citat  aus  Pappus'  7tem  Ruch,  das  wir  tvi 
des  vorbeigehenden  Abschnittes  (S.  203)  benutzten, 
erhielten  geometrische  Örter  ihre  Bedeutui^  dadurch,  dafs  sie 
sich  bei  der  Lösung  von  Aufgaben  anwenden  hefsen.  Das 
geschah  ebenso  wie  jetzt  dadurch,  dafs  Punkte,  auf  deren  Be- 
stimmung die  Lösung  einer  Aufgabe  beruht,  als  Durchschnitts- 
punkte zwischen  zwei  geometrischen  Ortem  gefunden  werden. 
Bestehen  diese  nur  aus  „ebenen  Örtern"  {wnoi  knineSot),  d.  h. 
aus  Geraden  oder  Kreisen,  so  heifst  die  Aufgabe,  die  immer, 
wo  es  überhaupt  möghch  ist,  auf  diesem  Wege  gelöst  werden 
mufs,  selbst  eine  „ebene  Aufgabe"  {npiißXTj/m  imnsdov).  Mufs 
man  dagegen  seine  Zuflucht  zu  „körperhchen  Örtern"  {tottoc 
i7T£p£oi)  nehmen  und  erweisen  sich  diese  als  ausreichend ,  so 
heifst  die  Aufgabe  eine  „körperliche  Aufgabe"  (npößXvj/ia  are- 
peov).  Wenn  endhch  für  die  Lösung  die  Benutzung  anderer 
Kurven  verlangt  wird,  welche  unter  dem  einen  Namen  „lineai-e 
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Örter"  {rÖTuot  -,-paf^/ttxoi)  zusammengefafst  werden,  so  heifst  die 
Aufgabe  auch  linear  {TzpößXTjita  •/■poftßtxäv). 

Diese  Erklärungen,  welche  Pappus  sowohl  im  3tea  wie  mi 
4ten  Buch^)  giebt,  bringen  die  sogenannten  körperlichen  Aut- 
gaben in  Verbindung  mit  körperUchen  Örtera  oder  Kegelschnitten, 
und  deswegen  müssen  wir  uns  auch  hier  mit  den  körperlichen 
Aufgahen  beschäftigen.  Dazu  ist  um  so  mehr  Grund  vorhanden, 
als  gerade  körperliche  Aufgaben,  namentlich  die  Verdoppelung 
des  Würfels,  ursprünglich  die  Lehre  von  den  Kf^elschnitten 
bei  den  Griechen  hervoi^erufen  haben  sollen,  eine  AnnaJime, 
welche  mit  Pappus'  Aufserung  über  den  Gebrauch  geometrischer 
Örter  bei  der  Lösung  von  Aufgaben  vollkommen  übereinstimmt. 

Was  den  Ursprung  der  angeführten  Benennungen  betiifft, 
so  sagt  Pappus  ausdrücklich  an  den  eben  angeführten  Stellen, 
dafs  die  Aufgaben  eben,  körperlich  oder  hnear  heifsen,  weil  für 
ihre  Lösung  die  Benutzung  der  geometrischen  Örter,  welche 
die  entsprechenden  Namen  haben,  erforderhch  ist.  Hierzu 
scheint  es  auch  zu  stimmen,  dafs  ,kÖrperliche  Örter'  und  ,ebene 
Örter'  schon  in  besonderen  Schriften  von  Aristäus  und  Apollonius 
behandelt  sind,  dafs  dagegen  aber  die  Namen  , ebene  und  kör- 
perhche  Aufgaben'  —  so  viel  mir  bekannt  ist  —  nicht  hei  so 
alten  Schriftstellern  vorkommen.  Eine  Veranlassur^  zur  Be- 
nutzung dieser  letzten  Benennungen  hätte  Apollonius  allerdings 
in  der  Vorrede  zum  vierten  Buch  haben  können,  da  die  hier 
erwähnten  Aufgaben  genau  dieselben  sind,  welche  Pappus 
körperlich  nennt.  Dies  deutet  zwar  zunächst  darauf  hin,  dafs 
die  Benennung  der  Aufgaben  damals  noch  nicht  in  Gfebrauch 
gekommen  war  und  also  jüi^er  ist  als  die  Namen  der  Örter. 
Doch  läfst  sich  der  Umstand,  dafs  Apollonius  an  der  angeführten 
Stehe  die  Benennung  ,körperliche  Aufgaben'  nicht  braucht,  auch 
dann  erklären,  wenn  diese,  wie  sich  aus  einigen  Gründen  als 
wahrscheinlich  ergeben  wird,  zu  seiner  Zeit  eine  etwas  engere 
Bedeutung  hatte  als  die  ist,  welche  Pappus  ai^eht,  und  des- 
halb auch  nicht  auf  alle  Aufgaben  anwendbar  war,  welche 
ÄpoUomus    im  Auge   hatte.     Dies    ist    aber  denkbar,    da    der 
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Name  ,körperliche  Aufgaben'  recht  wohl  zu,  und  namentlich  vor 
Apollonius'  Zeit  gebraucht  sein  kann,  ohne  dafs  derselbe  sich 
in  einer  von  den  alten  Schriften  findet,  welche  noch  Pappus 
kennt,  oder  doch  ohne  dafs  Pappus  Gelegenheit  gefunden  hat 
zu  bemerken,  dafs  derselbe  nur  auf  eine  etwas  enger  begrenzte 
Klasse  von  Aufgaben  angewandt  wurde.  Es  li^  deshalb 
nichts  unzutreffendes  in  der  Annahme,  dafs  Pappus'  Erklärung 
von  dem  Ursprur^e  der  verschiedenen  Benennungen  nur  aus 
einer  ziemlich  naheliegenden  Vermutung  hervorg^angen  sei, 
welche  in  der  Zwischenzeit  entstanden  ist. 

Da  nun  diese  Frage  nach  dem  Ursprung,  wie  wir  sehen 
werden,  in  einer  gewissen  Verbindung  mit  einer  wichtigeren 
historischen  Frage  steht,  so  wollen  wir  genau  prüfen,  ob  mehr 
Grund  ist  bei  Pappus'  Erklärung  stehen  zu  bleiben,  oder  ob 
eine  andere  vorzuziehen  ist,  die  darauf  hinauslaufen  würde, 
dafs  ebenso  wie  die  körperlichen  Orter  erst  als  Mittel  zur 
Lösung  der  körperlichen  Aufgaben  entstanden  sind,  so  auch 
die  aufgestellte  Einteilung  der  Aufgaben  in  ebene,  kör- 
perliche und  lineare  die  ursprüngliche  ist. 

Hält  man  sich  an  Pappus'  Erklärung,  dafs  zuerst  die 
Örter  die  erwähnten  Namen  erhalten  haben,  so  würde  man 
auch  annehmen  müssen,  dafs  unter  diesen  die  körperlichen 
örter  zuerst  so  benannt  wurden ,  und  dafs  dies  darum 
geschah,  weü  die  Kegelschnitte  ursprünglich  als  Schnitte  an 
Kegeln  erzeugt  smd,  und  weil  diese  Erzei^ungsart  detini- 
zum  Au^ar^pmikt  für  die  Untersuchung  ihrer 
genommen  wurde.  Die  angewandte  Benennung 
würde  näher  li^en,  wenn  man  annehmen  dürfte,  dafs  man, 
nachdem  sich  gezeigt  hatte,  dafs  ein  geometrischer  Ort,  der  für 
die  Lösung  einer  Aufgabe  gebraucht  werden  sollte,  keine  gerade 
Linie  oder  kein  Kreis  war,  demnächst  stereometrischer 
Betrachtur^sai'ten  sich  bediente  um  zu  prüfen,  ob  der  Ort 
ein  Kegelschnitt  sein  könne.  Derjen^e,  welcher  Pappus'  Erklä- 
rui^  für  den  Ursprung  der  Benennung  ,körperliche  Öi-ter'  fest- 
hält, könnte  sich  deshalb  leicht  verleiten  lassen  aus  dieser 
zu  schiiefsen,  dafs  man  wirklich  bei  der  Bestimmung  geome- 
trischer Örter  so  verfahren  sei.    Einem  solchen  Schlüsse  fehlt 
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indessen,  me  wir  im  zweiten  und  siebenten  Abschnitt  gesehen 
haben,  jede  anderweitige  Mstorische  Stütze,  da  Iteine  Spur 
darauf  deutet,  dafs  Aristäus  in  seiner  Schrift  iTiber  körperliche 
Örter  im  Gegensatz  zu  allem,  was  uns  von  der  griechischen 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  aufbewahrt  ist,  diese  sollte 
stereometrisch  behandelt  haben,  und  da  Apollonius'  drittes 
Buch,  welches  für  die  Bestimmmig  körperlicher  Örter  besonders 
nützlich  sein  sollte,  rein  planimetrisch  ist  und  vor  allem  auf 
planimetrische  Anwendungen  hinweist. 

Pappus'  Erklärung  des  Ursprui^es  der  ßenennung  .körper- 
liche Örter'  ist  also  allein  auf  die  stereometrische  Definition 
der  Kegelschnitte  aufgebaut,  und  die  Benennung  , ebene  Örter' 
würde  sich  dann  nur  im  Gegensatz  zu  jener  gebildet  haben. 
Das  stiramt  auch  dazu,  dafs  Pappus  sagt,  die  ebenen  Auf- 
gaben würden  mit  Recht  so  genannt,  weil  die  Linien,  mit  deren 
Hülfe  sie  gelöst  würden,  ihren  Ursprung  in  der  Ebene  hätten. 
Hat  nun  auch  dieses  Unterscheidungsmerkmal  den  körperlichen 
Örtern  und  Aufgaben  gegenüber  eine  formale  Berechtigui^, 
wenn  man  einseitig  den  Gedanken  an  den  Ursprung  oder  die 
Definition  der  K^elschnitte  festhält,  so  wird  dasselbe  doch 
von  dem  Augenblicke  an  logisch  unhaltbar,  wo  man  anfängt 
sich  auch  linearer  Orter  zu  bedienen.  Auf  der  einen  Seite  ist 
es  nämlich  Pappus  und  seinen  Vergärtem  gelungen  einigen 
von  diesen,  z,  E.  der  Quadratrix,  eine  räumliche  Einengung  zu 
geben,  welche  den  Namen  .körperliche  Örter'  für  die  Kegel- 
schnitte weniger  bezeichnend  macht;  auf  der  anderen  Seite 
gehören  die  meisten  hnearen  Örter,  wie  die  Konchoide,  voll- 
ständig, sowohl  ihrer  Definition  (Entstehung)  als  ihrer  Behand- 
lur^  nach,  der  Ebene  an.  Wenn  man  also  keine  natürlichere 
Erklärung  für  die  Entstehung  der  Einteilung  und  Benennui^ 
der  geometrischer  Örter  und  Aufgaben  finden  kann  als  die  von 
Pappus  gegebene,  so  mufs  man  annehmen,  dafs  die  Benen- 
nungen ,lineare  Örter  und  Angaben'  erst  entstanden  sind,  als 
die  Namen  ,ebene  und  körperliche  Örter'  und  deren  Bedeutui^en 
in  dem  Grade  fest  standen,  dafs  man  nicht  mehr  an  ihren  Ur- 
sprung dachte. 
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Gegenüber  dieser  Erklärung,  welche  ihre  beste  Stütze  in 
Pappiis'  Autorität  hat  und  allerdings  nicht  unmöglich,  aber 
doch  zu  künstlich  ist,  als  dafs  sie  sonderliche  Befriedigui^ 
gewähren  könnte,  wollen  wir  versuchen  die  aufzustellen,  dafs 
die  Namen  ,eben'  und  ,körperlich'  m'sprünglich  gewissen  Auf- 
gaben ai^ehört  haben,  und  dafs  sie  nach  diesen  erst  später 
auf  die  geometrischen  örter  übertragen  worden  sind,  welche 
bei  der  Lösur^  dieser  Aufgaben  benutzt  wurden  ^).  Wenn  also 
Aufgaben,  welche  mit  Zirkel  und  Lineal  gelöst  werden,  eben 
genannt  wurden,  so  beiniht  das  nicht  auf  u^endwelcher  be- 
sonderen Eigenschaft  der  Geraden  oder  des  Kreises,  sondern 
darauf,  dafs  diese  Aufgaben  dieselben  sind,  welche  algebraisch 
von  Gleichur^en  von  höchstens  dem  zweiten  Grade  abhängen 
würden.  Wenn  man  nämlich  bedenkt,  wie  die  Griechen  in 
ihren  Flächenanlegungen  diese  Gleichur^en  (auch  die  vom 
ersten  Grade,  welche  parabolische  Flachenanlegungen  geben) 
als  Forderui^en  in  Bezi^  auf  Flächen  ebener  Figuren  aus- 
drückten, und  wie  sie  dieselben  durch  Uml^ungen  und  Ver- 
wandlungen solcher  Flächen  lösten,  so  ist  ersichtlich,  dafs  die 
ai'^eführte  Benennung  auf  diese  Aufgaben  gut  pafst,  und  dafs 
es  natürlich  war  dieselbe  von  dem  Äugenblick  an  zu  benutzen, 
wo  man  auf  andere  Aufgaben  stiefs,  die  im  Gegensatz  zu  diesen 
als  körperliche  bezeichnet  werden  konnten. 

Dies  mufste  g^chehen,  sobald  man  die  Operationen,  durch 
welche  Aufgaben  auf  Flächenanl^ung  zurückgeführt  werden, 
und  die  genau  der  algebraischen  Operation,  eine  Aufgabe  auf 
eine  Gleichung  zu  bringen,  entsprechen,  auf  solche  Aufgaben 
anzuwenden  versuchte ,   welche   von   Gleichungen   dritten 


]  Als  nh  emstinal^  mundlitli  diese  Aufla----ung  'lern  \ei-.toiljfiien  tio 
fessoi  Oppemiann  gegeniibei  ber ilhrte  aiitwortetp  er ,  dals  ganz 
dieselbe  sich  ihm  aulgediängt  habe  al"  er  vor  yjelen  Jainen  die  gne 
chiachen  Geometer  studierte  Damals  sprach  ich  nicht  weitei  mit  ihm 
übel  diese  Sache  und  weift  dtuchaua  nicht,  ob  ei  die  erwähnte  An 
achauung  bo  wie  ich  motiTieren ,  oder  weiter  anwenden  wüide,  abei 
lehrend  ich  später  dieses  Thema  weitei  verfolgte,  hat  schon  das  Be 
wiifstsein,  mit  einem  so  giilüdlichen  Kpnnei  der  antiken  Geometiiu 
ilbei ein/ustumnen   «emssteni  diupgpni  inf  mnli  ^ewiikt 
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Grades  abhängen,  und  dabei  den  Versuch  inachte  diese  Auf- 
gaben in  eine  Fonn  umzuwandeln,  die  der  entsprach,  welche 
die  ebenen  Aufgaben  als  Flächenanlegungen  erhalten  hatten. 
Eine  solche  Form  erhält  man  durch  Anwendung  von  Gebilden 
mit  drei  Dimensionen,  und  wir  haben  schon  berührt,  dafs  die 
Griechen  dieselben  benutzten,  sowohl  um  Zahlen,  die  durch 
wirkliehe  Multiplikation  gebildet  waren,  wie  auch  um  Gröfsen 
darzustellen,  welche  in  der  modernen  algebraischen  Sprache  durch 
Produkte  von  drei  anderen  dargestellt  würden.  Die  kubische 
Gleichung  x^  +  '^^'  +  Bx  -j-  /"  =  0  wird  nämlich,  wenn  man 
~  wie  wir  durch  die  Bezeichnungen  angedeutet  haben  — 
X  und  a  durch  Strecken,  B  durch  eine  Fläche  (Rechteck), 
r  durch  ein  Volumen  (Parallelepipedon)  darstellt,  zu  einer 
einfachen  Relation  zwischen  Rauminhalten.  Aufgaben,  welche 
sich  auf  diese  geometrische  Form,  unter  welcher  die  kubische 
Gleichung  bei  den  Arabern,  ja  noch  bei  Vieta  auftritt, 
reducieren  lassen,  werden  ganz  natürlich  im  Gegensatz  zu  den 
vorher  genannten  ebenen  Aufgaben  als  körperliche  Aufgaben 
bezeichnet.  Der  Ursprung  der  Rezeichnungen  würde  dann  der- 
selbe sein,  weicher  jedenfalls  den  entsprechenden,  jetzt  ge- 
bräuchhchen  Ausdrücken  ,quadratische  und  kubische  Gleichui^en' 
zukommt.  Diese  Übereinstimmung  würde  ganz  vollständig  sein, 
wenn  man  annehmen  könnte,  dafs  eine  Aufgabe  erst  den 
Namen  ,eben'  oder  ,körperlich'  erhalten  habe,  nachdem  sie 
in  Flächenanlegungen  oder  in  die  entsprechenden  stereometri- 
schen Aufgaben  umgeformt  worden  sei. 

Indem  man  aber  dasselbe  Verfahren  auf  mehr  und  mehr 
Aufgaben  anzuwenden  versuchte,  mufste  man  auch  auf  solche 
treffen,  die  algebraisch  von  Gleichungen  höherer  Grade  ab- 
hängen würden,  die  sich  also  nicht  durch  eine  Relation  ersten 
Grades  zwischen  Strecken,  Flächen  und  Rauminhalten  darstellen 
liefsen,  und  die  man  also  garnicht  oder  jedenfalls  nur  auf  Um- 
wegen durch  eine  Gleichung  darstellen  konnte.  Diese  wurden 
lineare  Aufgaben  genaimt,  vielleicht  weil  man  bei  ihrer  Be- 
handlung direkt  und  ohne  irgendwelche  (iletchung  als  Zwischen- 
glied auf  die  hii^rzu  dienenden,   neuen  krummen  Linien  hii^e- 
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wiesen  wurde;  aber  es  ist  auch  möglich,  dafs  dieser  Name 
erst  in  einer  Zeit  entstanden  ist,  wo  die  von  uns  vermutete 
ursprüi^liche  Veranlassung  zu  den  Namen  ,ebene  und  körper- 
liche Aufgaben'  vei^essen  war. 

Der  Einteilung  der  Aufgaben  in  ebene,  körperliche  —  und, 
als  Ergänzut^  hierzu,  lineare  —  würde  also  das  Bestreben  zu 
Grunde  liegen  dieselben  dadurch  zu  lösen,  dafs  man  sie  in 
der  angegebenen  Weise  auf  eine  Gleichung  zu  bringen  ver- 
suchte. Unsere  Annahme  wird  daher  ihre  beste  Stütze  in  dem 
Nachweise  fmden,  dafs  dieses  Verfahren  so  verbreitet  gewesen 
ist,  dafs  eine  solche  Einteilung  in  der  That  einige  Verwendung 
finden  konnte. 

Dafs  dies  nun  mit  Rücksicht  auf  die  ebenen  Aufgaben 
vollständig  der  Fall  gewesen  ist,  sieht  man  aus  der  in  den 
vorhergehenden  Abschnitten  nachgewiesenen  häufigen  Anwen- 
dung der  geometrischen  A^ebra,  bei  der  die  Flächenanlegung 
eine  Hauptrolle  spielt.  Hiervon  wird  man  noch  fester  über- 
zeugt werden,  wenn  man  im  Fegenden  sieht,  dafs  der  Haupl- 
gegenstand  der  uns  erhaltenen  Schrift  des  Apoilonius  über  den 
Verhältnisschnitt  der  war,  eine  gewisse  geometrische  Aufgabe 
auf  Flächenanlegung  zurückzuführen  und  diese  bei  Lösung  und 
Diskussion  derselben  zu  verwenden,  und  dafs  die  verlorene 
Schrift  über  den  Flächenschnitt  einen  ähnlichen  Gegenstand 
gehabt  hat,  was  wir  im  Vorhergehenden  auch  von  der  Schrift 
über  den  bestimmten  Schnitt  angenommen  haben. 

Dafs  man  aucli  die  naheh^ende  Erweiterur^  desselben 
Verfahrens  auf  solche  Aufgaben  versucht  habe,  welche  alge- 
braisch von  Gleichungen  dritten  Grades  abhängen  würden,  dafür 
hat  man  vor  allem  einen  Beweis  in  der  grofsen  Bedeutung, 
welche  man  der  Aufgabe  von  der  Verdoppelung  des  Wurfeis 
oder  allgemeiner  von  der  MultipÜkation  des  Wui-fels  mit  einem 
gegebenen  Verhältnis  beil^e.  Diese  Bedeutung  hat  die  Auf- 
gabe sicherlich  nicht  durch  einen  Orakelspruch  ei halten,  viel- 
mehr ist  der  Orakelspruch  von  dem  geometrischen  hitetesse 
inspiriert  gewesen,  welches  die  erwäimte  Au%abe  schon  vorher 
in  Anspruch  nahm;  aber  diese  Bedeutung  luhrt  dabei,  dafs 
die    Frage    nach    der   Multiplikation    des   WuifrK    di^    stcreo- 
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metrische  Fomi  für  die  reine  kubibche  Gleichung  i'^t  und  ddfa 
also  alle  geometrischen  Aufgaben  welche  von  dem  Ausziehen 
von  Kubikwurzeln  abhängig  gemacht  werden  konnten  &ich  auf 
diese  Form  zurückfuhren  lief-^en  Hat  man  z  B  die  Gleichm^ 
x^  =  bcd,  so  wird  man,  weim  man  n  il&  mitUeie  Propoi- 
tionale    zu    c   und   d   bestimmt      diese   umfonnen    können   m 

x'i  =--=  «ä  h  =  a'^ .  —  ,  also  in  die  Multiplikation  de&  Wuifeh  «■' 

mit  einem  linearen  Verhältnis  zu  dessen  Nennei  man  immei 
die  Kante  des  Würfels  machen  kann  Nun  findet  man  allei 
dings  bei  den  grofsen  mathematiischen  Schiiftstellem  keine  Äut- 
gaben,  welche  direkt  auf  die  Forderung  einen  Wurtel  mit 
einem  Verhältnis  zu  miiltiplicieren,  zui-ückgeführt  sind;  aber  in 
Wirklichkeit  erreicht  man  dasselbe  durch  eine  Zurückführung 
auf  die  Konstruktion  von  zwei  mittleren  Proportionalen  x  und  y 
zwischen  a  und  b,  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

a:x  =  x:y  =  y:h. 
Dafs  diese  Konstruktion  zusammenfallt  mit  der  Bestimmung 
der  Seite  x  des  mulüplicierteri  Würfels  a^  h ,  war  nämlich  im 
Altertum  eine  wohlbekannte  Sache.  Wenn  man  sagte,  dafs 
eine  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  von  zwei  mittleren  Propor- 
tionalen zurückgeführt  sei,  so  fiel  dies  ebenso  genau  mit  einer 
Zurückführung  auf  die  Multiplikation  eines  Würfels  zusammen, 
wie  eine  Zurückführung  auf  die  Konstruktion  einer  mittleren 
Proportionale  mit  der  Verwandlung  eines  Rechtecks  in  ein 
Quadrat. 

Als  Beispiele  für  die  Reduktion  von  Aufgaben  auf  die  Kon- 
sti'uktion  von  zwei  mittleren  Proportionalen,  die  dann  als  bekannt 
vorausgesetzt  wird,  können  wir  bei  Archimedes  die  Sätze  1 
und  5  des  zweiten  Ruchs  über  die  Kugel  und  den  Cylinder 
anfühi'en,  wo  diese  Konstruktion  zur  Bestimmung  einer  Kugel, 
die  einem  g^ebenen  Kegel  oder  Gylinder  gleich  ist,  und  eines 
Kugelabschnittes,  der  einem  gegebenen  Abschnitt  gleich  und 
einem  zweiten  ähnlich  ist,  benutzt  wird,  und  bei  ÄpoUonius' 
Satz  52  des  5ten  Buches  über  die  Kegelschnitte,  Die  zuerst 
erwähnte  Anwendung  macht  es  wahrscheinlich,  dafs  man  vorher 
dieselbe  Konstruktion  zur  Bestimmung  eines  Würfels  benutzt 
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habe,  der  z.  B.  einem  gegebenen  Prisma  oder  einer  gegebenen 
Pyramide  gleich  ist.  Auf  solche  Aufgaben,  die  also  zu  den 
ersten  gehören,  welche  auf  die  Verdoppelui^  des  Wärfels 
zurückgeführt  sind,  würde  sich  der  Name  ,köiperlich'  sogar  auch 
anwenden  lassen,  ohne  dafs  irgendwelche  Zurückführuug  auf 
eine  Relation  zwischen  Würfeln  und  Parallelepipeden  erforder- 
lich wäre. 

Es  könnte  scheinen  il  b  didui  1  lif  ii  die  ßl  It 
plikation  des  Wüifels  m  die  Eeatimii  ung  ^on  z^ei  mitt 
leren  Proportionalen  umfoimte  diese  Jlulüphkation  den  ■^te 
reometrischen  Chai  akter  ^  ei  loren  t  abe  dei  nach  unserei 
Meinur^  den  Namen  „koiperhche  Aufgaben"  lenusidit  tat 
Durch  Betrachtung  dei  ältesten  bekannten  Be=!timmui^  diesei 
mittleren  Proportion^leIl  nanihch  deijemgen  welche  wu  Ai 
chytas^)  verdanken  wiid  man  indessen  eikennen  dsfs  die 
Sache  in  der  ersten  Zeit  nicht  o  aufgefafst  wurde  Wie  kunst 
lieh  die  Ausführung  lei  Konstruktion  welche  Archjtas  giebt 
auch  sein  mag,  so  ist  der  Gedankengai^  derselben  doch  recht 
natürüch,  wenn  er  sich  ausdrücklich  vorgenommen  hat  da- 
durch zur  Konstruktion  zu  gelangen,  dafs  er  das  Verfahren, 
welches  für  die  planimetrische  Bestimmung  von  einer  mittleren 
Proportionale  benutzt  wird,  auf  den  Raum  erweitert.  Eine 
natürliche  Veranlassung  zu  einem  solchen  Versuch  kann  die 
Betrachtung  gegeben  haben,  dafs  die  Bestimmung  von  zwei 
mittleren  Proportionalen  der  Multiplikation  des  Würfels  g^en- 
über  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  Bestimmung  von  einer 
gegenüber  der  entsprechenden  ebenen  Aufgabe.  Da  dieser 
Versuch  gelang,  mxA  da  man  bei  der  gefundenen  Konstruktion 
in  der  That  nur  durch  Benutzung  der  drei  Dimensionen  des 
Raumes  Platz  erhalten  hatte  um  die  beiden  ebenen  Figuren, 
welche  x  als  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  y,  ^  als 
solche  zwischen  x  und  h  geben,  in  die  richtige  Verbindung  zu 
bringen,  so  mufste  man  dadurch  noch  mehr  in  der  Auifassung 


')  Archytas  Lu'rang  welche  in  den  meisten  DarsteUnngen  rlei  Geschichte 
der  Mathianatik  mitgetPilt  mrd  ftadet  -.n  h  m  Eutokius  Kommeutai- 
zu  Archimedes  (\ei-gl   HeibeiK=  ^u-.gflhe  \  m  Aidiimedea   III  S.flSff.). 
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bestärkt  werden,  dafs  die  Stereometoie  das  natürliche  Mittel 
zur  Behandlung  dieser  Art  von  Aufgaben  sei.  Die  übrigens 
unbekannten  Kui-ven,  welche  von  Eudoxus  hierfür  angewandt 
wurden,  seheinen  auch^)  mit  der  Stereometrie  in  Verbindung 
gestanden  zu  habea.  Da  Menächmus  später  dieselbe  Auf- 
gabe durch  Kegelschnitte  löste  ^),  indem  er  x  und  ^  als  Koor- 
dinaten eines  Durchschnittspunktes  zwischen  den  Parabeln 

X-  -=  ay    und     j/^  =  bx 
oder  zwischen  einer  von  diesen  und  der  Hyperbel 

xy  =  ab 
bestimmte,  so  kann  man  recht  wohl  eine  unbestimmte  Ver- 
mutung darüber  gehabt  haben,  dafs  die  stereometrische  Defini- 
tion der  K^elschnitte  in  irgendwelcher  Verbuidung  mit  dei' 
Anwendbarkeit  derselben  auf  die  Lösui^  körperlicher  Au%aben 
gestanden  habe.  Eine  solche  Vermutung  kann,  selbst  wenn 
meine  Annahme  richtig  ist,  dafs  die  Aufgaben  zuerst  den  Namen 
jkörperlicb'  erhalten  haben  und  dafs  der  entsprechende  Name 
der  Kegelschnitte  im  wesentlichen  ihrer  Anwendbarkeit  für  die 
Lösung  dieser  Aufgaben  zuzuschi-eiben  sei,  zur  Bildu:^  dieses 
letzten  Namens  mitgewirkt  haben. 

Die  Verdoppelung  des  Würfels  ist  nicht  das  einzige  Beispiel 
dafür,  dafs  man  im  Aitertura  Aufgaben,  deren  Lösung  von 
kubischen  Gleichungen  abhängt,  auf  Gleichungen  brachte  und 
diese  stereometrisch  ausdrückte.  Noch  ein  mchtiges  Beispiel 
hierfür  findet  sich  im  zweiten  Buche  von  Ärchimedes'  Schrift 
über  die  Kugel  und  den  Cylinder.  In  Satz  4")  daselbst  be- 
handelt er  die  Aufgabe,  durch  eine  Ebene  eine  Kugel  in  zwei 
Segmente  zu  teilen,  deren  Inhalte  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnis stehen.  Diese  Aufgabe  wird  durch  eine  Proportion 
ausgedruckt,  welche  mit  einer  Gleichung  vom  dritten  Grade 
identisch  ist,  und  die  Lösung  dieser  wird  zum  Schlüsse  ver- 
sprochen. Doch  fehlt  dieselbe  in  dem  uns  überlieferten  Text 
und  hat  schon  früh  gefehlt.     Ärchimedes'  Kommentator,  Eu- 

')  Genaueies  hieiflbei  folgt  im  21''Bn  Abschnitt. 
')  Arciiiinede=   Aua^,   \    Heibei^   III   S  92 
')  Satz  5  in  Peyrards  französischer  Ausgabe 
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tokius,  meint  indessen  in  emem  alten  Manuski'ipt,  das  ebenso 
wie  Ärchimedes'  authentische  Arbeiten  im  dorischen  Dialekt 
gesehrieben  war,  und  in  welchem  die  Kegelschnitte  auf  dieselbe 
altertümhche  Weise  wie  von  Ärchimedes  benannt  werden,  eine 
allerdings  fehlerhafte  Kopie  von  Ärchimedes'  eigener  Lösung 
und  Diskussion  gefunden  zu  haben.  Da  nun  die  Historiker  im 
Ganzen  nicht  abgeneigt  sind  Eutokius'  Vermutung  für  richtig') 
zu  halten  imd  zu  glauben,  dafs  seine  berichtigte  Ausgabe 
des  erwähnten  Manuskriptes  im  wesentlichen  das  wiedergiebt, 
was  Ärchimedes  selbst  über  diese  Sache  gegeben  hatte,  so  will 
ich  hier  auf  diese  Annahme  vertrauen,  indem  ich  mich  vor- 
läufig an  die  angeführten  äufseren  Gründe  halte. 

Mit  Rücksicht  auf  die  ganze  Behandlung  der  erwähnten 
geometrischen  Aufgabe  wollen  wir  zunächst  bemerken,  dafs 
Ärchimedes,  welcher  den  Inhalt  eines  S^ments  nicht  auf  die- 
selbe Weise  wie  wir  ausdrückte,  nicht  so  unmittelbar  die  Auf- 
gabe durch  die  Gleichung 

'  '  -m  +  n 

dai-ötellen  konnte,  wo  /*  die  Höhe  des  eüien  Segments,  r  den 
Kugelradius  und  —  das  gegebene  Verhältnis  bedeutet.  Er  ge- 
langt zuerst  zu  einer  hiermit  gleichbedeutenden  Proportion 
durch  eine  Reihe  von  Operationen,  welche  mit  unseren  Elimi- 
nationen gleichbedeutend  sind,  und  bei  denen  er  direkt  der 
Bildung  einer  Gleichung  oder  Proportion  mit  einer  ein- 
zigen Unbekannten,  oder  richtiger  mit  einem  einzigen  unbe- 
kannten Punkt  zustrebt. 

Die  Bestinmiung  des  Volumens  eines  Kugelsegments  ÄDC 
{vei^l.  Fig.  40,  welche  einen  ebenen  Schnitt  durch  die  Sym- 
metrieaxe  darstellt),  von  der  er  ausgeht,  ist  die,  dafs  das  Seg- 
ment einem  Kegei  über  derselben  Grundfläche  AC  gleich  ist, 
dessen  Höhe  LX  durch  die  Proportion 


^)  So  auch  Heiberg,  dei  letzte  Heiansgehei  \(m  Aiehjmedes,  nnn 
veigl,  unter  andeiem  seine  Aasgabe  I  h  2l3  Die  bi^tieffende  Stelle 
hei  Eutokius  findet  sich  m  deiselhen  Aii^gibp  I!I  S  1^2  W 
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KB  +  XB  _   LX 

XB         ~  DX 
bestimmt  mrd,  wo  K  den  Mittelpunkt  der  Kugel  bezeichnet. 

Um  den  Plan  deutlich  zu  machen,  dem  Ärchimedes  bei 
seinen  Umfonnungen  folgt,  wollen  wir  lieber  in  dieser  Propor- 
tion die  Bezeichnur^  h  füi-  die  Höhe  des  Segments,  r  für  den 
Radius  der  Kugel  und  h  für  die  Höhe  des  K^els  einführen; 
dadurch  setzen  wir  nämlich  nur  die  Anschauungsmittel,  an  die 
wir  uns  bei  Operationen  mit  ebendenselben  Sätzen  über  Pro- 
portionen gewöhnt  haben,  an  Stelle  derjenigen,  welche  die 
Griechen  besafsen,  indem  sie  den  Punkten  in  der  Fi^ur  folgten. 
Dann  erhält  man 

'är_~h  _   k_ 

2r  —  h         h' 

Drückt  man  nun  auf  diföelbe  Weise  das  andere  Kugelsegment 
ABC  mit  der  Höhe  k'  durch  einen  Kegel  mit  der  Höhe  k'  aus, 
so  ei^ebt  sich  ferner 

?^^  ^  '■-.  (3) 


(1) 


sowie  2r  ^  A  -j"  '''^ 

und  nach  der  Forderung  der  Aufgabe 


(3) 


(4) 
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Es  kommt  also  darauf  an,  aus  diesen  Gleichungen  h,  k' 
und  h'  zu  elimineren;  Archimedes  erreicht  dasselbe  durch  Fort- 
schaffen der  unbekannten  Punkte  L  und  U  aus  den  Propor- 
tionen (1),  (2)  und  (4),  die  man  sich  auf  die  von  ihm  benutzte 
Art,  durch  welche  unsere  Gleichung  (3)  durch  die  Figur  selbst 
überflüssig  gemacht  wird,  dargestellt  denken  mufs.  Die  Ehmi- 
nation  wird  dadurch  ausgeführt,  dafs  man  zuerst  mit  Hülfe 
von  (3)  die  Gleichui^en  (1)  «nd  (2)  auf  die  Fonnen 

h         k  —  h  r  k  —  h-\-r  , 

liiingt.     Die  Gleichheit   des  zweiten  und  vierten   Verhältnisses 
giebt 

k  —  h  -i-  *■  __      k^  k' 

"   k  —  ]~  ~  W^h^l- 

oder  {k  —  h  +  /■)-  =  [k  —  h)  {k  -f  k') . 

mithin 


k  —  h 


wo  man  die  letzten  Umformur^en  aus  der  Gleichheit  der  beiden 
ersten  Verhältnisse  in  (5)  erhält.     Nun  giebt  (4) 

m-\-  II  __  k  +  k-  _  k  +  k'    k--h_  _  /^ry      r 
in  k       ^  k  —  Ä         k  \  h  )    r  -{-h' 

=  [hj   "WT—T' 
wo    wiederum    die   Umformung   des   letzten   Faktors    auf   der 
Gleichheit  der  beiden  ersten  Verhältnisse  in  (5)  beruht. 

In  dem  letzten  Ausdruck  für     -    -■  ■   haben   wir    also    die 

kubische  Gleichung  gefunden,  welche  zur  Bestimmung  von  h 
dient.  Um  diese  auszudrücken  hat  Archimedes  in  die  Figur 
einen  Punkt  Z  eingeführt,  der  so  bestimmt  ist,  dafs  BZ  =  r, 
wodurch  3r  —  k  ="  XZ,  und  emen  Punkt  T,  der  so  bestimmt 

ist,  dafs   TZ  =  — - —  ,  r.     Dann  erhält  er  die  Proportion 

m  -^n 

DB^    _   SZ 

"DX^  ~  TZ"  ^' 
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111  dei  alle  Punkte  mit  Aubinhme  ^on  1  bfkarmt  sind.  Die 
Aufgabe  be&telit  dmii  diim  die  bekannte  Stieike  DZ  durch 
eiiien  Punkt  X  bo  zu  teilen    daft  diese  Piopirtion  stattfindet. 

Die  Aufgabe  ist  hiei  nicht  auf  eme  in  steieoraetrischer 
Foim  dai^e&tellte  kubische  Gleichung  zuiuckgetuhrt,  sondern 
—  ent-jpiechend  dei  Darstellung  der  Multiphkation  des  Würfels 
als  einer  Bestimmung  \on  zwei  mittleren  Proportionalen  — 
luf  eine  mit  einer  «loichen  kubischen  Gleidiung  gleichbedeutende 
Proportion  In  der  von  Eutokius  mitgeteilten  weiteren  Be- 
handlung und  Diskussion  wird  dagegen  die  stereometrische 
Darstellungsform  eingeführt:  Teilung  einer  Strecke  in  zwei 
solche  Abschnitte,  dafs  das  aus  dem  einen  Abschnitt 
und  dem  Quadrate  des  anderen  gebildete  Parallele- 
pipedon  ein  gegebenes  Volumen  erhält,  und  diese  ivird 
gleichzeit^  mit  der  Darstellung  durch  die  Proportion  (7)  be- 
nutzt. Die  Einführung  dieses  Volumens  ist  nicht  ohne  Bedeu- 
tung für  die  allgemeine  Diskussion  der  Bestimmung  von  X 
durch  die  Proportion  (7),  In  der  hierzu  gehörigen  Grenzbedin- 
gung sind  nämhch  die  gegebenen  Werte  von  DB  und  TZ, 
jeder  für  sich  genommen,  gleichgültig;  es  kommt  nur  darauf 
an,  dafs  das  aus  diesen  bestimmte  Parallelepipedon  OB*.  TZ 
kleiner  vrird  als  der  Maximalwert,  den  DX^.XZ  fitr  die  ver- 
schiedenen Lf^en  des  Punktes  X  auf  der  bekannten  Linie  DZ 
annehmen  kann.  Da  nun  auch  Archimedes  in  seinen^  ebenen 
Text  auf  diese  Diskussion  hindeutet,  indem  er  sagt,  dafs  die 
in  Proportion  (7)  gegebene  Aufgabe  einen  Diorisraus  (Abgren- 
zui^)  verlangt,  wenn  dieselbe  allgemein  gestellt  wird,  aber 
nicht  in  der  vorliegenden  specieUen  Anwendung,  in  der  die 
Grenzbedingungen  von  selbst  erfüllt  sind,  so  ist  kein  Grund  zu 
der  Annahme  vorhanden,  dafs  die  EiniÜhrung  der  stereo- 
metrischen Darstellmig  Eutokius'  Verbesserung  des  vorliegenden 
mangelhaften  Manuskripts  zu  verdanken  sei.  Jedenfalls  mufste 
eine  solche  Darstellung  dem  Archimedes  ebenso  nahe  liegen 
wie  dem  Eutokius, 

Was  nun  die  Form  beti-iffl,  welche  unsere  Gleichung  dritten 
Grades  hier  erhalten  hat,  so  ist  es  beachtenswert,  dafs  dieselbe 
vollkommen  mit  der  Form  übereinstimmt,  in  der  die  Anwen- 
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dung  der  Flächenanlegungen  oder  der  quadratischen  Gleichungen 
am  häufigsten  bei  den  griechischen  Schriftstellem  auftritt.  Eine 
Aufgabe,  welche  auf  diesem  letzteren  Wege  gelöst  werden 
soll,  wird  nämlich  im  allgemeinen  darauf  zurückgeführt  „auf 
einer  gegebenen  Streclce  oder  deren  Veriängerung  einen  Punkt 
zu  bestimmen,  dessen  Abstände  von  den  Endpunkten  der 
Strecke  ein  Rechteck  von  gegebener  Fläche  bilden",  und  diese 
Fläche  wird,  wie  hier  das  gegebene  Volumen,  durch  die  Ab- 
stände der  Endpunkte  der  Sti'ecke  von  zwei  g^ebenen  Punkten 
der  Linie  bestimmt^).  Diese  Übereinstimmung  verdient  um  so 
mehr  beachtet  zu  werden,  als  man  dadurch,  dafs  man  dei' 
Darstellung  der  kubischen  Gleichung  dieselbe  Ausdehnung  giebt 
wie  derjenigen  der  quadratischen,  dieselbe  auf  jede  Gleichur^ 
von  der  Form 

^3  j_ax^.j^  p=  0  (8) 

anwendbar  machen  kann.  Die  Wurzeln,  dieser  Gleichung,  und 
zwar  sowohl  die  positiven  wie  die  negativen,  die  ja  positive 
Wurzeln  in  einer  anderen  Gleichung  von  derselben  Form 
sind  und  also  auch  für  die  Alten  Lösui'^en  anderer  Aufgaben 
derselben  Art  darstellen  konnten,  werden  sich  nämlich  immer 
dadurch  bestimmen  lassen,  dafs  man  auf  einer  Strecke  (4:«) 
oder  ihrer  Verlängerung  einen  solchen  Punkt  bestimmt,  dafs 
das  Quadrat  seines  Abstandes  {x)  von  dem  einen  Endpmikt 
und  sein  Abstand  von  dem  anderen  Endpunkt  ein  Parailel- 
epipedon  von  gegebenem  Volumen  (4:  f)  bilden. 

Nunmehr  wollen  wir  anführen,  wie  nach  den  Mitteilui^en 
von  Eutokius  die  kubische  Gleichung,  auf  welche  die 
Teilung  der  Ki^el  zurückgeführt  ist,  durch  Kegelschnitte 
gelost  wird.  Diese  Lösung  schliefst  sich  möglichst  eng  an 
die  Proportion  (7)  an,  durch  welche  die  Aufgabe  dargesteUt 
wii-d.     Setzt  man  nämlich 

')  Das  sieht  man  namentlich  aus  Äpollomus'  Schiüft  üher  den  Verhältnis- 
Schnitt;  ein  Refevat  über  diese  Schritt  werden  wir  im  15'""  Abschnitt 
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Avo  e  eine  Strecke  bedeutet  (die  beliebig  sein  kann,  die  aber 
in  der  von  Eutokius  mitgeteilten  Lösui^  gleich  der  Strecke 
DZ  {=  Sr)  ist,  die  geteilt  werden  soU),  so  zeigt  die  Propor- 
tion (7),  dafs  auch 

Läfst  man  nun  X  die  Linie  DZ  durciilaufen ,  und  ist  y  eine 
in  X  errichtete  Ordinate,  so  stellt  (9)  eine  Parabel  mit  dem 
Scheitel  in  D  und  mit  DZ  als  Tangente  dar,  und  (10)  eme 
Hyperbel  mit  DZ  und  der  in  Z  darauf  enichteten  Senkrechten 
als  Asymptoten.  X  wird  dann  die  Projektion  eines  Schnitt- 
punktes dieser  Kurven  auf  DZ,  oder,  wie  wir  es  algebraisch 
ausdrücken  würden,  k  wird  die  Abscisse  eines  solchen  Schnitt- 
punktes. 

Auch  hier  wollen  wir  bemerken,  dafs  nicht  nur  jede  Glei- 
chung von  der  Form  (8)  sich  unmittelbar  auf  dieselbe  Weise 
lösen,  sondern  dafs  diese  Lösung  sich  sogar  auf  jede  Gleichui^ 
dritten  Grades  anwenden  läfst.    Schreibt  man  diese: 

x^ -^  ax^ -{- Bx  =  Cd, 
so    lassen    ihre   Wurzeln    sich  bestimmen   als   Abscissen    der 
Durchschnittspunkte  2wischen  der  Hyperbel    ,(/  =  -    und  der 
Parabel   dy  =■-  x^ -\^  ax -A- B. 

Noch  bleibt  uns  übrig  von  dem  Diorismus  zu  sprechen, 
von  dem  Archimedes,  wie  schon  bemerkt,  in  dei'  Schrift  über 
die  Kugel  und  den  Cylinder  sagt,  dafs  er  nötig  sei  bei  einer 
Proportion  von  der  Form  (7),  in  der  X  ein  Punkt  der  gege- 
benen Strecke  DZ  selbst  sein  soll,  oder  bei  einer  Gleichung 
von  der  Form 

x-'ia^x)  =  hH-,  (11) 

wo  a  eine  gegebene  Strecke  bedeutet  und  b'^c  ein  in  einer 
für  die  Lösung  bequemen  Form  dargestelltes  Volumen,  Da  es 
sich  um  eine  Teilung  von  «  handelt,  so  wird  hier  nur  nach 
solchen  Wurzeln  gefragt ,  welche  den  Bedingungen  0  <  a^  <  « 
genügen,  und  das  thun  in  Wirklichkeit  alle  positiven  Wurzeln. 
Die  Möglichkeit  solcher  ist  davon  abhängt,  ob  das  gegebene 
Volumen  b^c  gröfser,  gleich  oder  kleiner  ist  als  der  Maximal- 
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wert  von  x'^  (« —  x).  In  dem  von  Eutokius  mitgeteilten 
Manuskript  wird  ges^,  dafs  dieser  Maximalwert  stattfinde, 
wenn  x  =  |a.  Hat  nämlich  b^e  den  hierzu  gehörenden  Wert 
■^a^,  so  berühren  sich  die  für  die  Konstruktion  benutzten  Kurven 
(9)  und  (10)  oder 

x'^  =  — . //     mid     !i{a  —  x)  =  ce. 

Denn   erstens  bestimmt  die  Abscisse  ic  =-  |«  einen  gemein- 
schaftlichen Pimkt  P  (Fig.  41)  der  beiden  Kurven;   weiter  wird 
die  in  P  an  die  Parabel  gezogene  Tan- 
gente   auf   der   Tangente    des    Scheitel- 
punktes das  Stück  -g-  abschneiden,   tdso 

durch  die  Mitte  S  der  Abscisse  D  Q 
gehen.  Da  hierdurch  SQ  =  QZ  wird, 
so  ist  ersichtlich,  dafs  P  die  Mitte  des 
Stückes  wird,  welches  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  von  der  an  die  Parabei 
gezogenen  Tai^ente  abschneiden.  Diese 
berührt  also  die  Hyperbel  in  demselben 
Punkte. 

Dafs  x''{u-~x)  nun  wirklich  einen  Maximalwert  an- 
nimmt, wenn  x  =  f «  ist  oder  wenn  X  auf  den  Punkt  Q  der 
Figur  fällt,  wird  femer  dadurch  gezeigt,  dafs  man  X  andere 
Lagen  entweder  auf  DQ  oder  auf  QZ  eiimehmen  läfst.  Läfst 
man  gleichzeitig  c  und  e.  «nd  dadurch  auch  die  Hyperbel, 
unveränderlich  sein,  so  mufs  die  Parabel,  deren  Schnittpunkt 
mit  der  Hyperbel  den  Punkt  X  bestimmen  soll,  durch  einen 
von  P  verschiedenen  Punkt  der  Hypei'bel  gehen,  dso  innerhalb 

der  Parabel  PD  fallen.    Ihr  Parameter  —  wird  mithin  kleiner. 
e 

folglich  auch  das  diesem  entsprechende  Volumen  h^  c. 

Diese  Diskussion  sowohl  wie  die  F^r  lassen   erkennen, 

dafs,  wenn  6^c<;^a^,   zwei  Lösungen  entstehen,  von  denen 

die  eine  kleiner,  die  andere  gröfser  als  |«  ist,  oder  dafs  durch 

die  Proportion  (7)  zwei  Punkte  X  bestimmt  werden,  von  denen 

der  eme  auf  DQ  fallt,  der  andere  auf  QZ. 


Fig.  11. 
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Soll  nun  die  hier  diskutierte  Gleichung  (11)  oder  die 
Proportion  (7)  im  besonderen  auf  die  Teilung  der  Kugel  ange- 
wendet werden,  so  ist  (Fig. 40)  f(  =  DZ=3)-,  b^DB^^r, 
c  =  TZ  =  — ^-  .  r,  mithin 

J2(.  _  4      7      ''' ; 
m  -\-  n 

da  4 ; — r^  kleiner  als  4»-*  oder  als  i,\a^  ist,    so  ist  die 

m  4-  n 
Teilimg  möglich,  und  da  der  gesuchte  Punkt  X  auf  den  Durch- 
messer DB  der  Kugel  fallen  mufs,  so  mufs  X  kleiner  als  DB 
oder  als  |a  sein.  Man  kann  fo^lich  nur  die  eine  von  den 
beiden  Lösungen  der  Gleichung  gebrauchen.  Die  gestellte  Auf- 
gabe erhält  also  immer  eine  und  nur  eine  Auflösung  und 
giebt,  wie  Archimedes  sagt,  keine  Veranlassung  zu  einem  Dio- 
iTsnius. 

Es  ist  klar,  dafs  jede  Gleichung  dritten  Grades,  in  der  das 
Glied  vom  ersten  Grade  fehlt,  sieh  ganz  auf  dieselbe  Weise 
diskutieren  lassen  mufs,  wie  es  hier  mit  der  specielleren  Form 
geschehen  ist.  Femer  lassen  sich  auch  wenigstens  die  Bedin- 
gungen dafür,  dafs  ein  gegebener  Wert  von  x  zweimal  Wurzel 
einer  allgemeinen  Gleichung  dritten  Grades  wird,  leicht  aMeiten 
aus  der  angedeuteten  Lösung  mittels  einer  Parabel  und  einer 
Hyperbel.  Es  kommt  nur  darauf  an,  dafs  diese  Kurven  sich 
in  einem  Punkte  mit  der  g^ebenen  Abseisse  berühren. 

Fassen  wir  das  alles  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dafs  Ar- 
chimedes eine  gewisse  Aufgabe,  die  nicht  unmittel- 
bar als  kubische  Gleichung  hervortrat,  auf  eine  solche 
Gleichung  zurückgeführt  hat;  dafs  er  graphisch  durch 
die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  diese  Glei- 
chung, welche  unter  die  Form  x^  —  ax^-'rb'^c  -=  0  ge- 
hörte, gelöst  hat,  und  dafs  er  seine  Lösung  zur  Be- 
stimmung der  positiven  Wurzeln  in  jeder  solchen 
Gleichung,  in  der  a  und  c  positiv  sind,  angewandt 
und  die  Bedingungen  dafür  untersucht  hat,  dafs 
zwischen  0  und  a  sich  0,  1  oder  2  Wurzeln  ergeben. 

Es  zeigte  sich  femer,  dafs  Lösung  und  Diskussion 
sich   unmittelbar    auf    alle   solchen    kubischen    Glei- 
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chungeii,  in  denen  das  Glied  vom  ersten  Grade  fehlt, 
anwenden  und  sich  ziemlich  leicht  auf  jede  kubische  Glei- 
chung ausdehnen  lassen. 

Hierbei  haben  mr  nun  allerdings  vorausgesetzt,  dafs  Eu- 
iokius'  Vermutung,  das  von  ihm  gefundene  Manuskript  ent- 
halte wirklich  Ärchimedes'  eigene  weitere  Behandlung  der 
Aufgabe,  richtig  sei.  Diese  Vermutung  wird  in  hohem  Grade 
bestärkt  durch  die  Übereinstimmui^  zwischen  diesem  Manu- 
skript und  Ärchimedes'  ebener  Äufserur^,  dafs  der  Diorismus 
erst  Anwendung  auf  die  durch  die  Gleichung  ausgedrückte 
allgemeinere  Aufgabe  finde,  und  durch  die  unmittelbare  An- 
knüpfung der  Lösung  an  die  Proportion,  in  der  Ärchimedes 
die  Aufgabe  ausdrückt. 

Hierzu  kommt,  dafs  die  mitgeteilte  Lösung  eine  unmittel- 
bare Erweiterui^  von  Menächmus'  Lösui^  der  reinen  kubi- 
schen Gleichung  ist,  so  dafs  sie,  wenn  man  das  Problem  erst 
auf  Ärchimedes'  trinomische  Gleichung  reduciert  hatte,  die 
nächsthegende  sein  mufste.  Aus  diesen  Gründen,  denen  wir 
bald  noch  einen  hinzufügen  werden,  würden  wir  auch,  selbst 
wenn  Eutokiiis'  Manuskript  nur  als  eine  Vermutung  über  ArcM- 
medes'  Lösung  entstanden  sein  sollte,  diese  Vermutung  für  die 
beste  halten,  die  möglich  ist.  Seinerseits  ist  dieses  Manuskript, 
das  aus  einer  viel  älteren  Zeit  als  der  des  Eutoldus  stammen 
mufs,  ein  sicheres  Zeugnis  dafür,  dafs  dasjen^e,  was  hier 
dem  Ärchimedes  zugeschrieben  wird,  jedenfalls  innerhalb  dei' 
alten  griechischen  Mathematik  erreicht  worden  ist.  Der  Dio- 
rismus fallt  übrigens,  me  wir  im  13ten  Abschnitt  sehen  werden, 
in  seinen  Hauptzügen  mit  dem  zusammen,  den  Apollonius 
in  seinem  fünften  Buche  auf  eine  andere  Aufgabe  anwendet. 

Was  nun  Ärchimedes  selbst  betrifft,  so  würde,  selbst 
wenn  man  von  dem  Manuskripte  und  den  obenstehenden  Fol- 
gerui^en  absehen  und  sich  unmittelbar  an  seine  authentischen 
Werke  halten  wollte,  aus  diesen  letzteren  mit  Bestimmtheit 
hervorgehen,  dafs  er  eine  Lösung  der  erwähnten  trinomi- 
schen  Gleichung  besafs;  denn  er  kann  sich  unmöglich  damit 
begnügt  haben  eine  Aufgabe,  die  er  nach  seiner  eigenen  An- 
gabe vollständ^  behandelt,   auf  eine  andere   zurückzuführen. 
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die  er  nicht  lösen  konnte.  Dafs  er  auch  den  Diorismus 
kannte,  geht  aus  seinen  Äulserungen  unmittelbar  hervor,  und 
auch  dieser  Umstand  ist  ein  Zeugnis  dafür,  dafs  er  wirklieh 
mit  einer  Methode  di^e  Aufgabe  zu  lösen  bekannt  war. 

Aus  einer  Äufserung  an  einer  anderen  Stelle  bei  Archi- 
medes  kann  man  femer  sehen,  dafs  diese  Auflösungsmethode, 
selbst  wenn  sie  von  derjenigen,  die  wir  ihm  nach  Eutoklus 
beigelegt  haben,  [verschieden  sein  sollte,  dennoch  ebenso  wie 
diese  auf  alle  Gleichungen  dritten  Grades  anwendbar  war, 
in  denen  das  Ghed  ■vom  ersten  Grade  fehlte.  Am  Schlüsse 
der  Vorrede  zu  dem  Werke  über  Konoide  und  Sphäroide  sagt 
er  nämlich'),  dafs  die  in  dieser  Schrift  gefundenen  Resultate 
anwendbar  seien,  um  viele  Sätze  zu  finden  und  viele  Aufgaben 
zu  lösen,  und  als  Beispiel  für  diese  nennt  er  folgende;  durch 
eine  Ebene,  welche  einer  gegebenen  parallel  ist,  von  einem 
gegebenen  Sphäroid  oder  Konoid  ein  S^ment  abzuschneiden, 
welches  einem  gegebenen  Kegel,  Cylinder  oder  einer  gegebenen 
Kugel  gleich  wird. 

Für  die  rechtwinkligen  Konoide,  d.  h.  ümdrehungspara- 
boloide,  wird  diese  Aufgabe  „eben"  und  geht  uns  also  hier 
nichts  an. 

Für  die  Sphäi'oide,  d.  h.  ümdrehungsellipsoide ,  wii'd  die 
Aufgabe  nach  Archimedes'  Bestimmung  der  Volumina  von 
Sphäroids^menten  nicht  wesenthch  verschieden  von  derjenigen, 
wo  das  Segment  ein  Kugelsegment  ist.  Da  überdies  im  letz- 
teren Falle  das  Verhältnis  zwischen  dem  Volumen  des  ver- 
langten Segmentes  und  dem  der  Kugel,  von  der  das  Segment 
abgeschnitten  werden  soll,  leicht  zu  bestimmen  ist,  so  ist  es 
wohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dafs  Archimedes  die  genannte 
Aufgabe  auf  dieselbe  Gleichung  oder  Proportion  (7),  zu  der  er 
in  der  Schrift  über  die  Kugel  und  den  Cylinder  gelangt,  zurück- 
geführt habe,  doch  mit  der  Verallgemeinerung,  dafs  die  g^e- 
bene  Gröfse  TZ  nicht  schon  durch  die  Form  der  Fragestellung 
einer  B^renzui^  unterworfen  war.  Damm  ist  der  Diorismus 
nun  nicht  mehr  überflüss^,   wenn  auch  sein  Resultat  nur  das 
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selbstverständliche  wird ,  dafs  das  Segment  kleiner  als  das 
Sphäroid  sein  mufs.  Die  Anwendung  der  Gleichung  der  El- 
lipse kann  möglicherweise  hier  eine  einfachere  Reduktion  auf 
die  Proportion  (7)  ergeben  haben,  als  diejenige  ist,  welche  wir 
in  der  Schrift  über  die  Ki^el  und  den  Cylinder  fanden. 

Was  endlich  die  stumpfwinkligen  Konoide,  d.  h.  die  hyper- 
bohschen    Unidrehiii^hyperboloide   betrifft,   so    bestimmt   Ax- 
chimedes  das  Volumen  ihrer  S^piente  in  der  Weise,  dafs  die 
Forderung  der  Aufgabe  für  ilm  genau  mit  der  Gleichung 
„     Sa  +  x         ^ 

zitöammenfällt,  worin  3«  die  Länge  desjenigen  Durchmessers 
des  Hyperboloids  bedeutet,  welcher  durch  den  Mittelpunkt  des 
begrenzenden  ebenen  Schnittes  geht,  x  das  Stück,  welches  auf 
diesem  Durehmesser  zwischen  der  Fiäche  und  der  Ebene  ab- 
geschnitten wird,  1/  den  Abstand  vom  Mittelpmikt  des  Schnittes 
bis  zu  einem  von  den  Punkten  der  Schnittkurve ,  welche 
ZL^leich  in  einer  festen,  durch  den  Durchmesser  gehenden 
Ebene  hegen,  und  F  ein  als  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon 
dargestelltes  Volumen.  Nach  der  Gleichui^  des  in  der  Dia- 
metralehene  liegenden  hyperbohschen  Schnittes  steht  j/^  in 
einem  konstanten  Verhältnis  zu  xßa-\-x)\  die  aufgestellte 
Gleichung  verwandelt  sich  also  in 

x^('ia  +  x)  =  b"-c 
wo  b^e    ein   neues  bekanntes   rechtwinkUges  Parallelepipedon, 
das   auf  eine    für    die  Lösung-  bequeme  Form  gebracht  ist, 

bedeutet,  oder  in  die  Proportion  -^  =-  — ,  die  mit  der 

x'  c 

bei  der  früheren  Aufgabe  aufgestellten  Proportion  (7)  zusam- 
menfällt, wenn  man  x  =  DX  einen  Punkt  auf  der  Ver- 
längerung der  gegebenen  Strecke  DZ  (—  3a)  über  D  hinaus 
bestimmen  läfst.  Die  Aufgabe  fällt  also  nach  Archimedes' 
eigener  Volumenbestimmung  zusammen  mit  einer  derjenigen 
Formen  für  die  kubische  Gleichung  ohne  das  Glied  vom  ersten 
Grade,  welche  bei  Aufgaben,  die  das  Kugeisegment  betrafen, 
nicht  benutzt  wurden.     Man   darf  also   annehmen,   dafs  Av- 
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ehimedes  auch  in  diesem  Fall  die  Gleichung  gelöst  habe,  und 
dann  11^  durchaus  kein  Grund  vor  zu  glauben,  dafs  diese 
ihm  irgend  welche  Schwierigkeit  in  dem  Falle  dai^eboten 
haben  ^vürde,  wo  der  gesuchte  Punkt  auf  der  Verlängerung 
über  Z  hinaus  liegen  soll,  oder  wo  die  Gleichung  die  Form 
ic"-— aa:^  —  ö'c  =  0  hat.  Wie  Ärchimedes'  Lösung  einer 
solchen  Gleichung  auch  beschaffen  gewesen  ist;  wir  sehen 
schon  aus  seinen  ebenen  Schriften,  dafs  er  dieselbe  in  voller 
Allgemeinheit  gelöst  hat  (doch  so,  dafs  die  Bestimmung  der 
positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  und  derselben  Gleichung 
für  ihn  verschiedene  Aufgaben  darbot).  Wir  haben  ihm 
deshalb  nicht  zu  viel  be^elegt,  wenn  wir  annehmen,  dafs 
die  von  Eutokius  gefundene  Lösui^  diejenige  war,  welche  er 
benutzte.  Im  übrigen  ist  der  Umstand,  dafs  diese  Lösung 
eben  das  leistet,  was  Ärchimedes  nach  semen  ebenen  Äufse- 
rangen  vermochte,  noch  ein  Grund  mehr  für  die  Annahme, 
dafs  er  gerade  sie  gebraucht  hat. 

Hiermit  ist  indessen  nicht  entschieden,  dafs  die  Lösung 
solcher  kubischen  Gleichungen  zuerst  von  Ärchimedes  gefun- 
den worden  ist.  Im  G^enteil:  die  Vollständ^keit  der  Behand- 
lung und  der  umstand,  dafs  ebendiese  Gleichungen  sich  in 
einfachen  geometrischen,  mit  der  Darstellung  quadratischer  Glei- 
chungen übereinstimmenden  Fonnen  darstellen  lassen,  zeigen, 
dafs  dieselben  recht  wohl  als  selbständige  Aufgaben  auftreten 
konnten.  Das  von  Eutokius  gefundene  Manuskript,  von  dem 
sich  nicht  entscheiden  läfst,  ob  ^  die  Anwendung  auf  die  be- 
sondere Au%abe  von  der  Kugel  enthalten  hat^),  kann  dann 
ein  Bruchstück  von  einer  selbständ^en  Behandlung  der  erwähn- 
ten trinomischen  Gleichungen  sein,  die  glücklicherweise  gerade 
den  Fall  einbegreift,  wo  dieselben  Veranlassung  geben,  Bedin- 
dungen  für  die  Möglichkeit  der  Lösung  aufzustellen.  Eine 
solche  Behandlung  kann  älter  sein  als  Ärchimedes ,  und  der 
Grund,  weshalb  er  sich  damit  begnügt  die  Kugelteilui:^  auf  die 
Gleichung  zurückzuführen,    mag    dann    der   sein,    dafs    er    die 


')  Eutokius  bezeichaet  die  Punkte  der  Figur  nicht  durch  dieselben  Buch- 
staben, welche  sich  in  der  Schrift  des  Ärchimedes  fiaden. 
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Lösung  derselben  als  bekannt  betrachtet,  wenigstens  für  seine 
Leser  in  Alexandria,  wohin  er  die  Schrift  sandte,  hi  solchem 
Falle  wird  das  Versprechen,  am  Schlüsse  einen  Diorismus  und 
eine  Lösur^  zu  geben,  weiches  Diokles  nicht  kennt  oder  nicht 
beachtet,  wahrscheinlich  ein  Versuch')  sein,  der  später  einge- 
schobenen ist,  um  zu  erklären,  weshalb  für  den  Äi^enbhck 
keine  Lösung  gegeben  wird.  Oder  Archimedes  kann  selbst 
eine  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  gefunden,  und  sich  dann, 
gerade  weil  er  die  weiter  reichende  ÄnwendbEtrkeit  der  in  der 
Gleichung  ausgedrückten  allgemeineren  Aufgabe  kannte  oder 
vorhersah,  voi^enommen  haben  dieselbe  hinterher  besonders 
zu  behandeln,  und  so  wirklich  selbst  das  Versprechen  gegeben 
haben,  das  der  Text  enthält.  Das  von  Eutokius  gefundene 
Manuskript  kann  also  entweder  davon  herrühren,  dafs  Ar- 
chimedes wirklich  seinen  Vorsatz  ausgeführt  hat,  oder  es  kann 
die  Tradition  darüber  enthalten,  wie  er  verfahren  ist.  Diese 
beiden  Erklärungen  sind  natürlicher  als  die,  dafs  die  Lösung 
bereits  zu  Diokles'  und  Dionysodorus'  Zeiten  aus  allen  Ab- 
schriften der  Bücher  über  die  Ki^el  und  den  Gylinder  ver- 
schwunden gewesen  sein  sollte,  nachdem  sie  einmal  in  dieser 
Schrift  gestanden  hatte. 

Durch  das  Gesagte  haben  wir  auch  einen  Beitrag  erhalten 
für  die  Beantwortung  der  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  erho- 
benen Frage,  ob  der  Nanie  ,kÖrperliche  Aufgaben'  sich  nicht 
auf  die  Darsteüung  solcher  Aufgaben  dui'ch  kubische  Gleichun- 
gen beziehen  könne.  Hat  man  diese  Gleichungen  wirkhch  seih- 
ständig behandelt,  so  war  es  ja  auch  ganz  natürlich,  dafs  man 
ihnen  selbst  oder  den  Angaben,  welche  sich  durch  sie  aus- 
drücken liefsen,  einen  besonderen  Namen  gab.  Von  gröfserer 
Bedeutui^  ist  indessen  die  umgekehrte  Betrachtung,  und  diese 
ist  es,  welche  dei'  Frage  nach  dem  Ursprünge  der  Benennung 
(körperliche  Aufgaben'  ihr  gröfstes  Interesse  verleiht.  Hat  der 
Name  ,körperliche  Angaben'  wirklich  ursprünglich  die  von  uns 

I)  Diese  Annahme  ist  um  so  mehr  zul&ssig,  als  m  dem  überlieierten 
Text  der  Beweis  dieses  Satzes  unzweifelhafte  Einschiebsel  enthält,  die 
zum  Teil  bereits  zu  Eutokius'  Zeit  voihanden  waren  (vergl.  Archimedes, 

heratisg.  r.  Heiberg,  I,  S-  213,  Anm.  3). 
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veriimtete,  an  und  für  sich  natürlichste  Bedeutung  gehabt,  so 
ist  dieser  Name  ein  Zeugnis  für  das  Gewicht,  welches  man 
auf  die  Zurückführharkeit  der  Aufgaben  auf  kubische  Glei- 
chungen legte,  also  auch  für  die  grofse  Bedeutung,  welche  man 
der  Lösung  dieser  Gleichungen  zuerkannte.  Da  Archimedös, 
wie  wir  gesehen  haben,  die  Lösung  von  wen^stens  einer  wich- 
tigen Küasse  dieser  Gleichungen,  auf  welche  sich  die  übiigen 
st^ar  ziemhch  leicht  zurückführen  lassen,  gekannt  hat,  so  mufs 
man  jedenfalls  mehr  den  Griechen  als  den  Arabern 
dasVerdienst  der  graphischen  Behandlung  kubischer 
Gleichungen  durch  Kegelschnitte  zuerkennen;  aber 
haben  wir  Recht  mit  unserer  Annahme  über  den  Namen  ,kör- 
perliche  Aufgaben',  so  können  wir  hierbei  nicht  stehen  bleiben: 
dasVerdienst  diese  Gleichungen,  deren  algebraische  Lösung 
später  die  Wiedergeburt  der  theoretischen  Mathematik  in  Eu- 
ropa einleiten  sollte,  begriffsmäfsig  aufgestellt  zu  haben 
wurde  dann  auch  bereits  den  Griechen  angehören. 

Indes  müssen  wir  uns  hier  beeilen  hinzuzufügen,  dafs 
selbst  die  Kenntnis  der  kubischen  Gleichungen  und  ihrer  Be- 
handlung, die  wu'  mit  voller  Bestimmtheit  Ärchimedes  haben 
beilegen  können,  sich  nichtsdestoweniger  ziemlich  rasch  ver- 
loren hat.  So  sehen  wir,  dafs  bereits  Diokles,  der  nach 
Cantor  spätestens  etwa  100  v.  Chr.  gelebt  haben  mufs,  mit  der 
Bedeutung  einer  kubischen  Gieichur^  nicht  bekannt  ist.  Er 
sagt  nämlich  von  Ärchimedes'  Kugelteilung*),  dafs  diese  die 
Frage  auf  „eine  andere  Aufgabe,  welche  er  nicht  im  Buche 
über  die  Kugel  und  den  Cylinder  löst" ,  zurückführe.  Die 
Lösui^  der  ursprünglichen  Aufgabe,  die  er  darauf  selbst  anführt 
und  die  wir  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mitteilen  werden, 
ist  nun  allerdings  von  der  Art,  dafs  sie  auf  Grund  einer  Ver- 
allgemeinerur^ ,  die  er  einführt,  einer  Gleichung  dritten  Grades 
mit  allen  vier  Gliedern  entspricht,  aber  es  ist  überhaupt  keine 
Rede  davon  dieselbe  in  einer  einzebien  Gleichung  oder  Propor- 
tion auszudi'ücken.  Er  vertShrt  insofern  eleganter,  als  er  die 
Bestinunung  der  Kegelschnitte,  durch  welche  die  Aufgabe  gelöst 

')  Vergl.  Ärchimedes,  herausg.  v.  Heibei^,  III,  S.  190. 
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irvird,  direkt  an  diese  anschliefst ;  aber  gerade  dadurch  mrd 
seine  Behandlung  nicht  zu  einer  Lösung  der  Itubischen  Glei- 
chung. Etwas  anders  verhält  es  sich  wohl  mit  der  Kugelteilung, 
die  dem  (nach  Cantor)  etwas  jüngeren  Dlonysodorus  ver- 
dankt wird,  da  dieser^)  wirklich  die  Gleichung 

x^  (a  —  ir)  =  &^c, 
ausgedrückt  durch  dieselbe  Proportion  wie  bei  Archimedes, 
löst;  aber  nichts  deutet  darauf  hin,  dafs  er  in  der  Zurück- 
führung  auf  die  genannte  Gleichmig  oder; Proportion,  welche 
er  von  Archimedes  entlehnt,  irgendwelche  umfassendere  Me- 
thode erbückt.  Es  ist  nämlich  weder,  von  einer  durch  die 
Gleichung  bestimmten  allgemeineren  Aufgabe  noch  von  einem 
Diorismus  die  Rede,  Indessen  giebt  er  faktisch  eine  neue 
Lösung  derselben  kubischen  Gleichung  —  die  sich  auch  als 
eine  Veral^emeuierung  von  Menächmus'  Lösung  der  reinen 
kubischen  Gleichung  betrachten  läfst  ^  nämlich  durch  die 
Scbnittptmkte  der  beiden  Kegelschnitte 

y^  =■  c{a- — x)     imd     xt/  =  bc. 

Es  wird  nun  von  Interesse  sein  auch  die  nächsten  Nach- 
folger von  Archimedes  zu  betrachten,  und  besonders  zu  untei- 
suchen,  ob  es  wahrscheinlich  ist,  dafs  Apoll onius  kubische 
Gleichungen  in  ihren  erwähnten  antiken  Formen  als  besondere 
Aufgaben  gekannt  habe. 

Aus  Apollonius'  Vorreden^)  geht  unzweifelhaft  hervor, 
sowohl  dafs  man  vor  seiner  Zeit  nicht  nur  viele  Aufgaben 
mittels  der  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  gelöst,  sondern 
auch  Mittel  gekannt  hat,  um  die  Anzahl  der  Lösungen  solcher 
Aufgaben  zu  bestimmen,  als  auch  dafs  er  selbst,  im  dritten 
Buch  durch  die  Vervollständigung  der  Grundlage  für  die  Lehre 
von  den  körperlichen  Örtern,  und  im  viei-ten  Buch  dui'ch  eine 
vollständigere  und  besser  begründete  Bestimmung  der  höchsten 
Anzahl  von  Schnittpunkten  zwischen  zwei  K^elschnitten  die 
Mittel  für  solche  Auflösungen  und  Diskussionen  wesentlich  ent- 
wickelt und  verbessert  hat. 

')  Archimedes.  hemu^.  v.  Heihci-g,  III,  S,  ISO. 
')  Vergl.  Anhang  1. 
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Alles,  was  sich  in  diesen  Bflchem  findet,  weist  indessen 
mehr  auf  eine  dii'ekt  geometrische  Behandlung  aller  Aufgaben 
hin,  welche  sich  auf  dem  angegebenen  Wege  lösen  lassen,  als 
auf  eine  Behandlung  der  Gleichur^en  dritten  Grades,  auf  welche 
ein  Teil  dieser lAufgaben  sich  zurückfuhren  läfst.  Namentlich 
mufs  es,  wenn  man  an  die  Lösung  der  kubischen  Gleichungen 
denkt,  die  wir  dem  Archimedes  zi^eschriebeh  haben,  auffallend 
erscheinen,  dafs  im  vierten  Buch  nichts  besonderes  über  die 
Anzahl  von  Schnittpunkten  zwischen  einer  Hyperbel  und  einer 
Parabel,  deren  Axe  einer  Asymptote  parallel  ist,  gesagt  wird. 
Dafs  man  aber  —  wie  wir  schon  im  neunten  Abschnitt  berübi-t 
haben  —  diesem  Umstände  keine  zu  grofse  Bedeutui^  bei- 
legen darf,  sieht  man,  wenn'raan  zu  Apoälonius'  fünftem  Buche 
übergeht,  in  dem  sich  zeigt,  dafs  er  bei  seinen  eigenen  Unter- 
suchungen in  51,  58  und  62  gerade  die  Schnittpunkte  von 
zwei  solchen  Kurven  benutzt  und,  ohne  nähere  B^ründung, 
die  richt^e  Anzahl  von  Schnittpunkten  angiebt.  Es  sieht 
also  vielmehr  so  aus,  als  ob  Apoiionius,  der  im  vierten  Buch 
allein  das  Maximum  von  Schnittpunkten  vor  Äugen  hat,  den 
Einflufs  des  erwähnten  Parallelismus  als  bekannt  oder  ein- 
leuchtend betrachtet  hat  —  ebensowohl  wie  den  Einflufs 
gleicher  A^ymptotenricbtui^  für  zwei  Hyperbeln.  Möglicher- 
weise können  solche  Fälle  in  Konons  früherer  Behandlung 
desftell»en  Gegenstandes,  die  Apoiionius  erwähnt,  untersucht 
worden  sein.  Ja  wir  können  s^en,  dafs  dies  entweder  der 
Fall  gewesen  sein  mufs,  oder  auch  dafs  Konon  den  Einflufs 
eines  solchen  ParaJlelismus  gleichfalls  als  einleuchtend  be- 
trachtet haben  mufs,  .wenn  anders  seine  Untersuchungen  die 
von  Apoiionius  hervoi^ehobene  Bedeutung  für  den  Diorisraus 
von  Aufgaben,  die  diu-ch  Kegelschnitte  gelöst  werden,  gehabt 
haben  sollen;  denn  bei  den  einfachsten  von  diesen  Aufgaben, 
die  man  wohl  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  zu  Konons  Zeit 
gekannt  hat,  geben  eine  Hyperbel  und  eine  Parabel  in  der  ange- 
gebenen Lage  zu  einander  die  nächstliegenden  Lösui^en,  Solche 
Kurven  wurden  dann  auch  —  aufser  bei  der  hier  besprochenen 
Lösung  kubischer  Gleichungen  —  in  der  einen  der  von  Menäch- 
mus   gegebenen  Bestimmui'^en  der  beiden  mittleren  Propor- 
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tionalen  benutzt,  die  im  übrigen  selbst  keine  Veranlassung  zur 
Untersuchung  der  Anzahl  der  Auflösungen  g^eben  hat. 

Man  darf  also  aus  dem,  weis  sich  bei  Apollonius  findet, 
keine  Schlüsse  gegen  eine  frühere  selbständige  Behajidlung 
der  kubischen  Gleichur^en  ziehen  wollen.  Vielmehr  wird  die 
Art  und  Weise,  wie  er  Konon  erwähnt,  in  Verbindung  mit 
dem,  was  wir  sonst  über  ältere  Anwendui^en  körperlicher 
Örter  wissen,  ein  neuer  Grund  für  die  Annahme  einer  solchen 
Behandlung  sein.  Man  sieht  nämlich  hieraus,  dafs  die  Anzahl  der 
Aufgaben,  welche  mittels  der  Schnittpunkte  von  K^elschnitten 
behandelt  worden  sind,  nicht  gut  auf  die  wenigen  beschi'änkt 
gewesen  sein  kann,  welche  uns  aufbewahrt  sind,  von  denen 
mehrere  sogar  dui'chaus  keine  Veranlassung  zu  einem  Diorismus 
geben.  Man  kann  aus  dem  von  Apollonius  erwähnten  Wider- 
spruch von  Nikoteles'  Seite  schliefsen,  dafs  bereits  Konon  aus- 
drücklich das  Ziel  verfolgte,  Mittel  anzugeben,  um  die  Anzahl 
von  Lösungen  für  die  Angaben,  welche  durch  Kegelschnitte 
gelöst  werden,  zu  b^timmen;  aber  das  Bedürfnis  nach  diesen 
Mitteln  deutet  darauf  hin,  dafs  Klassen  von  diesen  Aufgaben 
existierten,  für  deren  Lösung  man  eingehendere  Regeln  besafs, 
und  dann  ist  der  Gedanke  an  keine  andere  Klasse  so  nahe- 
liegend, wie  der  an  die  geometrischen  Formen  der  kubischen 
Gleichung. 

Aus  dem,  was  hier  über  Apollonius  und  Diokles 
gesagt  ist,  läfst  sich  eine  Erklärung  dafür  entnehmen,  wie  es 
hat  geschehen  können,  dafs  die  Lösung  der  kubischen  Glei- 
chungen durch  Kegelschnitte  zu  den  Zeiten  des  letztgenannten 
vei^essen  war,  nachdem  Archimedes  dieselbe  ganz  oder 
teilweise  gekannt  hatte.  Diese  Eb-klärm:^  wu-d  sich  am  b^ten 
an  eine  zusammenfassende  Darstellung  der  Art  und  Weise 
anschliefsen  lassen,  wie  die  in  diesem  Abschnitt  behandeilen 
Untersuchungen  und  Theorien  in  Übereinstimmung  mit  den 
von  uns  mitgeteilten  Thatsachen  sich  entwickelt  haben  können. 
Wenn  wir  nun  diese  von  uns  vennutete  Entwicklungsgeschichte 
als  ein  wahrschemKches  Resultat  unserer  Mitteilungen  hervor- 
treten lassen,  so  müssen  wir  doch  zugleich  bemerken,  dafs  sie 
wohl  kaum  die  einzige  mögliche  Erkläi-ung   der  besprochenen 
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Thatsachen  abgeben  wird,  dafs  man  vielmehr  diese  That- 
sachen  und  nicht  ihren  geschichtlichen  Zusammenhang  als 
sichere  Ausbeute  unserer  Untersuchung  zu  betrachten  hat. 
Unsere  Vermutur^  läfst  sich  folgendermarsen  darstellen: 

Als  man  sah,  mit  wie  grofsem  Erfo^e  sich  Operationen 
mit  ebenen  Figuren  anwenden  liefsen,  um  die  Lösung  geome- 
bischer  Aufgaben  zu  finden,  und  als  man  auf  diesem  W^e 
die  Aufgaben,  die  wir  quadratische  Gleichungen  nennen,  gelöst 
und  zugleich  gesehen  hatte,  wie  viele  verschiedenartige  andere 
Aufgaben  sich  auf  diese  zurückfuhren  Uefsen,  so  war  der  Ver- 
such nahe  gelegt,  etwas  ähnliches,  aber  weitei^ehendes  dadurch 
zu  erreichen,  dafs  man  auf  entsprechende  Weise  mit  Würfeln 
und  Parallelepipeden  verfuhr.  Besonders  iiaheU^end  war  es 
—  wie  in  den  meisten  der  betracliteten  Beispiele  —  die  Auf- 
gaben, welche  andere  Volumina  betrafen,  auf  Relationen  zwi- 
schen den  genannten  beiden  Körpern  zurücltzuführen.  Die 
Analogie  mufste  die  Hoffnung  erwecken,  dafs  zweierlei  gelingen 
würde:  erstens  die  reine  kubische  Gleichung  zu  lösen  oder  die 
Multiplikation  des  Würfels  auszuführen,  und  zweitens  auch  a%e- 
meinere  kubische  Gleichungen  durch  Unisteilung  und  Umformung 
der  Parallelepipeda,  welche  in  der  stereometrisehen  Darstellung 
derselben  vorkamen,  auf  jene  einfachere  Gleichung  oder  auf 
die  mit  ihr  identische  Bestimmung  von  zwei  mittleren  Propor- 
tionalen zurückzuführen.  Dies  letztere  Bestrehen,  dessen  Ver- 
wirklichung eine  Lösung  der  allgemeinen  kubischen  Gleichung  in 
dem  Sinne,  wie  sie  erst  von  den  Italienern  zur  Zeit  der  Renais- 
sance erreicht  wurde,  gewesen  sein  würde,  hatte  keinen  Erfo^ 
und  hat  keine  anderen  Spuren  hinterlassen  als  eben  den  Namen 
,körp erhebe  Aufgaben'. 

Dagegen  gelang  es  die  beiden  mittleren  Proportionalen  zu 
bestimmen  oder  den  Würfel  zu  multipHcieren,  und  man  nannte 
daim  wegen  ihrer  Verwendbarkeit  für  diese  Zwecke  die  von 
Archytas,  Eudoxus  und  Menächmus  gefundenen  Kurven,  von 
denen  überdies  die  ersteren  Raumkurven  waren  und  die  letz- 
teren, die  Kegelschnitte,  auf  stereometrischem  Wege  erzeig 
wurden,  ,körperliche  Orter',  Dafs  man  diesen  Namen,  der,  als 
man  nach  und  nach  sich  auf  die  Benutzung  von  Kegelschnitten 
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beschränkte,  nur  auf  diese  angewendet  wurde,  aüein  mit  der 
Multiplikation  des  Würfels  verband,  war  nichts  widersinniges 
zu  einer  Zeit,  wo  man  noch  hoffte  alle  körperlichen  Aufgaben 
auf  diese  Bestimmung  zvu-ückführen  zu  können;  aber  der  Name 
.körperliche Örter'  kann  auch  entstanden  sein,  nachdem Ärchi- 
medes  oder  ein  früherer  Mathematiker  gefunden  hatte,  dafs 
auch  andere  kubische  Gleichur^en  sich  mit  Hülfe  von  K^el- 
schnitten  lösen  liefsen. 

Durch  diese  letzte  Entdeckung  nmfste  es  den  Anschein 
gewinnen,  als  ob  man  dasselbe  eiTeicht  hätte,  was  man  durch 
stereometrische  Operationen  erstrebt  hatte.  Selbst  wenn  es 
nämlich  jetzt  gelingen  sollte  durch  diese  Operationen  Aufgaben 
auf  reine  kubische  Gleichungen  zurückzuführen,  so  erforderte 
die  Lösung  dieser  die  Benutzung  von  Kegelschnitten,  mit  deren 
Hülfe  man  sie  nun  auch  ohne  diese  Reduktion  lösen  konnte. 
Die  stereomeirischen  Operationen  mufsten  dann  forfallen.  Wir 
linden  dieselben  nicht  mehr  bei  Archimedes,  wenn  er  —  oder 
der  Verfasser  des  von  Eutokius  gefundenen  Manuskriptes  — 
auch  fortfährt  die  stereometi-ische  Darstellung  der  Gleichung 
selbst  zu  benutzen. 

Indessen  behielten  die  kubischen  Gleichungen  —  in  ihrer 
stereomeüischen  Form  oder  in  der  Form  von  Proportionen  — 
immer  noch  ihre  Bedeutung  als  einfache  Aufgaben ,  deren 
Lösung  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  konnte,  und  auf 
die  sich  mannigfache  andere  Aufgaben  zurückführen  liefsen. 
Da  man  aber  keine  andere  Lösung  als  die  graphische  durch 
Kegelschnitte  kannte,  so  mufste  auch  diese  Bedeutung  sich 
verlieren,  wei!  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  namentlich 
durch  Apolloiüus,  sich  derartig  entwickelte,  dafs  man  reichere 
Mittel  erhielt  direkt  die  Kurven  zu  bestimmen,  durch  welche 
voä^elegrte  Aufgaben  gelöst  werden  konnten,  ja  dafs  man  in 
den  Stand  gesetzt  wurde  dies  ebenso  leicht  zu  erreichen  -wie 
die  Umfoi'mung  in  eine  kubische  Gleichung.  Diese  Umformung 
war  nämhch  durch  die  damals  existierenden  Mittel  nicht  immer 
leicht  durchführbai'.  Man  war  auch  schon  vor  Apollonius' 
Zeit  auf  Aufgaben  gestofsen,  die  sich  durch  die  Kegel- 
schnitte lösen  hefeen,  die  man  aber  nicht  auf  kubische  Glei- 
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chungen  zurückzuführen  vermochte,  nämlich  mehrere  solche, 
deren  nächstliegende  algebraische  Darstellung  eine  Gleichung 
vierten  Grades  ist.  Da  nun  überdies  Apollonius,  bei  dem 
man  bald  gewohnheitsmäfsig  alle  Aufklärungen  über  Kegel- 
schnitte suchte,  lüchts  über  deren  besondere  Anwendung  auf 
kubische  Gleichungen  mitteilte,  so  wird  es  verständlich,  dafs 
diese  und  ihre  Lösungen  dem  Vei'gessen  anJieimiielen  zu  einer 
Zeit,  wo  die  Auflösbarkeit  durch  Kegelschnitte  als  eine  gemein- 
same Eigenschaft  einer  umfassenderen  Klasse  von  Aufgaben, 
als  die  alten  körperlichen  Aufgaben  waren,  hervoiirat.  Dann 
wurde  es  natürlich,  wie  bei  Pappus  geschehen  ist,  auf  diese 
umfassendere  Klasse  die  Benennung  ,körperhche  Aufgaben'  zu 
übertragen.  Diese  haben  demnach  ihrerseits  diesen  Namen  von 
den  zu  ihrer  Lösung  dienenden  körperlichen  Örtem  erhalten, 
die  wiederum  —  nach  der  hier  aufgestellten  Vermutung  — 
den  körperlichen  Aufgaben  im  älteren  und  engeren  Sinne  ihren 
Namen  verdanken. 

Von  diesen  letzteren  haben  wir  aussehliefslich  in  diesem 
Abschnitt  gesprochen.  Es  bleibt  uns  also  übrig  die  körper- 
lichen Aufgaben  im  umfassenderen  Sinne  zu  betrachten,  näm- 
lich alle  solche  Aufgaben,  welche  die  Griechen  mittels  zweier 
sich  durchschneidender  Kegelschnitte  gelöst  haben  ohne  sie 
erst  auf  kubische  Gleichui^en  zurückzuführen ,  sowohl  die- 
jen^en,  bei  welchen  sie  eine  solche  Reduktion  hätten  benutzen 
können,  als  auch  diejenigen,  welche  in  der  zunächstliegenden 
algebraischen  Darstellung  durch  eine  Gleichung  vierten  Grades 
angedrückt  werden.  Dafs  sie  diese  letzten  Aufgaben  auf 
irgend  eine  Weise,  die  unserer  Lösung  der  Gleichungen  vierten 
Grades  entspricht,  methodisch  auf  Gleichungen  di-itten  Grades 
zurückgeführt  haben  sollten,  davon  findet  sich  keine  Spur.  Es 
genügte  ihnen,  sie  alle  mit  Hülfe  von  Kegelschnitten  zu  be- 
handeln. 

Mit  diesen  körperliehen  Aufgaben  in  dem  weiteren  Sinne, 
m  dem  Pappus  das  Wort  nimmt,  werden  wir  uns  in  den 
beiden  folgenden  Abschnitten  beschäftigen;  aber  bereits  hier 
werden  wir  ein  Beispiel  dafür  erhalten,  wenn  wir  zu  den  m 
diesem  Abschnitt    behandelten    Ki^elteiiungen    nun    diejen^e 
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hinzufügen,  welche  von  Diokles  herrührt,  die  interessant  ist 
durch  die  Freiheit,  mit  der  die  Kegelschnitte  benutzt  werden. 
Es  ist  nänilich  bei  dieser,  wie  schon  erwähnt,  keine  Rede  von 
der  Zurückführung  auf  eine  kubische  Gleichung. 

Diokles  benutzt i)  Ärchimedes'  Änalysis  bis  zur  Bil- 
dui^  der  ersten  Gleichungen  (5)  [S.  238  und  Fig.  40] ,  die  er 
aber  etwas  vera%emeinert ,  indem 
er  sagi,  dafe  es  darauf  ankomme 
eine  gegebene  Strecke  DB  (Fig.  42) 
so  in  einem  Punkte  X  zu  teilen, 
dafs  wenn  man  an  den  beiden 
Enden  von  Dß  die  unbekamiten 
Strecken  LD  und  BB  hinzugefügt, 

"■ — n  gegebenen 


das  Verhältnis  -^^  , 

Wert  erhält   und    die   Verhältnisse 


Fig.  m. 


nissen  zwischen  einer  j 
XB  und  J)X  werden, 
gegebene  Strecke  mit  ■ 


DX  XB 

ebenen  Strecke  und  beziehungsweise 
Weim  wir  nun  die  zuletztgenannte 
bezeichnen,  die  bei  der  Anwendung 
auf  die  Ki^elteilung  der  Radius  r  {=  ^DB)  der  Kugel  ist, 
und  im  übrigen  dieselben  Bezeichnungen  wie  früher  benutzen 
(LX  =k,  XB^  k',  DX  =  h,  XB  =  k'),  so  werden  diese 
Bestinraiungen  der  gesuchten  Punkte  L,  X,  E  in  der  modernen 
Zeichensprache  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen 


-h'  =  27- 


(1) 


in  denen  h,  h' , 
chungcn  eigeben 

/^  _  k  —  h 


und  Ic'  unbekannt  sind.     Die  letzten  Glei- 


k 

h'  ■■\-  a 


')  Ärchimedes.  herausg.  v.  Heiberg.  III,  S.  18S  ft'. 
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Statt  hieraus  mm,  wie  Archimedes  thut,  durch  Elimination 
eine  Gleichui^  mit  öiner  Unbekannten  zu  bilden,  befolgt 
Diokles  die  R^el,  welche  Plücker  Innerhalb  der  modernen 
analytischen  Geometrie  aufgestellt  hat,  nämlich  die  gegebenen 
Bedingungen  (Gleichungen)  so  weit  möglich  direkt  zu  benutzen 
und  denselben  nicht  durch  eine  Elimination  ein  vei'wickelteres 
Aussehen  zu  geben. 


Ä'^  =  ^(A  +  »)(A'  +  «)  (4) 

abgeleitet,  und  aufserdem  hat  man  in  (3) 

{k-  ~h')h  =  a.  k'.  (5) 

Da  k'  =  2r~A,  so  drückt  die  letzte  Gleichung  aus,  dafs 
i/  =  k'  —  k'  die  im  Punkte  X  errichtete  Ordinate  einer  Hy- 
perbel ist,  die  sich  leicht  näher  bestimmen  läfsl.  Da  femer 
h-{-  a  und  h'  -{- a  die  Entfernungen  des  Punktes  X  von  den 
Punkten  A  und  C  angeben,  die  dadurch  bestimmt  sind,  dafs 
AD  ==  BC  -=  ß  auf  den  Verlängerimgen  von  DB  abgetragen 
wurden,  so  würde  Gleichung  (4)  ausdrücken,  dafs  k'  die  durch 
X  gehende  Ordinate  einer  Ellipse  mit  der  Axe  AC  ist. 

Die  Ordinaten  f  und  k'  =  y -\- h'  haben  indessen  hier 
verschiedene  Bedeutungen.  Die  Ordinate  k'  darf  deshalb  nicht 
von  der  g^ebenen  geraden  Linie  selbst  aus  gerechnet  werden, 
sondern  von  der,  deren  Ordinate  in  dem  beweghchen  Punkte  X 
den  Wert  ~  h'  hat,  d.  h.  von  der  Linie  BA^  aus,  die  in  B 
mit  der  gegebenen  einen  Winkel  von  45°  bildet.  Wird  die 
Ordinate  k',  welche  in  X  senkrecht  s-vi  ÄC  steht,  von  der 
Lmie  A^B  aus  als  Xj  M  gerechnet,  so  wird  der  Ort  für  ihren 
Endpunkt  M  eine  ElEpse  mit  dem  Durchmesser  A,  C, ,  dessen 
Verhältnis  zu  dem,  den  Ordinaten  parallelen,  konjugierten  Durch- 


messer gleich  1/2 —  wird. 


Die  Ordinate  des  Schnittpunktes  dieser  EUipse  und  der 
oben  erwähnten  Hyperbel  trifft  die  gegebene  gerade  Linie  in 
dem  gesuchten  Teilungspunkte  X. 
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Körperliche  Aufgaben  (Fortsetzung) ;    El 


Nachdem  Pappus  im  vierten  Buche  die  Einteilung  der 
iben  in  ebene,  körperliche  und  üneare  angeführt  hat,  verieiht 
er  dieser  Einteilung  Nachdruck,  indem  er  hinzufügt '),  dafs  man 
es  für  einen  nicht  geruagen  Fehler  ansehen  müsse,  eine  ebene 
.Aufgabe  durch  Kegelschnitte  und  andere  Kurven,  und  über- 
haupt eine  Aufgabe  mit  den  Hülfsmitteln  einer  fremden  Gattung 
zu  lösen.  Dafs  die  erste  hierin  ausgesprochene  Fordenmg 
schon  zu  Euklids  Zeit  anerkannt  war,  sieht  man  aus  seinen 
Elementen,  in  denen  die  Gerade  und  der  Kreis  die  einzigen 
untersuchten  Linien  und  die  einzigen  erlaubten  Konstruktions- 
mittel sind,  und  wo  Satz  2  des  ersten  Buches  zeigt,  dafs 
auch  eine  solche  unmittelbare  Verlegung  einer  Strecke  mit 
Hülfe  des  Zirkels  nicht  gestattet  wird,  bei  der  beide  Zirkelfüfse 
ihren  Platz  verändern.  Abgesehen  von  den  Konstruktionen 
in  Apollonius'   zweitem  Buch,   die  namentlich  zeigen,   wie  der 


A    g        H  It    1          2         M 

t  R    k     1                   t        A          1 

U    h  h        tu 

27         h           U  ta    1  g       f  h            D 

G    m  t        h   n  a    b 

nltgmg      Fhl     zihgh       wnn 

d      L  3111^               b      n  Äutfe  b     d      1    K  g  Is  hu  tt       d      höh 

K        n           ]      aad  g  ftind 

d    u  d  Qb    1     pt                      t  d 

H  If  m  tt  1                fr      d       l 

g  g  1  st        1         fl    B     p   1      nd 

d     A  f    i     Ib      d     F    ii  l 

imfftBh           ApU           Kgl 

hotten        d   d       m  B     1 

b       d      bp     1               4    1   m  d 

g      mm  a    k   -p    ti  h 

t  B      g      f            K          d  n          h 

ha       a      k    p    h  h      0  t 

H  If         n  hm      ist  es  mögl   h    d 

hm    iifg    t  Ut  n      t 

find                (Ob     d     P  1       btang    t 

B     Aiimd     hnSpfJ     Stl8)IhhbmtHbg(Zt.h 
f  M  th      Ph       h  t  1  tt  Aht    \Xm  4   S  117)  da»  ctt  ^  d       X 

dHdhftndm<.T^  1        A  Hltl         ggn 

N    h  tandh  I         vO  d    m      d      M  1  rzahl        X     ß  /rr  p 

d        t  Hdlfttl  Inttfe 

n     D      g  g       AI        d  d  Ap  11  h  b  Bf-i  h  Id 

gfen         d       hl      Vlfdes.  ddflgd      Abh 


t 
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gezeichnete  Kegelschnitt  sich  bei  der  Bestimmung  zu  ihm 
gehörter  Linien  benutzen  läfst  (S.  111),  habe  ich  auch  bei 
Ärchimedes  und  Apoltonius  keine  andere  Abweichung 
von  dieser  Regel  gefunden  als  die  von  Pappus  im  5ten  Buche 
von  Apollonius'  Kegelschnitten  angedeutete,  die  später  erklärt 
werden  soll.  Die  hinzugef^e  allgemeine  Forderung  mufs  unter 
anderem  den  Siim  haben,  dafs  man  bei  der  Lösung  von  Auf- 
gaben, die  sich  durch  Kegelschnitte  lösen  lassen,  keine  anderen 
Kurven  als  diese  nebst  der  Geraden  und  dem  Kreise  benutzen 
darf.  Hierdurch  will  Pappus  den  Lösungen  dieser  Aufgahen  durch 
mechanische  Hülfsmittel  die  Bedeutung  keineswegs  Eihsprechen 
~  er  sieht  dieselben  im  Gegenteil  für  praktisch  nützlich  an, 
weil  die  Kegelschnitte  schwierig  in  der  Ebene  zu  konstruieren 
sind ') ,  und  er  erdenkt  selbst  solche  Lösungen  — ;  aber  er 
beti'achtet  eine  Lösung  nicht  eher  als  theoretisch  vollständig, 
bevor  dieselbe  allein  durch  Kegelschnitte  bewerkstelligt  ist. 

Einige  der  überheferten  mechanischen  Konstruktionen  schei- 
nen denn  auch  aus  den  durch  die  Kegelschnitte  erhaltenen 
Lösungen  abgeleitet  zu  sein.  Das  gilt  namentlich  von  der  Kon- 
struktion zweier  mittlerer  Proportionalen,  welche  nach  Euto- 
kius^)  von  Apollonius  herrührt,  und  die  wahrscheinlich  die- 
selbe ist,  von  der  Pappus^)  sagt,  er  habe  sie  durch  Kegel- 
schnitte gefunden.  Dies  erklärt  nämlich  P.  Tannery*)  mit 
gutem  Grunde  durch  die  Annahme,  dafs  Apollonius  die  beiden 
Parabeln  x^  =  ay  und  if"  =  hx  des  Menächmus  mit  dem  Kreise 

^^  +  y^  —  ix  —  ay  =  0 
vertauscht  und  die  mittleren  Proportionalen  x  und  y  als  die 
Koordinaten  des  Punktes  bestimmt  habe,  in  dem  dieser  die 
Hyperbel  xy  =  ab  aufser  in  dem  Punkte  (a,  Ö)  schneidet. 
Die  zwischen  diesen  beiden  Punkten  abgeschnittene  Sehne  mufs 
dann  dieselbe  Mitte  haben,  wie  das  durch  die  Asymptoten 
der    Hyperbel    abgeschnittene    Stück    derselben    geraden   Ijnie. 

'}  Äu^.  V.  Hultsch,  S.  54. 
')  Ärchimedes,  herausg.  v.  Heibei-g.  Hl,  S.  76. 
')  Ausg.  V.  Hidtsch,  S.  56, 

')  Buüetra  des  Sciences  mathömatiques,  2"«  Serie,  T.  VIII,  1884,  S.  323. 
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Die  Schnittpunkte  dieser  Linie  und  der  Asymptoten  erhalten 
also  denselben  Abstand  vom  Mittelpunkt  des  Kreises.  Auf 
diese  Weise  gelangt  man  zu  der  von  Eutokius  mitgeteilten 
Konstruktion,  welche  darin  besteht,  dafs  man  ein  Lineal  sich 
um  den  Punkt  (a,  b)  drehen  läfst,  bis  die  Durchschnittspunkte 
zwischen  dem  Lineal   und  den  Asymptoten  gleichen  Abstand 

vom  Kreismittelpunkte  ("ä"'  "S")  bekommen. 

Genau  dieselbe  Konstruktion  teilen  Pappus  und  Eutokius 
unter  Herons  Namen  miti),  und  Eutokius  führt  unter  dem 
Namen  Philons  eine  an  ^),  die  von  jener  nur  dadurch  abweicht, 
dafs  die  gerade  Linie  so  durch  den  Punkt  (a,  b)  gelegt  wird, 
dafs  die  zwischen  dem  Kreise  und  den  Asymptoten  abgeschnit- 
tenen Stucke  gleich  grofs  werden. 

Wo  dagegen  die  Lösung  einer  Aufgabe,  die  sich  durch 
Kegelschnitte  lösen  läfst,  von  der  aber  keine  Lösung  durch 
Kegelschnitte  vorher  bekannt  war,  von  alten  Schriftstellern  auf 
eine  mechanische  Operation  zurückgeführt  wird,  da  nimmt  Pappus 
an,  dafs  der  Hauptzweck  dieser  Zurückführung  eine  solche  An- 
wendung voti  Kegelschnitten  gewesen  ist,  welche  die  mecha- 
nische Operation  ersetzen  konnte.  Ob  er  hierin  immer  Recht 
hat,  dürfte  jedoch  einigem  Zweifel  unterworfen  sein.  Die  For- 
derung, dafs  körperliche  Aufgaben  —  und  diesen  Namen  nehmen 
wir  hier  und  im  Folgenden  in  derselben  weiteren  Bedeutung 
wie  Pappus  —  immer  durch  Kegelschnitte  gelöst  werden  sollen, 
setzt  offenbar  voraus,  dafs  die  Lehre  von  den  K^elschnitten 
derartig  entwickelt  ist,  dafs  man  imstande  ist  diese  als  die 
einfachsten  Linien  nächst  der  Geraden  und  dem  Kreise  auf- 
zufassen. Sie  kann  deshalb  nicht  sofort  aufgestellt  worden 
sein,  als  man  anfing  Aufgaben  mit  Hülfe  der  Kegelschnitte  zu 
lösen,  sondern  sie  hat  erst  einen  vernünftigen  Gnmd  gehabt, 
als  die  Lösung  durch  Kegelschnitte  wirkliche  Vorteile  bringen 
konnte. 


')  Pappus,  Ausg.  V.  Hultsth,  S.G2  ff.;    Avch.im.edes ,  Ausg-.  v.  Heiberg,  [0, 

S.  70  ff. 
')  Archimedes,  Ausg,  v.  Heibei-g,  III,  S.  T2  ff. 
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Namentlich  giebt  es  eine  bestimmte  mechanische  Operation, 
die  so  einfach  ist  und  so  oft  von  den  Mathematikern  des  Alter- 
tums angewandt  und  erwähnt  wird,  dafs  man  annehmen  darf, 
die  Zurückführung  der  Aufgaben  auf  dieselbe  sei  nicht  ein 
blofses  Durcl^angsglied  zur  Konstruktion  durch  K^elschnitte 
gewesen.  Dies  ist  die  sogenannte  „vsöaie" ,  welche  im  allge- 
meinen darin  besteht,  durch  einen  gegebenen  Punkt 
eine  gerade  Linie  so  zu  ziehen,  dafs  zwischen  zwei 
gegebenen  Linien  ein  Stück  ,von  gegebener  Länge 
abgeschnitten  wird.  In  Übereinstimmung  mit  dieser  Be- 
deutung wollen  wii'  das  Wort  veöffcg  durch  Einschiebung 
wiedergeben,  nämlich  Einschiebung  des  gegebenen  Stückes  zwi- 
schen die  gegebenen  Linien,  worunter  dann  gleichzeitig  zu  ver- 
stehen ist,  dafs  die  eingeschobene  Strecke  oder  ihre  Verlänge- 
rung durch  einen  gegebenen  Pimkt  gehen  soll.  Diese  Aufgabe 
läfst  sich,  wenn  die  eine  der  beiden  gegebenen  Linien  eine 
Gerade  ist,  dadurch  lösen,  dafs  man  die  andere  von  einer 
Konchoide  durchschneiden  läfst ,  einer  Kurve ,  die  nach 
Pappus'  und  Eutokius'  Zei^is  von  Nikomedes  gefunden  ist, 
der  nach  Gantor  in  der  Zeit  zwischen  200  und  70  v.  Chr. 
gelebt  haben  soll,  während  Tannery,.^}  die  Zeit  seines  Lebens 
zwischen  Archimedes  und  Apollonius  verlegt.  Da  man  über 
eine  mechanische  Konstruktion  dieser  Kurve  verfügt,  so  erhält 
man  auch  eine  mechanische  Ausführung  solcher  Einschiebungen, 
bei  denen  die  eine  Linie  eine  Gerade  ist. 

Indessen  können  diese  und  andere  Einschiebungen  luch 
früher  auf  mechanischem  Wege  ausgeführt  worden  sem  da  es 
nicht  nötig  ist  dabei  an  die  Konchoide  odei  an  den  geometri- 
schen Ort  für  irgendeinen  beweghchen  Punkt  zu  denken  Min 
braucht  nämhch  nur  ein  Lineal  (oder  ein  zusammengefalteteb 
Stück  Papier)  mit  zwei  Marken,  deren  \bstand  gleich  der 
g^ebenen  Länge  ist,  so  um  den  festen  Punkt  zu  diehen  dafs 
die  eine  Marke  der  einen  gegebenen  Linie  folgt  bis  die  mdeie 
auf  die  andere  Linie  fällt.  Nikomedes  kann  dann  gerade 
durch  den  Gebrauch   dieses  Konstruktionsmittels  dahm  gefühlt 

')  Bulletin  des  Sciences  mathömatiques,  2™"  serie,  T,  VII,  S.  284. 
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worden  sein  den  Weg  der  zweiten  Marlce  zu  studieren  und 
durch  genauere  Behandlung  dieser  Kurve  die  Operation  zu 
veranschaulichen  und  umfassende  Regeln  für  den  Diorismus 
der  dadui'ch  gelösten  Aufgaben  aufzustellen.  Nikomedes'  Er- 
findung der  Konchoide  ist  also  sehr  weit  davon  entferat  ein 
Hindernis  für  die  Annahme  zu  sein,  dafs  man  in  älterer  Zeit 
Einschieb ungen  auf  mechanischem  Wege  ausgeführt  habe.  Wir 
glauben  im  Gegenteil,  dafs  eine  genauere  Untersuchung  zu 
dem  Resultat ')  führen  wird,  dafs  die  mechanische  Ausführung 
von  EinschieboDgen  in  der  älteren  Zeit  nicht  nur  praktisch 
angewandt,  sondern  auch  theoretisch  als  ein  Hülfs- 
mittel  anerkannt  worden  ist,  dessen  man  sich  be- 
dienen durfte,  wenn  eine  Aufgabe  nicht  mittels  Zirkel 
und  Lineal  gelöst  werden  konnte,  und  dafs  man  sich 
erst  in  einer  späteren  Zeit  verpflichtet  gefühlt  hat  jedesmal, 
wo  ea  möglich  war,  Kegelschnitte  zur  Ausführung  derjenigen 
Einschiebui:^en  anzuwenden,  die  sich  nicht  in  Konstruktionen 
mittels  Zirkel  und  Lineal  umformen  liefsen. 

Diese  Amiahme  stützt  sich  namentlich  auf  die  Aufgaben, 
welche  man  in  Einschiebungen  umgeformt  findet,  ohne  dafs 
hinterher  weitere  Regeln  für  ihre  Behandlung  gegeben  werden. 
In  dieser  Beziehung  dienen  die  Aufgaben ,  welche  sich  in 
Archimedes'  Buch  über  die  Spiralen  finden,  am  besten 
zur  Erläuterung.    Die  Beweise  für  die  Sätze  5,  6  und  7  dieses 


')  He  rfuf  J  at  P  ofe'isor  Oppermann  '  h  aufn  erksam  gemacht,  indem 
e  nameatlicl  al  val  's  1  e  il  1  hervorl  ob  dafs  Archimedes 
s  ch  de  an  Bucl  e  iibe  i  e  Sj.  ralen  erwähnte  Emschiebungen  me- 
hajjiB  h  anagefQhrt  gedad  labe  Da  er  luglech  berührte,  dats 
1  e  zablre  cl  en  Unterauchuno-en  von  E  n  d  el  imgen  in  der  altgrie- 
chisc!  e  L  te-atm  auf  e  ne  allgen  e  ne  Beautzung  h  ndeuteten,  so  habe 
ch  die  Ileen  eiche  ch  her  e  ngehenle  zu  entvickeln  suche,  aus- 
achl  el  1  ci  dem  Scharfs  nn  leg  verstorbenen  Tele!  ten  zu  verdanken. 
—  P  ofes  o  Opje  mann  machte  mich  au  1  dara  t  aufmerksam,  dafs 
er  s  h  n  aemer  A  fflas&  ng  mt  Newton  begegnete,  insofern  dieser 
m  seiner  , Appendix  de  aeqiiationum  constractione  hneari'  zur  Arith- 
metica  universalis  ohne  weiteres  voraussetzt,  dafs  Archimedea 
die  Konchoide  zur  Dreiteilung  des  Winkels  benutzt  habe,  ein  Verfaiiren, 
das  Newton,  der  im  Gegensatz  zu  Descartes  das  absolute  g 
Vorrecht  der  Kegelschnitte  bekämpft,  vollkommen  billigt. 


y  Google 


Mei;haiiische  Einsohiebungeni   Einschieb,  bei  AiTliimedes, 


im 


Buches  stützen  sieh  darauf,  dafs  man  durch  einen  Punkt  emer 
Kfeispei'ipherie  eine  gerade  Linie  ÄED  so  ziehen  kann,  dafs 
das  Stück  ED,  welches  zwischen  dem  zweiten  Schnittpunkt  E 
nüt  der  Kreisperipherie  und  der  Verlängerung  einer  gege- 
benen Sehne  abgeschnitten  wird,  eine  gegebene  Länge  erhält, 
und  die  Beweise  für  die  Sätze  8 — 9  stützen  sich  darauf,  dafs 
man,  wenn  bereits  durch  einen  Punkt  der  Kreisperipherie  eine 
Linie  ÄFG  (Fig.  43)  gezogen  ist,  die 
senkrecht  auf  der  Sehne  BC  in  einem 
Punkte  F,  der  nicht  die  Mitte  der 
Sehne  ist,  steht  und  den  Kreis  in  G 
schneidet,  durch  A  noch  eine  andere 
Linie  ADE  ziehen  kann,  auf  der  zwi- 
schen der  Sehne  selbst  und  der  Kreis- 
peripherie ein  Stück  DE  =  FG  abge- 
schnitten wird. 

Die  Richtigkeit  dieser  Vorausset- 
zungen, die  nicht  genauer  begründet 
werden,  ist  nun  allerdings  hier,  wo  gar  keine  wirkliche  Kon- 
struktion verlangt  wird,  sondern  nur  von  der  Existenz  der 
Lösungen  die  Rede  ist,  fast  unmittelbar  einleuchtend,  aber  es 
sieht  den  Alten  nicht  ähnlich  Behauptungen  über  die  Existenz 
von  Figuren  aufzustellen  ohne  zugleich  Mittel  zu  ihrer  Kon- 
struktion zu  besitzen.  Dafs  auch  Archimedes  selbst  sich  eine 
exakte  Konstraktion  ausgeführt  gedacht  habe,  darauf  deutet 
der  umstand,  dafs  er  an  den  angeführten  Stellen  ausdi'ücküeh 
vermeidet  Bogenlängen,  die  nicht  in  exakte  Konstruktionen  ein- 
geführt werden  durften,  zu  benutzen,  sondern  stattdessen  mit 
geradlinigen  Strecken  operiert,  welche  das  eine  Mal  gröfser, 
das  andere  Mal  kleiner  als  ein  gewisser  Bogen  smd,  mit  Stücken 
also,  die  man  sich  mit  Sicherheit  verschaffen  kann. 

Da  die  Konstruktionen  sich  nun  nicht  mittels  Zirkel  und 
Lineal  ausführen  lassen,  so  ü^  die  Vermutung  nahe,  dafs  Ar- 
chimedes K^elschnitte  dazu  benutzt  habe').   Das  komite  nicht 


Fig.  43. 


')  So  meiot  Dr.  Heiberg,  dafs  man  bei  der  Uiitersuchui^  über  Archi- 
medes' Kenntnis  der  Kegelschnitte  aucli  davon  ausgehen  mflsse,  dafa 
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besonders  schwierig  sein,  und  nameßtlich  mufs  die  Anwendung 
der  körperlichen  Örter,  welche  Pappns  am  Schlüsse  des  4ten 
Buchs  ^)  anführt  und  gerade  für  die  Lösung  der  hier  erwähnten 
Aufgaben  angewandt  wissen  wiil,  sich  leicht  dargeboten  haben. 
Die  Konstruktion  wird  dann  etwa  folgendermafsen  gefunden 
und  ausgeführt  worden  sein. 

Soll  DE  (in  F^.  43,  die,  mit  Ausnahme  der  Lage  der  ein- 
zelnen Teile  und  der  diesen  entsprechenden  Diskusaion,  für 
jede  behebige  der  hier  erwähnten  Bestimmungen  verwendbar 
ist)  die  Gröfse  k  haben,  so  erhält  man  aus  der  Figur,  dafs 
BD.DC  ^  k.AD,  oder,  wenn  BC  =  2c,  der  Abstand  DB 
des  Punktes  D  von  der  Mitte  E  der  Sehne  BC  gleich  x  gesetzt 
wird,  imd  wenn  BF  =^  a  und  ÄF  -=  6,   dafs 

c^  —  x^  =  k^(a  —  xy~{-b''. 
Setzt  man    die  beiden  Seiten    dieser  Gleichung  gleich  ky,    so 
wird  X  bestimmt  als  Abscisse  des  Schnittpunktes  zwischen  der 
Parabel 

>  -  '^  (') 

und  der  Hyperbel 

y>  _.(«-»,)> +  6'.  (S) 

Ist  nun  in  dem  durch  die  Figur  dargestellten  besonderen  Falle 
h  =  FG,  so  werden  diese  beiden  Kurven  durch  A  gehen  (wenn 
man  die  Ordinaten  abwärts  als  positiv  rechnet).  A  wird  ein 
Scheitelpunkt  der  Hyperbel  und  F  ihr  Mittelpunkt.  Da  aber 
die  Äxe  der  Parabel  durch  B,  und  sie  selbst  dm'ch  B  und  C 
geht,  so  ist  es  klar,  dafs  sie  die  Hyperbel  aufser  in  ^  in  noch 
einem  Punkte  schneiden  mufs,  dessen  Projektion  D  auf  die 
Sehne  BC  selbst  fällt.  Dieser  Punkt  wird  mit  F  nur  unter 
der  Voraussetzung  (die  Archimedes   ausdrücklich   ausschliefst) 


er  diese  Konstniktionea  durch  Kegelschnitte  ausgeführt  habe  (Zeitschr. 
f,  Math.  u.  Phys.,  hist.  lit:  Abt.,  XXV,  %  S.  66). 
')  Ausg.  V.  Huitsch,  S.  S98 — 302,  Man  Tergleiche  auch  Heibergs  Vei'- 
beaaemng  des  Textes  und  die  daran  geknüpfte  Auseinandersetzung 
über  die  Anwendung  in  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  hist.  ht.  Abt.,  XXIII, 
4,  S,  118. 
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zusammenfallen,  dafs  F  selbst  mit  der  Mitte  i?  der  Sehne 
zusammenfällt. 

Es  unterli^  keinem  Zweifel,  dafs  bereits  Archimedes, 
wenn  er  gewollt  hätte,  diese  Konstruktion  von  ABU,  für  die 
nur  Hölfsmittel  angewandt  werden,  die  zu  seiner  Zeit  vollkom- 
men bekannt  waren,  etwa  auf  dieselbe  Weise  hätte  ausführen 
können,  und  dafs  er  an  diese  Konstruktion  die  Begründung 
seiner  Behauptungen  hatte  aaschliefsen  können  aber  die  Be- 
gründur^  ist  za  w  titlaulig  als  daf-?  man  annehmen  dürfte,  dafs 
er  mit  einigem  Rechte  habe  glauben  können  heme  Leser  würden 
ohne  weitere  Anleitung  imstande  ^e^e^ten  sem  sich  auf  diese 
Weise  von  der  Richtigkeit  seinei  Behauptungen  z«  überzeugen. 

Dagegen  wird  die  Richtigkeit  derselben  einleuchtend  genug 
gewesen  sein,  um  das  Fortlassen  jeder  Begründung  bei  Archi- 
medes zu  erklären,  wenn  man  sich  in  allen  genannten  Fällen  die 
Konstruktion  von  ADE  auf  dem  von  uns  angegebenen  mechani- 
schen Wege  ausgeführt  denkt.  So  wird  in  Fig.  43  die  Möglichkeit, 
noch  eine  von  AFG  verschiedene  Linie  ADE  zu  ziehen,  wenn 
AEG  senkrecht  auf  BC  steht  und  wenn  F  nicht  die  Mitte 
dieser  Sehne  ist,  daraus  hervorgehen,  dafs  eine  Drehung  der 
ADE  von  AFG  aus  gegen  den  Mittelpunkt  des  Kreises  sogar, 
wenn  E  sich  auf  einer  durch  G  zu  BC  gezogenen  Parallelen 
bewegen  müfste,  DE  dahin  bringen  würde  gröfsere  Werte  als 
FG  anzmiehmen,  also  um  so  mehr,  wenn  E  sich  auf  dem 
über  einer  solchen  Parallelen  liegenden  Kreisbogen  bewegt, 
dafs  also  FG  nicht  der  Maximalwert  ist.  Noch  verständlicher 
wird  das  Foi-tlassen  einer  Begründung  bei  Archimedes,  wenn 
nian  bedenkt,  dafs  die  Anerkennur^  des  erwähnten  Konstruk- 
tionsmiitels  wahrscheinlich  verbunden  war  mit  der  Aufstellung 
einiger  Regeln  für  die  Diskussion  von  Aufgaben,  die  sich  auf 
diesem  Wege  lösen  liefsen. 

Eine  sehr  bekannte  Aufgabe,  die  Dreiteilur^  des  Winkels, 
ist  sogar  auf  verschiedenen  Wegen  auf  Einschiebung  zurück- 
geführt worden.  Die  eine  von  diesen  wird  insofern  Archi- 
medes zugeschrieben,  als  sie  sich  in  einem  der  Sätze  angegeben 
findet,  die  uns  durch  die  Araber  unter  dem  Namen  von 
„Archimedes'  Wahlsätzen"    überliefert  sind.      Der    achte    von 
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diesen ')  sagt,  dat's  wenn  man  auf  der  Verlängerung  einer  Sehne 
AB  eines  Kreises  ein  dem  Radius  gleiches  Stück  BC  abträgt, 
und  durch  C  den  Durchmesser  CFE  zieht  (Fig.  44),  der  Bogen 
BF  ein  Di'iLLel  des  Bogens  AE  wird.  Einerlei  ob  dieser  Satz, 
der  sich  leicht  beweisen  läfst,  von 
4  Archimedes  herrührt  oder  nicht,  der 

Zweck  desselben  hat  sicherhch  in 
der  Anwendung  bestanden,  welche 
arabische  Schriftsteller  von  ihm 
machen,  nämüch  in  der  Dreiteilung 
des  za  AE  gehörigen  Gentriwinkels. 
„.     ,,  Diese  ist  also  auf  eine  Einschiebung 

zurückgeführt,  nämüch  durch  A  die 
Linie  AC  so  zu  ;^iehen,  dafs  das  zwischen  ihrem  zweiten  Schnitt- 
punkte B  mit  dem  Kreise  und  ihrem  Schnittpunkte  C  mit  dem 
Durchmesser  EF  abgeschnittene  Stück  BC  eine  g^ebene  Länge 
erhält. 

Diese  Einschiebung  geholt  als  specieller  Fall  unter  die- 
jenigen, welche  im  Buche  über  die  Spiralen  benutzt  werden, 
und  die  sich  mittels  der  oben  beschriebenen  körperlichen  Örter 
lö.sen  lassen.  Pappus  sagt  von  diesen'),  dafs  sie  sich  auch 
auf  viele  andere  körperliche  Aufgaben  anwenden  lassen  als 
diejenigen,  welche  die  Spirale  betreffen;  doch  nennt  er  die 
Dreiteilung  des  Winkels  nicht  besonders.  Dies  ist  etwas 
auffallend,  da  er  ausführlich  über  die  beiden  anderen  Drei- 
teilungen des  Winkels  berichtet,  welche  im  Verlaufe  dieses 
Abschnittes  Erwähnung  finden  werden.  Vielleicht  könnte  dies 
darauf  hindeuten,  dafs  die  Dreiteilung  des  Winkels,  weiche  hier 
dem  Archimedes  beigelegt  wird,  nicht  griechisch  ist,  sondern 
von  den  Arabern  herrührt.  Abgesehen  von  der  interessanten 
Übereinstimmung  mit  den  Voraussetzungen  in  der  Schrift  über 
die  Spiralen,  ist  hierauf  kein  grofses  Gewicht  zu  legen,  da  die 
Behandlui^  doch  ganz  auf  griechischem  Grunde  aufgebaut  ist 
und   keinenfalls    unrichtige   Vorstellungen    über   das  Verfahi'en 


')  Archimedes.  herausg.  v,  Heiborg,  II,  S.  4^7. 
')  Ausg,  V,  Hiütseh,  S.  298. 
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der  Griechen  erwecken  kann.  Das  sieht  man  am  besten  durch 
Betrachtung  der  einen  von  den  Lösungen  derselben  Aufgabe, 
die  nach  Pappus'  Mitteilungen  von  den  alten  griechischen 
SehriftsteUern  herriöhrt  und  durch  welche  die  Aufgabe  auf 
eine  andere  Einschiebung  zurückgeführt  wird. 

Ist  (F^.  45)   ABC   der  Winkel,    an    dem    die    Droiteilur^ 
vorgenommen    werden   soll,    und  EBC   ein  Drittel    desselben, 


.4 
D 


Fig.  45- 


ist  ferner  AC-l-BC,  ÄEJ-AC  und  R  die  Mitte  von  DE, 
so  wird  z_AHD  •=  2  ^  AED  =  ^  ABH,  folglieh  AB  = 
AH  =  DH  -^  HE.  Es  kommt  also  darauf  an  durch  B  eine 
Linie  BE  so  zu  ziehen,  dafs  die  Linien  AC  und  AE  auf  der- 
selben ein  Stück  DE  =  %AB  abschneiden,  oder,  wenn  man 
die  Aufgabe  verallgemeinert,  dafs  DE  einen  gegebenen  Wert  k 
erhält. 

Indem  Pappus  nun  zeigt,  wie  diese  Einschiebung  sich  durch 
Kegelschnitte  ausführen  läfst.  schreibt  er  ausdrücklich')  den 
Alten  dieselbe  Lösung  zu;  aber  es  steht  nichts  der  Annahme  im 
W^e,  dafs  dieselbe  Äu%abe  irüher,  ja  vielleicht  noch  zu  der- 
selben Zeit,  wo  man  die  Auflösung  durch  Kegelschnitte  kannte, 
durch  Reduktion  =)  auf  eine  Einschiebung  als  bei'eits  gelöst  be- 


'}  Ausg  \  Hultvcli  i,  S72   i^-u 

')  Proklussagt  (Au-.g  \  Fiiedlem  S  272)  eigentbcli  dafe  diea  enlwp  lei 
mit  dieser  Lösur^  odei  mit  dei  in  Äichimedes  'H  ahlijätzen  ent 
haltenen  dei  Fall  gewesen  ist  wenn  er  berichtet  dafc  Kikomede'. 
den  Winkel  durch  die  Konchoide  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  habe 
denn  die  Benutzung  dieaei  Kmve  ist  ja  am  eiae  lUustiation  der  me 
chinisch  ausgef  liirten  Einschiebung      Dafs  gerade  dem  Nikomedes  die 
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trachtet  werden  konnte.  Dafs  man  überhanpt  die  Lösung 
durch  eine  solche  Emschiebung  gesucht  hat ,  das  ist  ca ,  was 
wif  besonders  hervorheben  möchten. 

Die  von  Pappus  mitgeteilte  Lösung  durch  Kegelschnitte 
geht  darauf  aus  den  Punkt  F  zu  bestimmen,  wenn  CF  parallel 
und  gleich  DF  gezogen  gedacht  ist.  Da  CE  gleich  k  gegeben 
ist,  so  ist  ein  geometrischer  Ort  für  den  Punkt  F  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  C  und  dem  Radius  k.  Einen  zweiten 
Ort  erhält  man  dadurch,  dafs,  wie  die  Figur  zeigt,  Rechteck 
FI  =  Rechteck  GB  =-  Rechteck  AB  ist,  nämlich  eine  Hy- 
perbel durch  C  mit  den  Asymptoten  IE  und  IB. 

Auch  die  Konstruktion  von  zwei  mittleren  Proportionalen 
ist,  wie  wir  bei  Pappus  '■)  sehen,  auf  eine  Einschiebung  zurück- 
geführt worden.  Die  hierzu  dienende  Konstruktion  kann  aus 
folgender  Analysis  auf  natürliche  Weise  hervorgegangen  sein. 
Aus  x'''  =  a'^b  erhält-  man 
ar"  b  bx 


i' 

x  +  uy 

bx 

x+ib 

+  ix  +  ic,') 

Vx 

+  ix  + 

-l«-' 

Vx^-^  bx  -\~  ^a'  läfst  sich  darstellen   als  Seite  KF  eines  Drei- 
ecks KFO  (Fig.  46),  dessen  andere  Seiten  CK  =  x  und   CF 

=  -^  sind,   wenn  die  Projektion  CE  der  letzten  auf  die  Ver- 


Fig.  4r,. 

Ehre   fQr  diese   Lösung    zuerkannt    wird,    hut   ivohl    xunäclist    seinen 
Grund  darin,  dais  er  der  Erfinder  der  Konchoide  ist,  und  schliefst  es 
nicht  aus,  dalä  dieselbe  früher  rein  mechanisch  ausgeführt  sein  kann, 
'}  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  58-61  und  246— S51. 
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läi^erur^  der   ersten  -^  ist.      Die   Konstruktion    des    Dreiecks 

CEF  ist  dann  unabhängig  von  x  oder  von  dem  unbekannten 
Punkte  K.    Macht  man  CH  =  U,  und  zieht  CD  parallel  HF, 

so  zeigt  die  gefundene  Proportion,  dafs  DE^~^.  DerPunktü" 

wird  dann  dadurch  bestimmt,  dafs  man  von  F  aus  -^  zwischen 

die  der  Lage  nach  bekannten  Linien  CD  und  BK  einschiebt. 

Da  es  sich  hier  um  eine  Aufgabe  handelt,  deren  Lösung 
durch  Kegelschnitte  auf  viel  einfacheren  W^en  bereits  gewonnen 
war,  so  hat  der  Erfinder  hier  eine  solche  nicht  beabsichtigt. 
Pappus  bezeichnet  die  ai^eführte  Konstruktion  auch  als  Beispiel 
für  die  Anwendung  von  Nikomedes'  Konchoide.  Da  er  aber  aus- 
drücklich dem  Nikomedes  die  benutzte  Reduktion  zuschreibt, 
so  haben  wir  hier,  wenn  er  darin  Recht  hat,  kein  Beispiel  für 
eine  noch  frühere  mechanische  Ausführung  von  Einschiebungen. 

Wenn  wir  nun  nicht  nur  von  dieser  körperUchen  Einschie- 
bung,  sondern  auch  von  denen,  welche  Archimedes  vor  Niko- 
medes' Zeit  benutzt  hat,  annehmen,  dafs  man  es  für  ebenso 
berechtigt  gehalten  hat  dieselben  mechanisch  auszuführen  wie 
durch  körperhche  Örter,  so  liegt  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht 
noch  weiter  rückwärts  eine  Zeit  gegeben  habe,  wo  man  eine 
solche  mechanische  Ausführung  für  gleichberechtigt  mit  der 
Konstruktion  durch  Zirkel  und  Lineal  gehalten  hat,  wo  man 
sich  also,  wenn  eine  Aufgabe  sich  nur  auf  eine  Einschie- 
bung  zurückführen  liefs,  hiermit  begnügte  ohne  zu  fragen,  ob 
dieselbe  sich  nicht  auch  mittels  Zirkel  und  Lineal  lösen  lasse. 
Eine  Andeutur^  darüber,  dafs  dies  wirklich  der  Fall  gewesen 
ist,  finde  ich  m  emer  Stelle  des  ältesten  uns  erhaltenen  geo- 
metrischen Fragments,  namhch  m  Eudemus'  Bericht  über 
Hippokrates  Quadiatur  der  Mondchen.  Wenn  wir  uns  an 
den  von  Simpliciu='  Zusätzen  befreiten  Text  m  der  Form  halten, 
wie  P.  Tannery')  denselben  giebt,  so  wird  durch  einen 
Punkt  B  auf  einer  Kreisperipherie  (Fig.  47)  eine  Linie  gezogen, 

')  Mömoii'es  de  TAcadömie  de  Bordeaux,   S"'«  serie,  T.  V,  S.  219  und  ^22. 
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auf  der  zwischen  dem  zweiten  Schnittpunkt  E  mit   der  Kreis- 
peripherie  und  dem  Schnittpunkt  Z  mit  einer  gegebenen,  auf 
dem   Durchmesser   durch  B   senkrecht    stehenden  Sehne   ein 
Stück  EZ  von    gegebener  Länge 
abgeschnitten  wird.   Dafs  an  dieser 
Stelle  nichts  darüber  gesagt  wird, 
wie  man  diese  Konstruktion  aus- 
zuführen  habe,    hat   wohl   kaum 
etwas   zu  bedeuten,    da  in  dem 
vorhergehenden  Satze  bei  Eudemus 
eine  andere  Konstniktion  erwähnt 
ist,    nämlich   die   eines  Trapezes 
Fig.  47.  mit  gegebenen   Seiten ,    gleichfalls 

ohne  dafs  etwas  über  die  Aus- 
führung der  Konstruktion  angegeben  wird.  Dag^en  stütze  ich 
mich  auf  die  Thatsache,  auf  welche  P,  Tannery  aufmerksam 
macht,  dafs  nämlich  Eudemus,  nachdem  die  Strecke  EZ 
mittels  der  erwähnten  Einschiebung  eingetragen  ist,  die  Punkte 
B  und  Z  verbindet.  Bei  der  Erklärung  dieses  ümstandes 
bleibe  ich  nicht  mit  Tannery  bei  der  Annahme  stehen,  dafs 
man  bereits  damals  solche  ebenen  Einschiebungen  einer  selb- 
ständigen Behandlung  unterworfen  haiie.  Diese  Behandlung 
würde  hier  nämhch  nicht  wohl  in  etwas  anderem  hahen  be- 
stehen können,  als  —  wie  Tannery  auch  annimmt  —  in  einer 
Bestimmung  der  Strecken  BE  und  BZ  mittels  Flächenanlegimg ') ; 
dann   aber  erscheint  es  mir   am  wahi'scheinhchsten ,  dafs  man 


')  Wenn  Tannery  die  hier  angeführte  Stelle  als  Beweis  dafür  benutzt, 
dafs  man  zu  Hippokrates'  Zeit  die  geometrische  Anflösui^  quadra- 
tischer Gleichungen  kannte,  so  wird  ihre  Beweiskraft  hinfällig,  sobald 
man  meine  Anschauui^  teilt;  in  der  Annahme  aber,  dafe  Hippoki'ates 
diese  Gleichung  kannte  und  seine  Einschiebung  also  mittels  Zirkel 
und  Lineal  ausführen  konnte,  stimme  ich  ganz  mit  Tannery  flberein. 
—  Für  den  ferneren  Gebrauch,  den  Tanneiy  von  dieser  Konstruktion 
gemacht  wissen  will,  halte  ich  dieselbe  mit  AJlmann  für  ganz  über- 
flüssig; denn  dafs  Winkel  KZB  stumpf  igt,  ergiebt  sich  am  einfachsten 
daraus,  dafs  sein  Nebenwinkel  EZK  spitz  sein  mufs;  derselbe  liegt 
nämlich  in  einem  Dreieck  einer  Seite  g^enöber,^ie  nicht  die  gröfste 
ist,  denn  im  vorliegenden  Falle  ist  BZ  =^  EKV\. 
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die  ganze  Linie  BZE  auf  einmal  in  die  Figur  liineingczeichnpt 
haben  würde.  Bei  der  mechanischen  Ausführui^  einer  Ein- 
schiehung,  wie  ich  sie  angegeben  habe,  kann  ich  mir  dagegen 
leichter  denken,  dafs  man  in  der  R^el  nur  das  Stück  der 
geraden  Linie  gezeichnet  hat,  welches  eine  gegebene  Länge 
haben  sollte,  so  dals  der  Zeichenstift  dem  Lineal  nur  zwischen 
den  beiden  abgesetzten  Marken  gefolgt  ist.  Mag  man  nun  dar- 
über auch  denken  wie  nian  will,  jedenfalls  spricht  das  frühe 
selbständige  Auftreten  von  Einschiebungen  für  die  Anschauung, 
die  ich  hier  aufgestellt  habe. 

Nun  gehen  allerdings  die  Mehi-zahl  der  übrigen  Bestrebungen, 
von  denen  uns  etwas  bekannt  ist,  stets  darauf  aus  andere 
Konstruktionen  an  Stelle  der  mechanischen  Einschiebungen  zu 
setzen:  so  hat  sich  Apolionius  in  den  beiden  verlorenen 
Büchern  über  usiiascQ  mit  solchen  Einschiebungen  beschäftigt^), 
die  sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausführen  lassen,  und  für 
eine  solche  führt  Pappus  auch  ein  bemerkenswertes  Beispiel 
von  Heraklitus^)  an.  Solche  Arbeiten  finden  aber  eben  ihre 
beste  Erklänmg,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  unbedingte  Be- 
vorzugung des  Gebrauchs  von  Zirkel  und  Lineal,  die  wir  jeden- 
falls bei  Euklid  finden,  nicht  uralt  ist,  sondern  etwa  erst  von 
der  Zeit  Piatos  heriTjhrt.  Dann  mufste  man  die  Konstruktionen, 
die  früher  mittels  mechanischer  Einschiebungen  ausgeführt 
wurden,  ändern,  und  dies  konnte  oft  dadurch  geschehen,  dafs 
man  die  früher  gefundene  Einschiebur^  unmittelbar  durch  die 
bevorzugten  Instrumente  ausführte.  Die  Untersuchung  und  Um- 
formung der  ebenen  Einschiebungen  war  um  so  nötiger,  wenn, 
me  wir  annehmen,  noch  einige  Zeit  vergii^,  bevor  man  die 
unmittelbare  mechanische  Ausführung  der  nicht  ebenen  Ein- 
schiebungen planmäfsig  und  überall,  wo  es  möglich  war,  durch 
die  E^elschnitte  ersetzte.  Die  Gefahr  sich  einer  falschen  Be- 
nutzung der  Mittel  schuldig  zu  machen  wurde  dadurch  um  so 
gröfser. 


')  Siehe  Pappus,  Ausg.  v.  Hultsch,  S.  670—673. 
')  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  7S2.   Seine  Einschiebung  v 
besprechen,    o 
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Es  ist  jedoch  wahrscheinlich,  dafs  man  in  Euklids  und 
Apollonius'  Jahrhundert,  in  welchem  immer  bessere  Hülfs- 
mittel  zur  Auflösung  von  Aufgaben  durch  Kegleschnitte  geschaffen 
wurden,  jede  sich  hierfür  als  brauchbar  darbietende  Aufgabe 
als  Material  zur  Entwicklung  und  Einübung  solcher  Konsti-uk- 
tionen  benutzte.  War  dies  der  Fall,  so  haben  die  Einschie- 
b«ngen,  welche  man  bei  der  Lösung  bekannter  Aufgaben  be- 
nutzte oder  welche  in  Archimedes'  Schriften  vorkamen,  willkom- 
mene Beispiele  abgegeben.  Dadurch  kann  man  sich  aber  leicht 
daran  gewöhnt  haben,  die  Lösur^en  durch  Kegelschnitte,  die 
durch  ihre  ausgedehntere  Anwendbarkeit  und  ihren  systema- 
tischen Charakter  besonders  ansprechend  wirken  mufsten,  als 
das  in  theoretischer  Beziehung  allein  berechtigte  Mittel  gegen- 
über solchen  Aufgaben  zu  betrachten,  die  sich  überhaupt  auf 
diesem  Wege  und  nicht  mittels  Zirkel  und  Lineal  lösen  liefsen; 
diese  Auffassung  finden  wir  bei  Pappus  ausgesprochen. 

Dafs  man  für  solche  Aufgaben,  von  denen  man  mecha- 
nische Auflösungen  besafs,  euier  Lösung  durch  Kegelschnitte 
eine  theoretische  Bedeutmig  beilegte,  hatte  in  der  TTiat  auch 
gewichtige  Gründe.  Diese  Bedeutung  liegt  namentlich  in  der 
Forderung,  die  man  an  die  vollständige  Lösur^  einer  voi^elegten 
Aufgabe  stellte,  dafs  dieselbe  nämlich  von  einem  Diorismus 
b^leitet  sein  sollte,  der  —  wie  wir  S.  21  gezeigt  haben  —  we- 
nigstens die  Angabe  der  Grenzen  enthalten  mufste,  innerhalb 
deren  eine  Aufgabe  lösbar  war,  und  der  gewifs  in  der  Regel 
auch  den  Zweck  hatte  die  Fälle  abzi^enzen,  in  denen  die 
Aufgabe  eine  gröfsere  oder  geiingere  Anzahl  von  Lösungen 
haben  konnte.  Bei  synthetischen  Darstellungen  wurde  der  Dio- 
i-ismus  vor  der  eigentlichen  Lösung  aufgestellt ;  demi  diese  durfte 
man  nicht  mit  solchen  Werten  der  gegebenen  Gröfsen  in  An- 
griff nehmen,  die  auf  Unmöglichkeiten  führten.  Wie  grofses 
Glewicht  man  auf  Dioiismen  legte,  geht  daraus  hervor,  dafs 
Apollonius  in  den  Vorreden  zu  senien  Kegelschnitten  stets  die 
Bedeutung  seiner  neuen  Sätze  für  die  Bildung  von  Diorismen 
hervorhebt. 

Dafs  wir  uns  nun  damit  haben  begnügen  können,  dem 
Archimedes  mechanische  Einschiebungen   im  Bache  über   die 
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Spiralfii  bfizulegen  lieiuht  daiiut  daU  er  dmcli  eiufailie  Über- 
Illingen  die  sn  diese  Emschiebungen  ai^efcnupft  waren,  alles 
das  ei  halten  konnte,  wai  ei  in  dem  vorliegenden  Falle  benutzen 
mufste  Gleichfalls  konnte  man  ngend  ein  beliebiges  Hülfs- 
mittel  zur  Dreiteilung  des  Winkels  benutzen,  da  man,  ganz 
unabhängig  von  dem  für  die  Konstruktion  eingeschlagenen 
Wege,  wufste,  dafs  diese  Äu%abe  sich  immer  lösen  lasse  und 
—  wenn  dieselbe  nicht  in  der  Weise  wie  in  der  neueren  Zeit 
erweitert  wird  —  nur  eine  Auflösung  habe. 

Wenn  man  dagegen  weitere  Anwendungen  derselben  Ein- 
schiebungen  machen  wollte,  so  hefs  es  sich  nicht  vermeiden, 
dafs  man  auf  Aufgaben  stiefs,  deren  ÄilÖsbarkeit  davon  abhir^, 
ob  diese  Einschiebungen  sich  überhaupt  als  möglich  erwiesen. 
Dann  war  eine  hierauf  bez%liche  Untersuchung,  die  nament- 
lich in  einer  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  für  die 
zwischen  die  beiden  Linien  eingeschobene  Strecke  bestehen 
mufste,  notwendig,  bevor  man  zu  solchen  Anwendungen  über- 
ging. Diese  Untersuchung  ist  von  rein  theoretischer  Art  und 
mufste  in  Übereinstimmung  mit  der  geometrischen  Foi-m  der 
Algebra  der  Griechen  an  die  Untersuchur^  der  Kurven  ange- 
schlossen werden,  deren  Berührung  die  gesuchten  Grenz^le 
bestimmte.  Hierzu  liefs  sich  das  Studium  der  Konchoide  und 
ihrer  Tangenten  benutzen,  aber  noch  besser  eine  Lösung  durch 
Kegelschnitte,  und  die  Anwendung  der  bekannten  Eigenschaften 
dieser  üefs  erkennen,  wann  eine  Berührung  eintreten  mufste. 

Will  man  mm  bei  der  ersten  der  hier  erwähnten  Ein- 
schiebungen (Fig.  48,  in  der  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung 
haben  wie  in  Fig.  43 ,  nur  nehmen  wir  nicht  mehr  k  =  FG) 
den  Maximalwert  der  zwischen  die  Sehne  und  den  Ki-eisbogen 
eingeschobenen  Strecke  DE  =  k  bestimmen,  so  wbd  man 
hierfür  die  bereits  gegebene  Lösung  durch  die  Parabel  BPC, 
dargestellt  durch 

ky^c^-x^  (1) 

und  die  gleichseitige  Hyperbel  AP,  dargestellt  durch 

r  =  {a~xY^h^  (2) 

benutzen  können,  und  dann  kommt  es  darauf  an,   wenn  a,  i 
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und  c  als  gegeben  betrachtet  werden,  k  so  zu  bestimmen,  dals 
der  erste  von  diesen  K^elschnilten  zur  Berührung  mit  dem 
zweiten  gelai^. 


Fig.  m. 

Nennen  wir  den  Berührungspunkt  P  und  nehmen  wir  an, 
dafs  die  Tar^ente  in  diesem  Punkte  die  feste  Sehne  ßC  im 
Punkte  Q  schneidet,  während  ö  die  Projektion  des  Punktes  P 
auf  BC  beKeiehnet,  so  mufs 


DF.FQ  '--^  },'■ 
sein,  da  beide  Halbaxen  der  Hyperbel  gleich  b  sind, 


(3) 
Aus  der 

Gleichui^  der  Pai-abel,  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  der  F^ur 
und  aus  dem  Umstände,  dafs  der  Scheitelpunkt  G  der  Parabel 
die  Mitte  zwischen  dem  Schnittpunkt  S  der  Tangente  mit  der 
Axe  und  der  Projektion  T  des  Berührungspunktes  P  auf  diese 
ist,  ergiebt  sich  femer,  dafs 

BR^   _  RG  _  jRn  +  BQ 

-p-jf,    —  TG  ~         iPT      "  '^  ' 

Führen  wir  nun  in  (3)  und  (4)  dieselben  Bezeichnungen  ein, 
die  wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  Kurven  benutzt 
haben,  und  setzen  wir  FQ  -=  z,  so  sieht  man,  dafs  dieselben 
die  Formen 

mä  a;(ä<.-a!  +  3«)  -  c'  (4') 
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annehmen.  Errichtet  man  ferner  im  Pmikte  D  senkrecht  auf  BC 
eine  Ordinate  von  der  Gröfse  s  =  FQ,  so  werden  die  Glei- 
chmigen  (3)  und  (4)  zwei  Hyperbeln  darstellen.  Der  Punkt  D 
von  BC,  durch  den  die  möglichst  grofse  Linie  DE  gehen  soll, 
wird  dann  die  Projektion  des  Schnittpunlttes  dieser  Hyperbeln 
auf  BC  sein.  Die  Hyperbel  {4')  läfst  sich  auch  mit  der  Parabel 
^az  =  a;ä  —  2«ic  +  2&»  -j-  c^  (5) 

vertauschen. 

Wenn  man  auch  zwischen  die  Verlängerungen  der  Sehne 
BC  und  den  Kreisbogen  BAC  Strecken  von  der  Länge  k 
einschieben  will,  die  —  entweder  selbst  oder  nach  ihrer  Ver- 
längerung —  durch  Ä  gehen,  so  mufs  man  dafür  den  zweiten 
Ast  der  Hyperbel  (2)  benutzen,  der  von  den  Alten  als  eine 
Kurve  für  sich  betrachtet  wurde.  Dieser  schneidet  die  Parabel 
immer  in  zwei  Punkten,  giebt  also  keine  Veranlassimg  zu  Grenz- 
bestimmungen. 

Vertauscht  man  die  Linie  BC  mit  einer  Geraden,  die  den 
Kreis  nicht  schneidet,  so  hat  man  die  Gleichung  (1)  der  Parabel 
mit  einer  Gleichung  von  der  Form 

x^  ~\-  c^  =  kl/ 
zu  vertauschen.  Der  Diorismus,  der  in  diesem  Falle  auf  die 
Bestimmung  von  einem  Minimum  oder  von  zwei  Minima  und 
einem  Maximum  hinausläuft,  läfst  sich  dann  mittels  derselben 
Sätze  durchführen,  die  in  dem  Falle,  den  wir  ausführlich 
behandelt  haben,  benutzt  wurden. 

Die  Diorismen  enthalten  allerdings  für  beide  L^en  der 
geraden  Linie  Lösungen  von  neuen  körperlichen  Aufgaben. 
Für  die  erste  L^e  besteht  diese  Aufgabe  jedoch  nur  in  der 
Bestimmung  einer  solchen  Grenze,  deren  Existenz,  ebenso  wie 
ihre  Eigenschaft  als  Maximum,  sich  erkennen  läfst  durch  direkte 
Betrachtung  der  vorgelegten  Einschiebung  selbst;  sie  kann  also 
keinen  neuen  Diorismus  veranlassen.  Dagegen  bedarf  für  die 
zweite  Lage  die  neue  körperliche  Aufgabe  eines  Diorismus. 
Hat  man  diesen  Fall  überhaupt  behandelt  und  die  Gleichunge 
(3)  und  (5)  {mit  — c^  statt  +c^)  benutzt,  so  mufs  der  zuge- 
hörige Dioi-ismus  nahe  verwandt  gewesen  sein  mit  dem,  welcher 
zu  Archimedes  Kugelteilung  gehört. 

18* 
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Nachdem  wir  also  gesehen  haben,  was  eine  Behandlung 
der  von  Archimedes  benutzten  Einschiebung  durch  Kegel- 
schnitte in  sich  begreifen  mulste,  wenn  sie  den  Forderungen 
an  Vollständigkeit,  die  überall  in  den  aus  der  besten  Zeit 
herrührenden  Schriften  erfüllt  sind,  genügen  sollte,  so  wollen 
wir  für  einen  Augenblick  zu  der  Frage  zurückkehren,  ob  nicht 
Archimedes  aus  dem  Grunde,  weil  eine  solche  Behandlung  zu 
seiner  Zeit  bekannt  war,  sich  so  kurz  ausdrücken  durfte,  wie 
er  gethan  hat,  und  ob  er  sich  nicht  doch,  entgegen  unserer 
Annahme ,  die  Einschiebung  durch  Kegelschnitte  ausgeführt 
dachte.  Wenn  der  Hiölfssatz,  der  die  Dreiteilung  des  Winkels 
auf  dieselbe  Einschiebung  zurückführt,  Ton  ihm  herrühren 
sollte,  so  könnte  die  wiederholte  Benutzung  derselben  Einschie- 
bung hierauf  hindeuten.  Bei  der  Durchführung  des  Diorismus 
haben  wir  auch  nur  solche  Sätze  über  Kegelschnitte  ar^ewandt, 
die  vor  Archimedes'  Zeit  bekannt  waren,  und  wenn  auch  die 
Darstellung  der  verschiedenen  Fälle  und  der  Beweise  dafür, 
dafs  man  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  erhielt,  weit- 
läufig gewesen  sein  mufs,  so  kann  dieselbe  trotzdem  recht  wohl 
in  einem  von  Aristäus'  fünf  Büchern  über  körperliche  Örter 
Platz  gefmiden  haben. 

Indessen  wird  unser  Nachweis,  dafs  dasjenige,  was  durch 
eine  Lösung  durch  Kegelschnitte  erreicht  werden  sollte,  vor 
allem  die  Bestimmung  des  Grenzwertes  der  eingeschobenen 
Strecke  h  war,  auch  gezeigt  haben,  dafs  Archimedes  für  diese 
gar  keine  Verwendung  gehabt  hat.  Selbst  in  dem  Falle,  wo 
die  Strecke  h  zwischen  die  Sehne  selbst  und  den  Bogen  ein- 
geschoben werden  soll,  wo  sich  also  denken  läfst,  dafs  die- 
selbe zu  grofs  Pein  könnte,  vergleicht  er  sie  nicht  mit  dem 
Maximalwerte,  wie  es  eine  möglichst  unmittelbare  Anwendung 
einer  vorhergehenden  vollständigen  Untersuchung  erfordern 
würde,  sondern  er  führt  besondere  Gründe  an,  weshalb  das 
Maximum  in  dem  vorliegenden  Falle  nicht  erreicht  sein  kann, 
mid  die  Richtigkeit  dieser  Gründe  ist  leichter  einzusehen  ohne 
eine  Behandlung  durch  K^elschnitte  als  mit  einer  solchen. 
Wir  halten  deshalb  an  unserer  Ansicht  fest,  dafs  kein  Grund 
für  die  Annahme  vorliege,  Archimedes  habe  —  einerlei  ob  die 
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Behandlung  seiner  Einschiebung  durch  Kegelschnitte  vor  oder 
nach  seiner  Zeit  ausgeführt  worden  ist  —  eine  Anwendung 
von  Kegelschnitten  im  Smne  gehabt,  da  ihm  diese  nicht  den 
germgsten  Nutzen  gewährte. 

Pappus^)  sieht  die  Sache  anders  an.  Zu  seiner  Zeit  war 
die  Benutzung  von  Kegelschnitten  für  Aufgaben,  welche  sich 
durch  diese  lösen  hefsen,  zu  einer  principiellen  Forderung 
geworden,  und  zwar  unabhängig  von  den  bestimmten  Zielen, 
die  man  ursprünglich  auf  diesem  W^e  zu  erreichen  suchte. 
Pappus  betrachtet  es  deshalb  als  etwas  selbstverständliches, 
dafs  Archimedes  eine  körperliche  Einschiebung  nicht  benutzen 
darf  ohne  sie  durch  Kegelschnitte  auszuführen;  anderenfalls 
wüi-de  er  Grund  zu  einer  noch  weiter  gehenden  Beschuldigung 
haben,  als  die  ist,  weiche  er  nun  wirklich  erhebt.  Da  nun 
aber  der  Satz,  welcher  bewiesen  werden  soll,  sich  ganz  ohne 
Benutzung  der  genannten  Einschiebung  beweisen  läfst,  so  kann 
er  in  diesem  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  von  Kegelschnitten 
bei  Konstruktionen  erblicken,  bei  denen  Kegelschnitte  entbehrt 
werden  können.  Doch  ist  es  nicht  ganz  kori'ekt,  wenn  Pappus 
so  spricht,  als  ob  er  damit  ein  Beispiel  für  die  Ausführung 
einer  ebenen  Konsti-uktion  durch  Kegelschnitte  anführe,  da  die 
benutzte  Hölfskonstruktion  selbst  körperüch  ist  und  von  ihm 
als  körperlich  anerkannt  wh'd.  Dafs  aber  diese  Konstruktion 
entbehrt  werden  kann,  wird  dadurch  ersichtlich,  dafs  die  Be- 
liauptung  über  ihre  Möglichkeit,  worauf  es  allein  ankommt, 
recht  wohl,  wie  wir  gesehen  haben,  ohne  die  Benutzung  von 
Kegelschnitten  bewiesen  worden  sein  kann.  Liefs  man  dann 
den  Beweis  hierfür  als  ein  Glied  in  dem  Beweise  des  Satics 
über  Spiralen,  um  dessen  willen  die  erwähnte  Einschiebung 
eingeführt  wird,  auftreten,  so  kami  man  zu  Pappus'  Zeit  ganz 
vermieden  haben  über  diese  letztere  zu  sprechen.  Gleichzeit^ 
kann  man  diesen  Beweis  vereinfacht  haben  ^). 


')  Vergl.  die  Anmerkung  zu  Beginn  dieses  Abschnittes. 
')  Ein  Beweis  für  dea  Satz  über  Spiralen,  bei  dem  die  körperliclie  Ein- 
schiebung vermieden  wird,  der  also  derjenige  sein  kann,  an  den  Pappus 
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Indessen  sind  die  verschiedenen  Ar^aben  von  Pappus  für  uns 
von  Wichtigkeit,  weil  man  aus  denselben  entnehmen  kann,  clafs 
man  Archimedes'  Einschiebungen  später  wenigstens  durch  Kegel- 
schnitte behandelt  hat.  Wenn  jemand  eine  Gesamtdarstellung 
dieser  Behandlung  gegeben  hat,  so  mufs  er  nach  Art  der 
Griechen  die  Diorismen  mit  angeführt  haben;  diese  würden 
dann  etwa  auf  dem  von  uns  bezeichneten  Wege  ausgeführt 
worden  sein.  Dafs  die  Diorismen  mit  angeführt  worden  sind, 
ist  um  so  wahrscheinlicher,  da  sie  die  eigentliche  Ausbeute 
der  Behandlung  durch  Kegelschnitte  sein  mufsten.  SolUe  man 
denselben  Weg  eingeschlagen  haben,  der  hier  benutzt  ist,  aber 
zugleich  unter  irgend  einer  Form  dieselbe  Bedingungsgleiehung 
in  X  für  ein  Maximum,  die  man  durch  EHmination  von  z 
zwischen  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  erhält,  gebildet  haben, 
so  würde  hier  ein  neues  Beispiel,  aufser  den  im  vorhergehen- 
den Abschnitt  angeführten,  vorliegen  für  die  Bildung  einer  kubi- 
schen Gleichung  und  die  Behandlui^  derselben  durch  Kegel- 
schnitte. 

Bei  der  zweiten  Einschiebung ,  deren  Ausführung  durch 
Kegelschnitte  wir  von  Pappus  gelernt  haben,  sind  die  festen 
Linien,  zwischen  welche  eine  g^ebene  Strecke  emgeschoben 
werden  soll,  beide  gerade.  Dieselbe  wurde  allerdings  nur 
(Fig.  45)  in  einem  bestimmten  FaUe  ausgeführt;  die  angegebene 
Konstruktion  läfst  sich  aber  immer  anwenden.  Nehmen  wir 
also  an  (F^.  49 ,  in  der  die  Buchstaben  dieselbe  Bedeutui^ 
haben  wie  in  Fig.  45),  dafs  die  Einschiebur^  zwischen  den  Ge- 
raden AC  und  AE  vorgenommen  werden  soll,  und  dafs  B 
der  feste  Punkt  ist;  zunächst  konstruiert  man  das  Parallelo- 
gramm AIBC;  die  eingeschobene  Linie  BDE  mufs  dann 
der  Linie  CF  parallel  sein,  die  C  mit  dem  Punkte  P  verbindet, 
in  dem  der  um  C  als  Mittelpunkt  mit  der  g^ebenen  Länge 
der  eingeschobenen  Strecke  DE  ^  ä;  als  Radius  beschriebene 
Kreis  die  durch  C  gehende  Hyperbel  mit  den  Asymptoten 
IE   und   IB   schneidet.     Die   beiden   Seimittpunkte    zwischen 


gedacht  hat,  ist  von  P.  Tannery  aiifgestellt  (Mei' 
Boi-deatix,  Si"»  seiie,  T.  V,  S.  49). 
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dem  Kreise  und  dem  Hyperbelast,  der  durch  C  geht,  geben 
solche  eingeschobene  Strecken  DE,  deren  Verlängerungen  durch 
Begehen.  Die  beiden  Emschiebungen  werden  für  alle  Werte 
vonjfc  möglich  sein. 


Fig.  49, 

Will  man  dagegen  eine  Strecke  D'E'  von  der  gegebenen 
Länge  h  einschieben,  welche  selbst  durch  B  geht,  so  mnfs  man 
dafür  auf  dieselbe  Weise  einen  Schnittpunkt  F'  zwischen  dem- 
selben Kreise  und  dem  zweiten  Ast  derselben  Hyperbel  be- 
nutzen. Ob  man  hier  2,  1  oder  0  Auflösungen')  erhält,  beruht 
darauf,  ob  die  gegebene  Strecke  gröfser,  gleich  oder  kleiner  ist 
als  die  von  C  an  den  zweiten  Hyperbelast  gezogene  Normale. 
Wie  die  Konstruktion  einer  Normale  von  einem  g^ebenen 
Punkt  an  einen  K^elschnitt  auszuführen  ist,  zeigt  Apollonius, 
wie  wir  im  folgenden  Abschnitt  sehen  werden,  im  fünften 
Buche.  Die  vorliegende  allgemeine  Au%abe,  deren  Behandlung 
die  Griechen,  wie  wir  annehmen  dürfen,  kaum  auf  die  Fälle 
beschränkt  haben  werden,  in  denen  dieselbe  für  die  Dreiteilung 
des  Winkels  benutzt  wird,  kann  also  eine  von  denen  sein,  auf 
deren  Diorismus  Apollonius  sein  fünftes  Buch  angewandt  wissen 
will.  Der  Diorismus  dieser  Aufgabe  läfst  sich  übrigens  auch 
auf  eine  kubische  Gleichung  zurückführen  und  kann  vielleicht 
durch  Anschliefsung  an  eine  andere  Lösung  früher  auf  anderem 

')  Im  Falle  der  Dreiteilung  eines  Winkels  erhält  man  sehr  leicht  die  eine 
dieser  Auflösui^en,  die  aber  mit  der  Dreitei^img  nichts  zu  thun  hat 
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Wege  behandelt  worden  sein  (vcrgl.  unseren  vierzehnten  Ab- 
schnitt). 

Äufser  durch  die  exakte  Bestimmung  des  Minimums  der 
Streclte,  welche  in  demselben  Wintel,  in  dem  der  gegebene 
Punkt  liegt,  zwischen  die  gegebenen  Geraden  eingeschoben 
wird,  zeigt  die  Lösung  dieser  Aufgabe  durch  Kegelschnitte  ihre 
Bedeutung  auch  dadurch,  dafs  sie  überhaupt  ein  deutliches 
Bild  von  den , Veränderungen  in  der  Länge  giebt,  denen  die 
eingeschobene  Strecke  unterworfen  ist.  Doch  ist  die  theoretische 
Bedeutui^  derselben  hiermit  nicht  erschöpft.  Mit  dieser  selben 
Aufgabe  ist  nämlich  ein  wichtiges  Beispiel  dafür  verknüpft, 
dafs  man  bemüht  war  solche  Fälle  zu  entdecken,  in  denen 
Aufgaben,  zu  deren  Lösung  im  allgemeinen  Kegel- 
schnitte erforderlich  sind,  sich  mittels  Zirkel  und 
Lineal  lösen  lassen.  Da  nun  das  Studium  der  aUgemeinen 
Lösung  durch  Kegelschnitte  das  beste  Mittel  gewährt  solche 
Fälle  zu  entdecken,  so  ist  es  ziemlich  wahrscheinlich,  dafs  man 
wirklich  diesen  Weg  eingeschlagen  hat. 

Die  notwendige  xmd  ausreichende  Bedingung  dafür,  dafs 
die  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte,  die  nicht  so  verschieden- 
artig sind,  dafs  die  sie  bestimmende  Gleichung  reducibel  wird, 
sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  linden  lassen,  i.st  die,  dafs 
die  Bestimmungsgleichung  für  die  drei  Punkte,  welche  die- 
selben Polaren  mit  Beziehui^  auf  beide  K^elschnitte  haben, 
reducibel  ist,  oder  dafs  einer  von  diesen  drei  Punkten  sich 
unabhängig  von  den  beiden  anderen  bestimmen  läfst.  Dafs 
diese  Bedingung  notwendig  ist,  haben  die  Griechen  gewifs  nicht 
beweisen  können.  Lag  dagegen  ein  solcher  Fall  vor ,  so 
konnte  die  Möghchkeit  einer  Bestimmung  durch  Zirkel  und 
Lineal  oder  durch  successive  geometrische  Lösur^  von  zwei 
Gleichur^en  zweiten  Grades  ihrer  Aufmerksamkeit  nicht  ent- 
gehen. Besonders  auffallend  mufs  dies  für  sie  in  den  —  nach 
unserer  Auffassung  hierher  gehörigen  —  Fällen  gexvesen  sein, 
wo  entweder  die  Kegelschnitte  denselben  Mittelpunkt  haben, 
oder  die  Verbindui^linie  der  Mittelpunkte  parallele  Sehnen  in 
den  beiden  Kegelschnitten  halbiert.  Dafs  man  auf  solche  Mittel, 
welche  nützlich  sein  konnten  um  zu  erkennen,   dafs  eine  Auf- 
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gäbe,  die  anfönglieh  körperlich  zu  sein  schien,  in  Wirklichkeit 
eben  war,  aufmerksam  war,  dürfen  wir  mit  Sicherheit  aus 
Pappus'  strengen  Aussprüchen  gegen  die  Lösung  ebener  Auf- 
gaben durch  Kegelschnitte  sehÜefsen. 

Der  letzte  der  angeführten  Fälle,  in  denen  die  Reduktion 
auf  die  Benutzung  von  Zirkel  und  Lineal  möglich  ist,  tritt 
offenbar  bei  der  oben  ausgeführten  Einschiebung  zwischen  zwei 
gerade  Linien  ein,  wenn  der  feste  Punkt  B  (Fig.  49)  auf  einer 
von  den  Halbierungslinien  der  Winkel  zwischen  diesen  Geraden 
liegt;  denn  das  Parallelogramm  AIBCv/iid  dann  ein  Rhombus, 
also  wird  auch  der  Mittelpunkt  C  des  bei  der  Konstruktion 
benutzten  Kreises  auf  der  Halbierungslmie  eines  der  Winkel 
zmschen  den  Asymptoten  der  Hyperbel  liegen  müssen.  Indessen 
besitzen  wir  doch  nur  in  einem  einzelnen  hierher  gehörigen 
Falle  eine  positive  Angabe  darüber,  dafs  die  Griechen  die  Ein- 
schiebung mittels  Zirkel  und  Lineal  ausgeführt  haben,  wenn 
nämlich  die  gegebenen  Geraden  zugleich  rechte  Winkel  bilden, 
ÄIBC  also  ein  Quadrat  wird. 

Um  auf  einfache  Weise  zu  der  hierzu  dienenden  Konstruk- 
tion zu  gelangen,  die  Pappus  einem  Heraklitus  beilegt,  können 
wir  (Fig.  50,  in  der  alle  Buchstaben  dieselbe  Bedeutung  haben 
wie  in  Fig.  45  und  49)  dieselben  Hülfslinien  benutzen,  welche 
zu  der  Konstruktion  durch  Kegel- 
schnitte führten,  und  EF  und  BC 
verlängern ,  bis  sie  sich  in  K 
schneiden.  Das  rechtwinklige  Drei- 
eck CFK  über  der  eingeschobenen 
Strecke  CF  =  k  als  Hypotenuse 
ist  ähnlich  dem  Dreieck  .6 i)C  und, 
wenn  CGJ-BD,  auch  ähnlich  dem  Dreieck  BCG  über  der 
Hypotenuse  BC  =  a.  Die  Summe  der  Dreiecke  CFK  und 
BCG  läfst  sich  durch  ein  Dreieck  von  derselben  Gestalt  dar- 
steilen, wenn  man  EL  senkrecht  auf  BE  in  E  zieht  und 
CF  verlängert,  bis  sie  diese  Senkrechte  in  M  schneidet.  Die 
Figur  ze^t  dann  nämhch,  dafs  A  ELK  =  A  BDC  und 
^EFM  ^  ACBG.  Durch  Subtraktion  erhält  man  also, 
dafs  Viereck  FMLK  =  aBCG.      Es    ei^iebt    sich  mithin, 


Fig.  50. 
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dafs  A  CFK+  A  BOG  =  A  CLM,  oder,  da  diese  ähnlich 
sind,  dafs 

Hieraus  wird  GL  bestimmt,  und  dann  bestimmt  ein  Kreis  mit 
dem  Durehmesser  BL  den  Punkt  E. 

Diese  elegante  und  einfache  Relation  zwischen  k,  a  und 
OL  gehört  —  wenigstens  unmittelbar  —  nur  dem  Falle  an, 
wo  die  g^ebenen  Geraden  rechte  Winkel  mit  einander  bilden; 
aber  es  ist  keineswegs  unwahrscheinlich,  dafs  sie  -entstanden 
ist  als  ein  Mittel,  um  eine  Konstruktion,  von  der  man  im  voraus 
wufste,  dafs  sie  sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausführen  lasse, 
noch  weiter  zu  vereinfachen.  Die  Ausführbarkeit  kann  darm 
auf  die  zuerst  angedeutete  AVeise  gefmiden  sein,  die  den  all- 
gemeinen Fall,  wo  der  Winkel  zwischen  den  gegebenen  Ge- 
raden behebig  ist,  in  sich  bereift.  Dies  scheint  mir  viel  wahr- 
scheinlicher als  die  Annahme,  dafs  die  Entdeckung  dieser  ebenen 
Konstruktion  zuffi.1%  sein  sollte;  denn  wenn  man  dieselbe 
Aufgabe  nur  mittels  rein  elementar^eometrischer  Hülfsmittel 
behandelt,  so  liegt  die  Entdeckung,  dafs  sie  eben  ist,  ziemlich 
fem.  Pappus'  Beweis  ist  offenbar  rein  a  posteriori  und  ent- 
hält deshalb  keinerlei  Angaben  darüber,  wie  Heraklitus'  Satz 
zuerst  gefunden  worden  ist. 

Wie  grofs  die  Übereinstimmimg  zwischen  dem  Gebrauch, 
den  die  Alten  nach  meiner  Meinung  von  ihren  Lösungen  durch 
Kegelschnitte  gemacht  haben  müssen,  und  der  a^ebraischen 
Behandlung  der  neueren  Zeit  ist,  geht  dai'aus  hervor,  dafs 
Descartes  im  dritten  Bache  seiner  Geometrie  gerade  im  Satz 
von  Heraklitus  ein  vortreffliches  Beispiel  findet  für  die  Anwen- 
dung der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichui^  vierten 
Grades  auf  die  Entdeckung  solcher  Fälle,  in  denen  solche  irre- 
ducible  Gleichungen  sich  allein  durch  Quadratwurzeln  lösen 
lassen,  und  wo  also  die  hiei-von  abhängigen  Konstruktionen 
eben  sind.  Dies  wird,  wie  sich  ei^ebt,  dadurch  erreicht,  dals 
die  kubische  Hülfsgieichung  reducibel  wird.  Im  Gegensatz 
hierzu  nimmt  Descartes  im  Änschlufs  an  Pappus'  synthetischen 
Beweis  an,  dafs  die  Alten  ganz  zuMllig  auf  diese  ebene  Kon- 
struktion gostofsen  seien  und  dann  ebenso  zufäliig  den  Gedanken 
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gefafst  hätten  dieselbe  dadurch  zu  behandeln,  dafs  sie  die 
Läi^e  von  CL  suchten,  die  scheinbar  mit  der  Aufgabe  nichts 
zu  thun  hat.  Wir  dagegen  haben  die  von  Herailitus  herrüh- 
rende Relation  mit  der  allgemeinen  Aufgabe,  die  durch  Kegel- 
schnitte gelöst  wird,  vei^lichen,  und  daraus  geht  hervor,  dal's 
die  Alten  nicht  nur  direkte  Mitte!  besafsen,  um  zu  entdeck.en, 
dafs  Aufgaben,  wie  die  von  Heraklitus,  eben  seien,  sondern 
auch  Geduld,  um  die  ebene  Konstruktion  auf  eine  möglichst 
einfache  Form  zu  reducieren. 

Der  Fall,  wo  die  von  Archimedes  benutzte  Einschiebung 
sich  mittels  Zirkel  und  Lineal  ausführen  läfst,  nämhch  der, 
wo  der  feste  Punkt  einer  von  den  Endpunkten  des  Durch- 
messers ist,  der  senkrecht  auf  der  gegebenen  Geraden  steht, 
könnte  auch  durch  Betrachtung  der  mittels  Kegelschnitte  be- 
werkstelligten Lösung  der  Aufgabe  gefunden  sein.  In  dem 
angeführten  Falle  erhalten  nämlich  die  hierzu  dienende  Hyperbel 
und  Parabel  dieselbe  Axe.  Dafs  die  Aufgabe  eben  ist  in 
diesem  Falle,  in  welchem,  wie  wir  sahen,  schon  Hippokrates 
die  Einschiebung  benutzte,  ergiebt  sich  indessen  so  leicht,  dafs 
man  einen  solchen  Weg  nicht  eingeschlagen  zu  haben  braucht, 
um  es  zu  finden. 

Obgleich  wir  uns  in  diesem  Abschnitt  sonst  nur  mit  Ein- 
schiebungen  beschäftigt  haben,  so  wollen  wir  doch,  da  wir 
hierbei  aufser  der  Dreiteilui^  des  Winkels,  die  vielleicht  dem 
Archimedes  ai^ehört,  die  eine  der  antiken  Dreiteilungen  durch 
Kegelschnitte,  welche  Pappus  mitteilt,  angeführt  haben,  die 
Gelegenheit  benutzen  auch  die  andere  anzuführen').  Wegen 
dieser  Dreiteilur^  hat  man  den  im  zehnten  Abschnitt  (S.  211) 
erwähnten  Ort  für  die  Spitze  eines  Dreiecks  mit  fester  Grund- 
linie bestimmt,  wenn  der  eine  von  den  Winkeln  an  der  Grund- 
linie doppelt  so  grofs  ist  wie  der  andere.  Ist  nun  die  Grund- 
linie Sehne  eines  Kreisbogens,  der  in  drei  gleiche  Teile  geteilt 
werden  soll,  so  wird  der  Schnittpunkt  dieses  Bogens  mit  dem 
angeführten  Ort,  der  eine  Hyperbel  ist,  einer  von  den  gesuchten 
Teilpunkten. 

')  Ausg.  V.  Hultsth.  S.  280  ff. 
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Körperliche  Aufgaben   (Fortsetzung);    Apoilonius'  fünftes   Buch. 


Aufaer  den  bereits  angeführten  ist  nur  noch  ein  Beispiel 
dafür  aufbewahrt,  wie  die  Alten  eine  körperliche  Aufgabe  be- 
handelten, nämlich  Apollonius'  Konstruktion  einer  Nor- 
male von  einem  gegebenen  Punkt  an  einen  gegebenen 
Kegelschnitt,  Dieses  Beispiel  wird  uns  indessen  dadurch  viel 
bedeutender  als  alle  übr^en,  dafs  wir  hier  —  wenn  auch  durch 
eine  arabische  Übersetzung  —  eben  die  ursprüi^liche  Behand- 
lung der  Aufgabe  nebst  dem  zugehörigen  Diorismus  haben, 
während  wii'  uns  sonst  mit  den  Referaten  viel  jüngerer  Schrift- 
steller über  die  Lösungen  begnügen  raufsten  und,  abgesehen 
von  einer  Ausnahme  —  nämlich  dem  von  Eutokius  gefundenen 
Manuskript  — ,  selber  die  Diorismen  erraten  mufsten.  Sehr 
bedeutungsvoll  ist  auch  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe 
selbst  und  das  im  Diorismus  enthaltene  Resultat.  Endlich  ist 
es  von  Interesse  die  eigentümliche  Form  kennen  zu  lernen,  in 
der  das  JVormaJenproblem  auftritt,  sowie  die  üntersuchur^en, 
welche  diese  Form  mit  sich  bringt;  die  Verbindung  dieser  Um- 
stände bewirkt,  dafs  die  Behandlung  des  Problems  das  ganze 
fünfte  Buch  anfüllt. 

Vorläufig  woUen  wir  indessen  von  dieser  Form  absehen 
und  unabhängig  von  derselben,  wenn  auch  in  genauester  Über- 
einstimmung mit  ApoUonius'  eigenen  synthetischen  Beweisen, 
die  Konstruktion  und  den  Diorismus  ableiten,  welche  den 
Hauptinhalt  des  Buches  ausmachen. 

Es  sei  OM  (Fig.  51)  eine  von  einem  Punkte  0  an  einen 
K^elschnitt  gezogene  Normale,  N  und  H  die  Projektionen 
vom  Fufspunkt  M  der  Normale  und  vom  Punkt  0  auf  die 
Hauptaxe  des  Kegelschnittes,  und  G  sei  der  Schnittpunkt  der 
Ase  mit  der  Normale.  Dann  ist  NG  die  Gröfse,  welche  später 
Subnormale  genannt  worden  ist,  und  die  für  die  Parabel  gleich 

^  ist,  werm  p   den  Parameter  bedeutet,  für  die  EUipse  und 
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Hyperbel  gleich  ^^x,  wenn  a  und  h  die  Äsen  sind,  x  die 

Ahscisse  des  Punktes  M  vom  Mittelpunkt  der  Kurve  an  ge- 
rechnet, und  wo  wir  durch  das  Vor- 
zeichen auf  moderne  Art  die  Lage 
mit  Beziehung  auf  den  Punkt  N  an- 
gegeben haben.  Die  eigentümhche 
Weise,  wie  Apollonius  diese  Ausdrücke 
für  die  Subnormale  findet,  die,  wie 
hinterher  gezeigt  wird,  mit  der  im 
ersten  Buch  gegebenen  Eestimmur^ 
von  Tangenten  übereinstimmen,  wer- 
den wir  später  mitteilen.  Diese  Be- 
stimmung der  Projektion  von  MG  auf 

die  Ase  führt  zu  einem,  von  der  gegebenen  Km-ve  verschiedenen 
geometrischen  Ort,  der  den  Punkt  M  enthalten  mufs.  Be- 
zeichnet man  die  Koordinaten  des  Punktes  M  mit  x  \mä  y, 
die  des  Punktes  0  mit  Xy  und  j/^ ,  so  crgiebt  sich  aus  der 
Figur: 

-j-  _      »« 

—  y^        ^:  —  '■'■■  —  ^^ 
also   für  die  Parabel,    da    der  Anfangspunkt    ein    beliebiger 
Punkt  der  Axe  sein  kann. 


.ü 


■0,  (1) 


und  für   die  Ellipse  oder  Hyperbel,   wenn   der  Mittelpunkt 
zum  Anfangspunkt  genommen  wird. 

Der  gesuchte  Ort,  dessen  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen 
Kurve  die  Fufspunkte  M  der  Normale  sind,  ist  also  in  beiden 
Fällen  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Asymptoten  sich  leicht 
konstruieren  lassen,  und  die  durch  0  und  den  Mittelpunkt  der 
Kurve  geht  [5tes  Buch,  51  und  52]. 

Bevor  wir  zu  dem  Diorismus  übergehen,  der  von  Apol- 
lonius hieran  angeschlossen  wird,   wollen  wir  bemerken,  dafs 
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es  die  Anwendung  dieser  Konstruktion  auf  die  Parabel  sein 
mufs,  mit  der  Pappus  sich  unzufrieden  erklärt,  wenn  er  im 
vierten  Buch^)  den  Apollonius  beschuldigt,  dafs  er  im  fünften 
Buch  der  Kegelschnitte  den  Fehler  begehe,  eine  ebene  Auf- 
gabe über  die  Parabel  durch  Kegelschnitte  zu  behandeln. 
Hierin  hat  er  auch  nicht  Unrecht,  wenn  man  die  gegebene 
Parabel  als  vollständig  gezeichnet  annehmen  will, 
so  dafs  diese  bei  der  Entscheidung,  in  wie  weit  die  gestellte 
Aufgahe  eben  oder  körperlich  ist,  gar  nicht  in  Betracht  kommt. 
In  der  That  ist  es  nicht  unnatürhch  diese  Auffassung  dem 
Pappus  beizulegen  oder  richtiger  den  älteren  Geometem,  von 
denen  er  die  ai^ei'ührte  Kritik  des  Apollonius  entlehnt  haben 
mufs;  denn  er-  würde  sich  eingehender  über  dieselbe  ausge- 
sprochen haben,  wenn  sie  zu  seiner  Zeit  nicht  bekannt  gewesen 
wäre.  Wir  haben  nämlich  gesehen,  dafs  Apollonius  auch  an 
einer  anderen  Stelle,  nämlich  im  zweiten  Buch,  sich  mit  Kon- 
struktionen beschäftigt,  die  sich  an  vollständig  gezeichnete 
Kegelschnitte  anschliefsen.  Nachdem  er  dort  die  Axen  der- 
selben konstruiert  hat,  lassen  sich  die  Lage  dieser  Äxen  und 
ihre  Gröfsen  sowohl  wie  die  der  Parameter  'als  bekannt  be- 
trachten, wenn  ein  vollständig  gezeichneter  Kegelschnitt  vor- 
gelegt wird.  Dafs  Apollonius  bei  seiner  Konstruktion  im  fünften 
Buch  die  Axen  benutzt,  steht  also  dem  nicht  im  Wege,  dafs 
er  selbst  oder  spätere  Leser  auch  in  diesem  Buch  die  Kurve 
des  Kegelschnittes  selbst  als  das  Gegebene  betrachtet  haben 
können. 

Da  Pappus'  Kritik  sich  kaum  auf  andere  Weise  befriedigend 
erklären  läfst,  so  müssen  wir  annehmen,  dafs  man  zu  Pappus' 
Zeit  eine  Konstiuktion  der  Normalen,  die  sich  von  einem 
Punkte  an  eme  gegebene  Parabel  ziehen  lassen,  mit  Hülfe 
dieser  Kuive  selb^^t  sowie  mit  Zirkel  und  Lineal  gekannt  hat. 
Diese  Konstruktion  kann  nur  in  einer  direkten  Bestimmung  des 
Kreises  bestanden  haben,  der  durch  die  Fufspunkte  der  drei 
Normalen  geht.  Diese  werden,  wie  wir  oben  sahen,  in  einem 
Koordinatensystem,   dessen  Abscissenase  die  Axe  und   dessen 

'1  Die  Stcllo  ist  S.  258  in  Übei-setzung  iOi^eführt. 
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Ordinatenaxe  die  Tangente  im  Scheitelpunkt  der  Parabel  ist, 
bestimmt  durch  die  Gleicbung  (1)  und  die  Gleichung  der  Pa.- 
rabel : 

Multipliciert  man  die  letztere  Gleichung  mit  x  und  setzt  in 
diese  den  Ausdruck  für  xt/  aus  der  ersten  ein,  so  erhält  man: 


■f)» 


-  px^: 


hieraus   erhält  man  durch  Verbindung  mit  der  Gleichung  der 
Parabel : 

-iU_?A.„   „0; 


•  +  y-(«.  +  ij- 


dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  der  die  Parabel  im  Scheitel- 
punkt und  in  den  Fufspunkten  der  gesuchten  Normalen  schneidet. 
Ganz  ebenso  wird  das  Verfahren  der  Alten  kaum  gewesen 
seua,  denn  sie  würden  dann  einer  stereometrischen  DarsteUung 
des  Durchgat^sgliedes  bedurft  haben,  das  wir  durch  eine  Glei- 
chung dritten  Grades  in  Konstanten  und  Variablen  ausgedrückt 
haben;    doch   würde  dies  vermieden    werden,  wenn  man   die 

Gleichung  der  Parabel  mit  —  statt  mit  x  multiplicierte.    Thut 

man  das,  so  lassen  alle  vorgenommenen  Operationen  sich  leicht 
in  der  geometrischen  Form  der  Alten  darstellen.  Wenn  Apol- 
lonius  selbst  diese  Vereinfachung  der  Konstruktion  nicht  vor- 
genommen hat,  so  kann  das  möglicherweise  darauf  beruhen 
dafs  er  für  seine  Person  sich  den  gegebenen  Kegelschnitt  nicht 
so  vorgel^  gedacht  hat,  dafs  die  Lösung  eben  wird,  falls  nm' 
die  Hülfekurve  ein  Kreis  ist.  Ist  er  nicht  von  solchen  Vorans- 
öetzungeh  ausgegangen,  so  hat  er  vielleicht  auch  nicht  weiter 
Wert  darauf  gel^,  dies  letztere  zu  erreichen.  Das  schliefse  ich 
daraus,  dafs  in  den  früher  betrachteten  körperlichen  Aufgaben 
das  Bestreben,  den  einen  der  zur  Konstruktion  benutzten  beiden 
Kegelschnitte  durch  einen  Kreis  zu  ersetzen,  sich  nur  dann 
gezeigt  hat,  wenn  die  Einführung  des  Kreises,  wie  in  Apol- 
lonius'  Konstruktion  der  beiden  mittleren  Proportionalen,  zu 
einer  mechanischen  Lösmig  führen  konnte.  Wenn  überdies  die 
eine  von  den  beiden  Kurven  ein  —  im  voraus  nicht  vollständig 
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gezeichneter  —  Kegelschnitt  sein  mufste,  so  wurde  auch  dadurch 
kein  wesentlicher  Vorteil  erreicht,  dafs  die  andere  ein  Kreis 
wurde;  denn  in  diesem  Falle  bestand  das  Ziel  der  Lösur^ 
nicht  in  einer  genauen  Konstruktion,  sondern  im  theoretischen 
Studium,  namentlich  in  der  im  Diorismus  enthaltenen  Grenz- 
besümmung,  und  für  diese  ist  eine  andere  Kurve  oft  mindestens 
ebenso  bequem. 

Dies  gilt  nachweislich  für  die  gleichseitigen  Hyperbeln, 
die  Apollonius  für  seine  Konstruktion  der  Normalen  benutzt, 
und  deren  Anwendung  in  dazu  gehörigen  Diorismen  ich  nun 
zeigen  werde. 

Haben  0  und  H  {Fig.  52)  dieselbe  Bedeutung  wie  in 
Fig.  51,  so  wurden  nach  Gleichung  (1)  die  Fufspunkte  der  von 


Fig.  52. 

0  an  eine  Parabel  gezogenen  Normalen  durch  die  Schnittpunkte 
dieser  Kurve  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel  bestimmt,  deren 
Asymptoten  die  Axe  der  Parabel  und  die  Senkrechte  EI  auf 

dieser  in  einer  Entfernung  HE  =  ^  von  der  Projektion  des 

Punktes  0  sind,  und  wo  das  konstante  Rechteck,  das  aus  den 
Asymptoten  und  Parallelen,  die  zu  diesen  durch  einen  Kurven- 
punkt gezogen  sind,  gebildet  wird,  gleich  HO.^  ist.  Will 
man  nun  untersuchen,  von  welchen  Pmikten  0  einer  auf  der 
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Äxe  errichteten  Senkrechten  HO  man  Normalen  ziehen  liann, 
deren  Fufspunkte  durch  den  Hyperbelast  bestimmt  werden,  auf 
dem  0  selbst  nicht  liegt,  so  kommt  es  darauf  an  den  Punkt  M 
der  Parabel  zu  bestimmen,  für  den  das  erwähnte  Rechteck 
MN.MP  den  möglichst  grofsen  Wert  erhält.  Dies  tritt  ein, 
wenn  M  die  Mitte  desjenigen  Stückes  KI  ist,  welches  die  Äsjrmp- 
toten  der  Hyperbel  auf  einer  Tangente  abschneiden,  die  in  M 
an  die  Parabel  gezogen  ist;  denn  in  diesem  Falle  ist  das 
Rechteck  (ME)  gröfser  als  die  Rechtecke,  die  man  durcli  eine 
andere  Wahl  des  Punktes  M  auf  der  Tangente  erhalten  würde, 
und  um  so  mehr  gröfser  als  diejenigen,  die  anderen  Punkten 
M  der  !Kurve  entsprechen  würden  [51]. 

Der  Punkt  N  läfst  sich  nun  leicht  bestimmen,  denn  es 
ist  AN  =  ^KA'  =  \NE,  mithüi  AN'  =  ^ÄE.  Dadurch 
sind  der  Punkt  M  und  das  Rechteck  ME  bestinmit,  und  durcii 

Anlegung  des  letzteren  an  EH  =  -4-  erhall  man  den  Maximal- 
wert HO'  voji  HO.  Von  0'  läfst  sich  nur  eine  Normale  an 
die  entg^engesetzte  Seite  der  Axe  ziehen,  und  von  andciei! 
.Punkten  2  oder  0,  je  nachdem  HO^  HO'. 

Die  Bestimmung  der  Nonnaie,  deren  Fufspunkt  auf  dieselbe 
Seite  der  Äxe  fällt  wie  0,  mit  Hülfe  des  dm'ch  0  gehenden 
Hyperbelastes  ist  eine  Bestimmung  für  sich,  die  überdies  in 
zwei  Fälle  geteilt  ist,  je  nachdem  0  innerhalb  oder  aufserhalb 
der  Parabel  liegt  [57  imd  62] ,  die  aber  keine  weitere  Veran- 
lassung zu  einem  Diorismus  giebt. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Punkte  0'  ist  die  Evolute 
der  Parabel.  Ohne  ausdrücklich  von  einem  solchen  Ort  zu 
sprechen  giebt  also  Apollonius  eine  Konstruktion  von  den 
Punkten  desselben,  die  einer  gegebenen  Abscisse  entsprechen, 
und  es  würde  nicht  schwierig  sein  aus  dieser  Konstruktion 
Ausdrücke  für  die  Ordinalen,  also  die  Gleichung  der  Evolute, 
abzuleiten.  Aus  der  Konstruktion  folgt,  dafs  die  Evolute  die 
Axe  in  dem  Punkte  trifft,  dessen  Abstand  vom  Scheitelpunkte 

gleich  -^  ist.      Dies  ist  übrigens   bei   Apollonius   schon    frülior 
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ausgedrückt  in  der  Bestimmung  der  Normalen,  die  von  Punkten 
der  Axe  aus  gezogen  werden  [4  und  6], 

Mit  einer  ähnlichen  Vollständigkeit  wird  die  Aufgabe  in 
Betreff  der  Elüpse  und  Hyperbel  gelöst.  Da  man  sich  selbst- 
verständlich durch  soi^fältige  Betrachtung  der  Figur  dagegen 
sichern  kann  irgend  einen  Fall  zu  übergehen,  so  ist  die  ein- 
zige Schwierigkeit,  deren  "Überwindung  wirkliches  Interesse  dai-- 
bietet,  die  Bestimmung  der  einer  gegebenen  Abscisse  entspre- 
chenden Ordinaten  der  Evolute  oder  solcher  Punkte,  von 
denen  zwei  zusammenfallende  Normalen  ausgehen.  Diese  Or- 
dinaten werden  charakterisiert  als  Grenzwerte  zwischen  den 
Ordinaten  solcher  Punkte,  von  denen  aus  durch  einen  einzelnen 
Äst  der  Hülfshypeibel  2  odei  U  ^0Imalen  liestimmt  werden 
köimen,  oder  \oii  denen  aus  Mch  im  ganzen  4  oder  2  Nor- 
malen an  eine  Ellip'^e  S  oder  1  nn  emen  Hyperbelast  ziehen 
lassen. 

Während  ipoUumus  [52]  die  Ellipse  mid  einen  Hyperbel- 
ast zusammen  beh'indelt  Füle  die  keine  \\  esentlichen  Ver- 
schiedenheiten daibieten,  woüen 
vni  un'5  dei  Emfachheit  wegen  an 
die  Ellipse  halten  In  Fomiel  (2) 
haben  v,n  gezeigt  ilafs  die  Fufs- 
pimkte  dei  M-n  einem  Punkte  0 
gezogenen  Normalen  auf  einer  voll- 
st indigen  Hjpeibel  htgen  (Fig.  53), 
die  durch  0  und  den  Mittelpunkt  C 
der  Kurve  geht,  und  deren  Asymp- 
toten durch  die  Gleichungen 


.^jA 


dargestellt  werden,  worin  a  und  b  die  Axen  bedeuten,  x^  und 
^1  die  Koordinaten  von  0.  Für  den  Diorismus  kommt  nun  nur 
der  Hyperbelast  in  Betracht,  der  nicht  durch  C  und  0  geht.  Es 
ist  femer  nur  die  Abscisse  x,  gegeben,  die  wieder  die  ehie 
Asymptote  El  bestimmt.  Die,  andere  Asymptote  KG  und  der 
Punkt  M,  den  die  Ellipse  und  der  Hyperbelast  gemeinsam 
haben,  müssen  so  bestimmt  werden,  dafs  die  Ordinate  y^  den 
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1  5,1  h'.t  giol'!Pn  iiumeiibchen  Wert  erhält.  Dies  Maxiraimi 
wild  eiijtieten  'nemi  dei  Hyperhelast  ctie  Ellipse  in  M  berührt, 
odci  wenn  M  die  Mitte  le^  btuckes  IK  ist,  welches  die 
Isjmptoten  auf  dei  Tangente  abschneiden,  die  in  diesem 
Punkte  an  die  Ellipse  gezogen  ist 

Denken  wu  uns  nun  die  Aufgabe  gelöst  und  bezeichnen 
wir  nut  6-  den  fochmttpunkt  dei  beiden  Asyniptoten,  mit  N 
und  P  die  Pi  ojektionen  deis  Punktes  M  auf  die  Axe  der  Ellipse 
und  auf   lie   Isymptote  KCr    so  ist 

Rechteck  (CG)  =  Rechteck  (GM), 
■dUo  audi 

Rechteck  {CP)  =  Rechteck  (EM) , 
woraus  folgt:  ^^  ^    j^,^  ^    ^^ 

'NM         NP        PM  ' 
Hieraus  und  aus  der  Figur  erhält  man,  da  PK  =  GP  =  EN, 
dafs 

OE  _  PM  _  P^  _  EN_  __   CN_ 

"CY  ~  NM  ~  WL   ~  NL   ^   GL' 

Da  MJ^  die  Ellipse  berühren  soll,  so  hat  inan  zugleich 

CN  _    CA 

CA  GL  ' 

Kolglich  erhält  man  das  unbekannte  Stück  CA'"  dnfch  Elimijia- 

tion  von  CL,  also  durch  die  Gleichung 

GN^  =  CÄKCE; 
oder  nach  dei-  Art,  wie  die  Alten  eine  solche  Elimination  aus- 

CN         GE  .  , 

luhron:   setzt  man  y,-.-  =  "FTfr ^  ^°  wirü 

GE    _     GS_  __    CN_     GA_  _   /  CE  \ '' 
'CW  ^  'CL'  ~   CA'  CL   ~  \CR  )  ' 

CE  _  _Gs_  _  cvy 

"GW  "~  "CN   ^   CA  ' 
oder  CN  wird  die  gröfsere  von  den  beiden  mittleren 
Proportionalen  zwischen  CE  und  CA. 

CA  ist   die  Halbaxe  ^•.    das    Stück   GE.    welches   gleich 
lO* 


folglich 
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-„  —i-,  .CHisl,  bestimmt  Apolloniuy,  da  iT  seseben  ist.  durch 
a^  —  b'  ^ 

^,rri-  =  i- .  Die  Strecke  CN  ist  dann  auch  bestimmt  und 
CE  a 

dadm'cti   der  Piuikt  M..     Der  gesuchte  Grenzpunkt  0'    für  die 

durch  ü  gehende  Ordinate  ergiebt  sich  nunmehr  dadurch.  dfiTs 

Rechteck  (0'(?)  =  Rechteck  {CG)    oder    Rechteck  (O'-E)  = 

Rechteck  {GH)  =  -^  .  Rechteck  (CP)  =  -^ .  Recliteck  {hVM). 
woraus  man  —  ohne  die  unbekannte  Asymptote  KG  der  Hült'w- 
hyperbel  zu  konsti'meren  —  imaet .  dais  -tf-^  =  -jrw  '  "ffv  ■ 
dadm'cb  ist  HO'  vollständig  bestimmt.  Giebt  man  dieser  Be- 
stimmung nüt  Hülfe  der  Gleichung  der  ElHpse  ihren  analjH:]- 
ächen  Ausdruck,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  die  Evolute 
der  Ellipse.  0'  fällt  auf  die  Axe,  wenn  E  und  damit  auch  .1/ 
auf  A  fällt.     Die  Evolute   trifft  also   die  Axe  in   einer  Entfei- 

nung  ^  vom  Scheitelpunkte  A  [6].  Dieselbe  Bestimmung  winl 
auf  genau  entsprechende  Weise  für  die  Hyperbel  ausgeführt. 

Wenn  wir  hier,  Apollonius'  synthetische  Dai'stellung  iiui- 
kehrend,  die  entsprechende  Änalysis  gegeben  haben,  so 
müssen  wir  bemerken,  dafs  Apollonius,  da  die  Bedingungen 
für  die  Lösbarkeit  wie  gewöhnlich  in  der  synthetischen  Dai- 
stellung  vor  der  Konstruktion  ar^egeben  werden,  die  Hülfs- 
hj-perbel  nicht  eher  nennt  als  im  dritten  der  von  ihm  betrach- 
teten Fälle,  wo  HO'CRO',  und  wo  sich  2  Lösungen  (von 
denen,  die  augenblicklich  gesucht  werden)  ei^eben;  er  berutt/t 
die  Hülfshyperbel  dami  nur  zur  Konstruktion  eben  dieser 
Lösungen.  Weil  jedoch  die  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit 
durch  dieselbe  Änalysis  gefunden  sein  müssen,  aus  der  die 
Konstruktion  sich  ergeben  hat,  so  mufs  der  zu  dieser  dienende 
Hyperbelast  dem  Apollonius  bei  Untersuchung  der  Lösbarkeit 
ebenso  vollständig  zur  Verfügung  gestanden  haben,  wie  er  uiis 
zur   Verfügung  steht^).      Hinterher  war   es  indessen   nicht 

')  Die.'e  Anffai*sirag .  dafe  sicii  in  rter  Änalysis  einer  Aufeahe  der  Dioiis- 
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sdiwierig  die  Ei'wälmung  der  Hyperbel  zu  vermeiden  und  nur 
von  den  zu  ihr  gehörigen  gleich  grofsen  Rechtecken  (in  dem 
synthetisch  aufgestellten  Beweise  für  die  Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit) zu  sprechen.  Statt  einen  Satz  über  Tangenten  der 
Hyperbel  anzuwenden  benutzt  Apollonius  —  dem  wir  bei 
unserer  Wiedei^abe  der  zur  Parabel  gehörigen  Diskussion  auch 
in  dieser  Beziehung  gefolgt  sind  —  Euklids  Bedingungen  für 
die  Auflösbarkeit  quadratischer  Gleichungen,  hi  dieser  letzten 
Beziehung  weicht  der  Diorismus  von  dem  ab,  der  in  dem  von 
Eutokius  gefundenen  Manuskript  an  die  Lösung  der  Gleichur^ 
ar^eschlossen  wird,  auf  welche  Archimedes'  Kugeltetlung  führt; 
daselbst  wird  die  Berührung  einer  Parabel  und  einer  Hyperbel, 
deren  Äxen  und  Asymptoten  dieselbe  gegenseit^e  Lage  ein- 
nehmen wie  bei  der  hier  voi^enommenen  Bestimmung  der 
Normalen  an  eine  Parabel,  direkt  für  den  Diorismus  benutzt. 
Indessen  können  wir  dieser  Abweichung  nach  dem  bereits 
angeführten  keine  wesentliche  Bedeutung  beilegen. 

Hiermit  haben  wir  den  Hauptinhalt  von  Apollonius"  5tem 
Buche  ai^egeben.  Indessen  mufs  zum  Verständnis  der  Weit- 
läufigkeit des  Buches  auch  die  Foi-m  erwähnt  werden,  unter 
der  das  Normalenproblem  auftritt.  Die  gesuchten  Linien  werden 
nicht  als  senkrecht  auf  Tangenten  in  deren  Berührui^spunkten 
bestimmt,  sondern  als  die  möglichst  kleinen  oder  mög- 
lichst grofsen  Linien,  die  man  von  einem  gegebenen 
Punkte  an  einen  Kegelschnitt  ziehen  kann. 

Liegt  der  gegebene  Punkt  auf  einer  Axe,  und  nimmt  man 
an,  dafs  er  die  Abseisse  x^  habe,  während  der  entsprechende 
Fufspunkt  der  Normale  die  Koordinaten  x  und  >/  hat,  so  mufs 
;//=  4- (a;  —  3;,)^  ein  Minimum  sein,  und  da  j/*  durch  einen 
Ausdruck  zweiten  Grades  in  x  bestimmt  wird,  so  ist  die  Be- 


mus  erst  ÜHilet,  aachdem  man  die  Ai-t  der  Auflösung  gefunden  hat. 
ilaCs  er  abo  das  Resultat  von  dem  ivird,  was  maa  jetzt  eine  Dis- 
kussion der  gefundenen  Lösung  nennt,  wicd  bestätigt  z.  B.  durch 
Archimedes'  Analysis  in  Satz  VII  des  3»eo  Buches  über  die  Kugel  und 
den  Cylinder  (Ausg.  v.  HeLbei^,  I,  S.  339). 
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btimriung  em  s  Mmimnnis  luf  diejenige  Bestimnuin^  cmc 
Maximums  ?uruckgefuhit  welchr  Mch  m  Euklids  Dioiwnii 
der  Glpichungen  /weiten  Giade=:  im  6ten  Buch  tmdei  Dtr  (n. 
danke  in  diesen  Dionsmus  den  Apolloraus  ^n  anderen  btellen 
7  B  bei  dei  Be'itmimnnn  ^on  lingenten  im  ersten  Bu  h 
diiektei  bonut?t  duifte  luch  hiei  &einei  Bestimmung  7U  Giundt 
liegen  aber  er  hat  denselben  dann  hmterhei  in  einen  syii 
theü&chen  Beweis  venvmdelt  dei  unabhängig  ^on  dem  die 
Fhchenanlegung  betieflenderi  Satz  ubei  Maxima  ist  Den  Gt 
dankengang  dieses  Beweises  wollen  wir  mitteilen,  um  bei  dem 
Leser  die  Erinnerung  daran  wach  zu  halten,  dafs  dasjenige, 
was  wir  dm'ch  Produkte  von  Strecken  wiedergeben,  Flächen 
sind,  die  dadurch,  dafs  sie  wirkHch  in  der  Figur  angebracht 
werden,  den  bewiesenen  Sätzen  eine  unmittelbare  Anschaulich- 
keit verleihen. 

Wir  wollen  uns,  um  mit  einer  Figur  (Fig. 54)  auskommen 
zu  können,  an  die  Ellipse  halten  [10].    Zu  Anfang  des  fünften 


Buches  [1—3]  hat  ApoUonius  der  Mittelpunktsgleichui:^  der- 
selben fo^^ende  graphische  Darstellung  gegeben :  in  einem  End- 
punkte C  einer  Axe  wird  eine  Senkrechte  CN,  die  gleich  ^ 

ist,  eiTichtet  und  N  mit  dem  Mittelpunkte  D  verbunden;  da^ 
Quadrat  einer  beliebten  Ordinate  ZR  wird  dann  gleich  dem 
Doppelten  des  Trapezes  CZSN,  welches  dieselbe  abschneidet. 
Diese  graphische  Darstellung,  welche  als  speciell  in  derjen^en 
einb^riffen  aufgefafst  werden  kann,  von  der  im  ersten  Buch  bei 
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der  Transformation  der  Koordinaten  so  wichtige  Anwendungen 
gemacht  wurden  (S.  91,  Gleichnis  (2)),  wird  hier  direkt  aus  der 
graphischen  DarstelJung  der  Scheiteipunktsgleichun^  abgeleitet, 
indem  das  Trapez  CZSN  halb  so  grofs  wird  wie  das  Recht- 
eck mit  den  Seiten  CZ  und  der  ku  Z  gehörenden  Ordinate 
derjenigen  Linie,  die  parallel  zu  DN  durch  den  Scheitelpunkt 
A  gezogen  ist.  Trägt  man  nun  ZE  =  ZS  ab ,  so  folgt  aus 
der  Figur,  dafs  ZE==^.  ZD,  und  es  wird  2-E*  =  2 .  A  ZES. 
mithin  auch 

EH-"  =^  ZE'--^ZIP  ■=  2.  Viereck  CE8K. 

Zieht  man  dagegen  eine  andere  Linie  ET  von  E  an  die 
Kurve,  so  wird 

ET''  =  EK^-\-KT^  ==  2  [Trapez  Gif  riY+ A  K/'.'F] 
=-^-  2  ,  Viereck  CES]:^  +  A  VS  V. 
folglich  EH^<ET^. 

Hätte  man  in  der  F^ur  F  auf  der  entg^engesetzten  Seite 
von  7'  angenommen,  so  i^iärde  das  übersehiefsende  Dreieck 
USV  nur  innerhalb  des  AVinkels  ESD  abgeschnitten  worden 
sein.  Es  ist  also  bewiesen,  dafs  EH^  und  folglich  auch  ES 
ein  Minimum  ist.  Doch  begnügt  ÄpoUonius  sich  hiermit  nicht, 
sondern  giebt  zugleich  einen  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  USV,  um  welches  ET''  „überschiefst". 

Dafs  die  gefundene  kleinste  Linie  EH  senkrecht  auf  der 
Tai^ente  in  if  steht,  wird  auf  doppelte  Weise  gezeigt:  einmal 
durch  Benutzui^  der  im  ersten  Buch  gefundenen  Bestimmung 
von  Tangenten  [18],  und  zweitens  durch  unmittelbare  Anwen- 
dung der  E^enschaften  des  Minimums  [19],  Mit  Hülfe  dieses 
letzten  Satzes  hätte  die  Bestimmung  von  Tangenten  von  An- 
fang an  aus  der  eben  entwickelten  Bestimmung  von  Normalen 
abgeleitet  werden  können.  Es  ist  recht  auffallend,  wie  nahe 
dieselbe  dann  in  ihren  Hauptprincipien  mit  der  IMethode  der 
Tangenten  übereinstimmt,  welche  von  Descartes,  der  Apol- 
ionius'  fünftes  Euch  nicht  kannte,  benutzt  wird.  Das  fünfte 
Buch,  das  wir  griechisch  nicht  besitzen,  wurde  nämlich  eret 
später  aus  dem  Arabischen  übersetzt. 
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Umgekehrt  hätte  man  auch,  nachdem  die  Tangente  so  wie 
im  ei-sten  Buch  bestimmt  war,  daran  die  Bestimmung  der  Sub- 
normale anschKefsen  und  hinterher  auf  eine  mit  Satz  19  über- 
einstimmende AVeise  die  Eigenschaft  des  Minimums  beweisen, 
also  Apollomus'  oben  angeführten  direkten  Beweis  für  diese 
Eigenschaft  entbehren  können.  Das  ist  nicht  nur  die  Art,  in  der 
man  jetzt  in  der  R^el  Yerfährt,  sondern  eine  derartige  Bestim- 
mung der  Subnormale  scheint  nach  einer  Bemerkung  in  der  be- 
sonderen VoiTede  zum  fünften  Buch  ^)  vor  Apollonius  von  dessen 
Voi^ängem  und  Zeitgenossen  ausgeführt  worden  zu  sein.  An 
etwas  anderes  aus  dem  Inhalt  des  fünften  Buches  als  gerade 
an  diese  Bestimmung  kann  Apollonius  nicht  wohl  gedacht 
haben,  wenn  er  andeutet,  dafs  er  das  im  voraus  bekannte 
bereits  im  ersten  Buch  hätte  anführen  können. 

In  den  folgenden  Sätzen  des  fünften  Buches  wird  eine 
Linie  wie  EH  (Fig.  54)  nicht  als  durch  ihre  L^e  gegen  die 
Tangente  charakterisiert  betrachtet,  sondern  durch  ihre  Eigen- 
schaft als  Miniraum,  Wenn  dann  die  gefundene  Bestimmung 
der  SubnoiTnale  ZE,  wie  wir  gesehen  haben,  der  Bestimmung 
von  Normalen,  die  von  anderen  Punkten  0  aus  gezogen  werden, 
/AI  Grunde  gelegt  wird,  so  ist  die  verlangte  Eigenschaft  der 
gesuchten  Linien  die,  dafs  zwischen  der  Kurve  und  der 
ersten  Axe  ein  Stück  abgeschnitten  werden  soll, 
welches  ein  Minimum  der  Abstände  des  Schnitt- 
punktes mit  der  Axe  von  der  Kurve  ist.  Erst  hinterher 
wird  gezeigt,  dafs  dasselbe  auch  ein  Minimum  oder  Maximum 
der  Abstände  des  g^ebenen  Punktes  0  von  der  Kurve  ist. 

Dies  letztere  in  Verbindtii^  mit  der  daran  angeschlossenen 
Entscheidung,  wann  man  ein  Maximum  und  wann  man  ein 
Minimum  erhält,  Hefe  sich  leicht  durch  sorgfältige  Betrachtung 
der  Figur  finden.  Bei  einer  solchen  Betrachtung  mufste  man 
wahrnehmen,  dafs  bei  den  Radienvektoren,  die  von  0  an 
den  Kegelschnitt  gezogen  werden,  die  einzigen  Übergänge  vom 
Wachsen  zum  Abnehmen  in  den  von  0  aus  gezogenen  Nor- 
malen stattfinden,    und    dafs    umgekehrt   solche  Übergänge  in 

')  Vergl.  Anhang   I. 
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jeder  von  0  aus  gezogenen  Normale  stattfinden,  wenn  0  kein 
Punkt  der  Evolute  ist.  Eine  Schwierigkeit  liestand  allein  darin, 
diese  Betrachtungen  in  solche  umzuwandeln,  die  den  Forde- 
rungen, welche  die  Griechen  an  einen  strengen  Beweis  stellten, 
genügten. 

Hierbei  kam  es  nur  dai'auf  an  folgendes  zu  zeigen;  ist  MN 
ein  Bogen  eines  Kegelschnittes,  an  dessen  sämtliche  Punkte 
Normalen  gezogen  sind,  und  fallen  die  Stücke  dieser  Normalen, 
die  auf  derselben  Seite  des  Bogens  liegen  wie  der  Punkt  0, 
auf  dieselbe  Seite  der  von  0  gezo- 
genen Radienvektoren  wie ,  der  Punkt 
.V  (F^.  55) .  so  ist  0N>  OM.  Auf 
welche  Seite  der  Radienvektoren  die 
Normalen  fallen,  läfst  sich  nämlich 
überall  leicht  durch  dieselben  Unter- 
suchungen entscheiden,  die  zui'  Kon- 
struktion der  Normalen  und  zur  Dis- 
kussion dieser  Konstmktion  geführt 
haben. 

Dafs  ON>OM,  wird  dadurch 
bewiesen,    dafs,    wenn    OA''^  OM  0 

wäre,  ein  Kreis   durch  J^  um  den  j^  ^ 

Mittelpunkt  0  notwendigerweise  den 

Bogen  Mh  schneiden  rnuibte  J)\  namhch  OJV  einen  spitzen 
Winkel  mit  dei  m  A  in  die  kuive  gezogenen  Tai^ente 
^P  bildet  %o  muf  ein  ^tuck  diesei  l'mgente  innerhalb  des 
Kreises  fallen  dei  also  auf  semem  Wege  von  JV  bis  nach 
OM  anfangs  auf  ei halb  der  Kuive  liegen  \vird.  Dag^en  wird 
derselbe  im  Enle  seines  ^\ege'.  nach  OM  innerhalb  der  auf 
OM  henkiechten  Linie  MB.  fallen  die  nich  den  Voraussetzungen 
selbst  mneihalb  des  Bogen'^  "tf  JV"  ftllt  (st  nun  Q  der  Schnitt- 
punkt dieses  Kieises  mit  dem  Bogen  und  ^S"  die  Tangente  des 
Bogens  in  Q  so  wird  nach  den  gegebenen  Voraussetzungen 
der  Wmkel  0  ^  S  t-i  rt/  sein  also  em  btuck  von  Q  S  innerhalb 
des  Kieises  fallen  aber  d^s  \MdeistiPitet  der  Annahme,  dafs 
der  Kreis  vom  Punkte  Q  an  inneihalb  des  Bogens  QM  liegen 
soll.    Die  Annahme,  dal's  ON^OM,  ist  also  absurd. 
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Indessen  sieht  man,  dafs  ÄpoUonius  selbst  niclit  ganz  zu- 
frieden ist  mit  diesem  Beweis^)  durch  Änschaumig,  der  doch 
gewifs  gerade  den  Gedankengang  ausdrückt,  welcher  ihn  mm 
Resultat  geführt  hat,  und  der  den  Vorteil  hat  auf  Bogen  MN 
aller  möglichen  Kurven  anwendbar  zu  sein.  Er  wendet  den- 
selben nämlich  nur  in  den  Fällen  an,  wo  die  Hauptaxe  der 
Kurve    eine    Lage    hat   wie   die 

/^^"~ir^^^^^:::~^  punktierte  Linie  in  Fig.  55;  hat 

/l     ^'^^OV  dieselbe  d^egen  eine  Lage  wie 

/  i                ^'^^      die   in  Fig.  56  angedeutete,   so 
I          ^^^  V     benutzt  er  besondere  Eigenschaf- 
._.] .^„y2[... _.-       ten  der  K^elschnitte ,  um  einen 
y""^  anderen  Beweis  an  (he  Stelle  zu 

setzen  '\  nämlich  den  folgenden. 
Ist  P  der  Schnittpunkt  der 
"  ..    _  Tangenten    PM    und    T^ ,    so 

'^' ''  '■  wird  nach   den  Voraussetzungen 

der  Winkel  O'HF  spiU  und  der  Winkel  Oi¥P  stumpf.    Hieran? 
folgt: 

om  -f  PJV*  >  OF^  >  OM^  -H  'pm:'. 
Zugleich  ist  PN<CPM,  was.  wenn  PR  der  zur  Sehne  MN 
gehörige  Durchmesser  ist,  daraus  folgt,  dafs  der  Winkel  MRP 
unter  den  gegebenen  Voraussetzungen  für  alle  drei  Kegel- 
schmtte  stumpf  wird.  Doreli  Subtraktion  erhält  man  also, 
dafs  OiV>Oil/. 

Wenn  alle  SchriftsteDer ,  die  über  die  griechische  Mathe- 
matik geschrieben  haben,  übereinstimmend  Apollonius'  fünftes 


'I  TTm  denselben  vollkommen  exakt  lu  machen  hätte  auch  henortrehoben 
weiden  mflisen  dafs  Q  wenn  dei  Kieis  den  Bofjen  NM  m  mehieien 
Punkten  schneidet  dei  letzte  Punkt  sein  mufs  in  dem  der  Kreis 
bogen  von  iV  bis  OM  gerechnet  NM  schneidet  Dieaei  Majigel  kinn 
mOghcherweise  von  den  arabischen  Heiansgebein  heriuhien  durch 
die  wir  Apollonius  5—7'«=  Buch  besjUen 

')  Da  mehrere  von  den  Sätzen  des  Badis  nui  aufgestellt  -iind  weil  sie 
in  diesem  zweiten  Beneise  gebiaucht  neiden  sollten  ao  hat  man 
kernen  L-i-und  ?u  dPi  Annahme  daf-  diegei  Benei»  von  den  Arabern 
einKesi-hobPn  ■^el 
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Buch  als  das  schönste  uns  erhaltene  Beispiel  dal'iir  anführen, 
wie  weit  die  griechische  Lehre  von  den  Kegelschnitten  gelangei 
konnte,  so  denken  sie  dabei  nicht  an  sokhe  weitläufige  aber 
nicht  schwierige  Untersuchungen  wie  die  zuletzt  ar^efuhrte, 
sondern  gewifs  in  der  Regel  ausschliefslich  an  die  Kon^itruktion 
der  Normalen,  die  sich  von  einem  gegebenen  Punkte  ziehen 
lassen ,  und  an  den  hieran  angeschlossenen  Diorismus ,  der 
indirekt  die  Bestimmung  der  Evoluten  der  Kegelschnitte  ent- 
hält. Dieser  Bewunderung  kann  ich  in  vollem  Mafse  beipflichtai. 
Nur  kann  ich  in  den  hier  gefundenen  Resultaten  nichts  sehen, 
was  auf  eine  überraschende  Weise  von  dem  abwiche,  was  ich 
sonst  in  der  griechischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  finde. 
Im  Gegenteil  habe  ich  hier  versucht  die  Hauptuntersuchmigen 
des  fünften  Buches  In  ihrem  weiteren  Zusammenhange  darzu- 
stellen, imd  demgemäfs  habe  ich  dieselben  als  ein  Beispiel 
für  die  Lösung  und  Diskussion  körperlicher  Aufgaben 
(im  weiteren  Smne)  dargestellt,  auf  welche  die  Alten  so  grofses 
Gewicht  legten,  und  an  welche  ihi'e  Lehre  von  den  Kegel- 
.sehnitten  sich  so  eng  aosehlofs.  Abgesehen  von  den  bedeu- 
tui^svollen  weiteren  Anwendimgen  der  gefundenen  Resultate, 
mit  denen  ich  mich  bald  beschäftigen  werde,  halte  ich  die 
Lösur^  des  Normalenproblems  eben  deshalb  für  so  schön,  weil 
die  Äu%abe  naheliegend  aber  doch  schwier^  ist.  und  weil  die 
Schwier^keiten  durch  sinnreiche  Anwendung  der  einfachsten 
Sätze  über  Kegelschnitte  im  ersten  und  zweiten  Buch  über- 
wunden werden. 

Wenn  man  eine  entgegengesetzte  Ansicht  aufgestellt  und 
im  fünften  Buche  eine  höhere  Geometrie  hat  erblicken  wollen, 
die  sich  wesentlich  über  die  in  den  vier  ersten  Büchern  be- 
handelten Elemente  erheben  sollte,  so  scheint  diese  Auffas- 
sung in  etwas  durch  Apollonius'  eigene  Vorrede  *)  gestützt  zu 
werden.  Er  sagt  nämHch,  dafs  die  letzten  vier  Bücher  weiter- 
gehende Betrachtmigen  mitteilen  soUen  {dafs  sie  ^eptouamau- 
xdizepa  sind),  während  die  vier  ersten  —  nach  Halleys  latei- 
nischer Übersetzung  —  die  „Elemente"    diesei'  Lehre   enthalten 

')  Vei^l.  Anhang  I. 
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{t^sjitcoxs  TzpiiQ  daayo}-f/iv  aTOr^smärj).  Indessen  mnfs  maii  sieh 
bemühen  diese  Worte  in  Übereinstimmtmg  mit  dem  zu  ver- 
stehen, was  sich  in  den  verschiedenen  BiTichern  wirklich  findet, 
und  nicht  nach  modernen  Unterscheidungsmerkmalen  zwischen 
elementarer  und  höherer  Mathematik.  Es  würde  durchaus 
irr^  sei«  die  Untersuchungen  im  fünften  Buche  als  eine  höhere 
Art  von  Untersuchungen  aus  dem  Grunde  zu  betrachten, 
weil  sie  zu  Resultaten,  nämlich  der  Bestimmui^  der  Evo- 
luten, führen,  zu  deren  Erreichung  man  sich  jetzt  der  Diffe- 
rentialrechnung bedient;  denn  die  hierzu  dienende  Bestim- 
mung der  Grenzen  für  die  Lösbai-keit  von  Aufgaben  sind  voll- 
ständig von  derselben  Art  wie  die  Diorismen,  welche  sich 
überall  an  die  Probleme  der  Alten  angeschlossen  finden,  und 
welche  stets  als  Bestimmungen  von  Maxinia  und  Müiinm  auf- 
gefafst  werden  können.  Nur  haben  diese  im  vorliegenden 
Falle  hinsichtlich  der  Elhpse  und  Hyperbel  besonders  grofse 
Forderungen  an  Aufmerksamkeit  und  Kombinationsvermögen 
gestellt,  während  die  Diskussion  bei  der  Parabel  —  auf  die 
wir  bereits  in  einem  anderen  Zusammenhange  gestofsen  sind  — 
keine  sonderliche  Schwiei'^keit  verursachen  konnte. 

Der  auffallende  Unterschied  zwischen  dem  fünften  Buche 
und  den  vorbeigehenden  besteht  vielmehr  daiin'),  dafs  diese 
eine  zusammenhängende  Dai'stellung  der  Grundlage  der  ge- 
samten Lehre  von  den  Kegelschnitten  geben,  auf  der 
alle  Specialuntersuchungen  aufgebaut  werden  müssen,  während 
im  fünften  Buche,  ebenso  wie  in  den  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten betreffenden  Schriften  des  Archiraedes,  eben  eine 
solche  Specialuntersuchung  vorliegt.  Dasselbe  gilt,  wie 
wii  sehen  weiden  vom  -leehsten  and  siebenten  Buch;  das 
achte  ist  verloien  Es  wird  'nch  zeigen  v.\  einige  von  den 
in  diesen  letzten  enthaltenen  Resultifen  wthrend  der  Unter- 
suchungen gefunden  em  können  die  zui  Aufführui^  des  in 
den  viei  ersten  B  ichem  gegebenen  Lehi^ebaudes  gehören.  In 
diesem     vai    xbei    kein  Plat?    fm    die  dben     wenn    man    der 

Dt         1  r  l         le    Ü)  o  -set       ,.       el  I  le     ü   en  citievtcn  Wovteii 

u     le     \  le    n    i  hT       1  ^c°6  <- 
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ÜbersKhtli(hk.ei1  nicht  daduuh  acln.Jpn  AVolHe,  dals  man  nielii' 
als  das  notwendige  aufnahm 

Alleiding=!  «nterli^  es  bi'5  /n  einem  gewissen  Grade  der 
Willkui  wd^  mm  zum  Lehigebaude  «nd  was  man  zu  Special- 
untersuchmigen  rechnen  wili  Das  ist  i  oin  Wissen  und  Können 
der  jedesmaligen  Zeit  abhänge  und  die  einzelnen  Glieder  des 
ersteren  haben  m  der  Regel  ftuher  zu  \en  letzteren  gehört. 
Das  Lehrgebäude  mufate  bei  Apollonius  dasjenige  in  sich 
aufnehmen  wa«,  Yorhci  genügend  bekinnt  und  hinreichend 
bearbeitet  wai  um  in  emei  kurzen  und  übersichthchen  Form 
dargestellt  weiden  /u  können  sowie  dasjenige,  was  man  zu 
seinei  Zeit  -d^  die  Giundlige  zu  betiachten  pflegte  sowohl  für 
das.  was  wir  den  zweiten  Teil  der  Lehre  von  den  K^el- 
schnitten  nennen  können,  nämiich  die  in  besondere  Schriften 
—  wie  in  Aristäus'  fünf  Bücher  —  gehörende  Lehre  von  kör- 
perlichen (Jrtem  und  körperliehen  Aufgaben,  als  auch  für  die 
Behandlung  verschiedenartiger  Aufgaben,  die  einfach  genug 
waren,  um  als  Übungen  betrachtet  werden  zu  können.  Ferner 
mufste  dasselbe  alle  die  Verbesserui^n  enthalten,  die  dazu 
dienen  konnten  der  aufgefühi'ten  Grundlage  für  weitere  Unter- 
suchungen gröfsere  ÄJlgemeinheit  zu  verleihen  (z.  B.  die  —  mög- 
licherweise schon  vorher  bekannte  —  Darstellui^  der  Kegel- 
schnitte durch  solche  Schnitte  an  schiefen  Kegeln ,  die  nicht 
senkrecht  auf  der  Symmetrieebene  stehen)  und  derselben 
gröfsere  Anwendbarkeit  zu  geben.  In  letzlerer  Beziehung  war 
es  namentlich  notwendig  eine  vollständige  Behandlung  zusani- 
mei^ehörender  Hyperbeläste,  ohne  welche  die  Bestimmung  des , 
Orts  zu  vier  Graden  und  vieler  anderer  körperlicher  ÖHei'  un- 
vollständig bleiben  mufste ,  mit  in  das  Lehrgebäude  aufzu- 
nehmen. 

Ein  solches  Lehi^ebäude  mufs  sich  durch  eine  gewis.se 
Kürze  charakterisieren,  welche  durch  die  Arbeiten  der  Vor- 
gänger möglich  geworden  ist.  Wenn  wir  von  der  Weitläflgkeit 
absehen,  die  Apollonius  bei  der  letztgenannten  neuen  Ver- 
besserung anwenden  zu  müssen  glaubt,  so  ist  auch  in  der 
That  die  Darstellung  in  den  vier  ersten  Büchern  kurz  im  Ver- 
hältnis zu  den  vielen  und  verschiedenartigen  Resultaten,    die 
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vorgeführt  werden.  Das  gut  nicht  am  «enipsten  mui  den  Ab- 
schnitten des  dritten  Buihes,  die  ■wii  noch  nicht  genauei  be- 
sprochen haben.  Bei  dei  Darstellung  emei  Speeialimterauchui^ 
dagegen  kam  es  für  die  Alten  daiaut  an  das  neue,  wis  vor- 
geführt wurde  mit  emei  gp^iseien  Bteite  au-^zufubien:  zuerst 
die  Gmndlige  fui  d"i=!s.elbe  so  zu  heieiten  iifis  dei  Leser  zu 
der  Überzeugung  gelangte  dis  Raiiionnemeiit  enthilte  keine 
1  ucken  daiauf  so  ms  einzelne  zu  gehen  dil'5  1er  Leser  sah, 
kem  FiU  werde  veigessen  endlich  he  gewonnenen  Resul- 
tate auszunutzen  und  luf  weiteie  Untei Buchungen  anwendbar 
/u  ma  hen  ho  verfahrt  ^poiloniii'i  im  fünften  Bucli,  dessen 
Hauptinhalt  wii  dlleiu  aus  Sat?  ol  fui  die  Piribel  und 
Satz  52  für  die  ElUpse  und  Hyperbel  kennen  lernen  können, 
das  aber  doch  mit  seinen  77  Sätzen  zu  dem  umfai^'eichsten 
von  Apollonius'  sämtlichen  Büchern  über  die  Kegelschnitte 
angewachsen  ist. 

Der  Unterschied  zwischen  den  vier  ersten  und  den  vier 
Jetzteil  Büchern  besteht  also  darin,  dafs  die  ersten  ein  Kom- 
pendium der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  bilden,  die  letzten 
eine  Reihe  ausführlicherer  Monographien.  Eine  Unterscheidung 
zwischen  mehr  oder  minder  elementaren  Teilen  in  der  modernen 
Bedeutung  des  Wortes  ,elementar'  müfste,  wenn  man  ein  solches 
wünscht,  vielmehi-  innerhalb  des  Lehi^ebäudes  selbst  vorge- 
nommen werden.  In  der  Weise  haben  wir  auch  in  unserer 
Darstellung  unterschieden,  indem  wir  hervoi^ehoben  haben, 
dafs  Punkte  und  Tangenten  der  Kegelschnitte,  während  sie  im 
ersten  und  zweiten  Buch  nur  in  ihren  Verbindungen  mit  Durch- 
messern und  Asymptoten  betrachtet  werden,  im  dritten  und 
vierten  Buch  in  Verbindung  mit  beliebig  gelegenen  Punkten 
und  Geraden  oder  mit  beliebig  gelegenen  anderen  Kegelschiiillen 
vorkommen.  Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  sind  auch  das 
sechste  und  siebente  Buch  elementar. 

Auch  im  fünften  Buch  werden,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  die  elementaren  Hülfs mittel  benutzt,  welche  im 
ersten  und  zweiten  Buch  entwickelt  sind,  abgesehen  davon,  dafs 
das  im  vierten  Buch '  gefimdene  Resultat,  ohne  direkt  benutzt 
zu  werden,  einen  Überblick  über  die  verschiedenart^en  Lösungen, 
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welche  möglich  sind,  geben  konnte.  Die  Anwendungen  da- 
gegen, die  Apollonius  von  den  gefundenen  Resultaten  gemacht 
vvissen  will,  wenn  er  am  Schlüsse  der  besonderen  Vorrede i) 
des  Buchs  sagt,  daTs  sie  besonders  notwendig  für  Ein- 
teilung und  Diorismus  der  Probleme  seien,  müssen 
sich  sicherlich  weiter  erstreckt  haben. 

Ein  Beispiel  einer  körperlichen  Aufgabe,  deren  Diorismus 
sich  dui'ch  Hülfe  der  Konstruktion  der  Normalen  finden  läfst, 
haben  wir  bereits  im  vorhei^ehenden  Abschnitt  getroffen,  näm- 
lich die  Einschiebung  zwischen  zwei  gerade  Linien.  Doch  ge- 
hörte diese  Aufgabe  noch  zu  denen,  welche  durch  Apollonius' 
zweites  Buch  gelöst  wurden,  und  da  die  Existenz  der  Normale, 
welche  für  die  Grenzbestin)mung  benutzt  werden  mufste,  un- 
mittelbar einleuchtend  wai-,  so  gab  es  keine  Verwendung  für 
den  Diorismus,  der  zur  Konstruktion  der  Normale  selbst  ge- 
hörte. 

Die  Aufgaben,  welche  Apollonius  im  Auge  hat,  müssen  im 
allgemeinen  solche  sein,  die  durch  die  Schnittpunkte  zwischen 
einem  K^elschnitt  und  einem  Kreise  gelöst  werden.  Hat  man 
nun  durch  Benutzung  einiger  der  gegebenen  Gröfsen  den 
Kegelschnitt  und  den  Mittelpunkt  des  Kreises  vollkommen  be- 
stimmt, so  kann  man,  wie  in  der  oben  angeführten  Aufgabe, 
durch  Konstruktion  der  Normalen  die  Grenzen  fmden  zwischen 
den  Werten  der  Radien,  denen  0,  2  imd  4  Auflösungen  ent- 
sprechen, und  dadurch  die  Grenzwerte  für  eine  solche  gegebene 
Gröfse,  von  der  die  Radien,  aufser  von  den  bereits  benutzten, 
abhängen.  Ob  diese  Grenzwerte  Maxima  oder  Minima  werden, 
ist  davon  abhängig,  ob  die  entsprechenden  Normalen  es  sind, 
und  dadurch  tragen  die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen 
des  Apollonius  ihre  Früchte.  Die  Anzahl  solcher  Grenzwerte, 
und  dadurch  die  Anzahl  der  verschiedenen  Möglichkeiten,  welche 
eintreten  können,  hängt  ab  von  der  Lage  des  ICreismittel- 
punktes  mit  Beziehung  auf  die  Evolute  des  Kegelschnittes. 
Dadurch  gelangt  man  zu  der  von  Apollonius  in  der  Vorrede 
erwähnten    „Einteilung"    einer    Aufgabe.     Die   Grenzwerte   für 

'}  Vei^l.  Anhang  1. 
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eine  andere  von  den  gegebenen  Gröfsen,  welche  diese  Ein- 
teüung  bedir^en,  lassen  sich  aus  dem  Grenzwerte  ftif  eine 
einer  -willkürlichen  Äbseisse  entsprechende  Ordinate  der  Evolute 
ableiten,  dessen  Bestimmui^  den  Diorismus  zu  Apollonins' 
Konstruktion  der  Noraiale  ausmacht. 

Der  Diorismus  der  voi^elegten  Aufgabe  läfst  sich  aller- 
dings nicht  immer  ganz  in  dieser  Reihenfolge  ausführen,  nämlich 
dann  nicht,  wenn  der  Radius  des  Kreises  von  keinen  anderen 
Gröfsen  als  denen  abhängt,  die  bereits  hei  der  Bestimmung 
seines  Mittelpunktes  benutzt  sind;  aber  es  ist  einleuchtend,  dafs 
man  doch  immer,  wenn  die  Aufgabe  dm-ch  die  Schnittpunkte 
zivischen  einem  Kegelschnitt  und  einem  Kreise  gelöst  wird,  die 
Konstruktion  der  Normale  und  deren  Diorismus  benutzen  kann, 
um  die  Grenzrelationen  zwischen  den  gt^ehenen  Gröfsen  auf- 
zustellen. Da  jede  Aufgabe,  welche  sich  mittels  der  Schnitt- 
punkte zweier  Kegelschnitte  lösen  iäfst,  auch  durch  einen 
Kegelschnitt  und  emen  Kreis  gelöst  werden  kann,  so  könnte 
man  sogar  auf  diesem  Wege  zu  einem  allgemeingültigen  Mittel 
für  den  Dionsmu.s  solcher  Aufgaben  gelangen.  Indessen  scheint 
es,  als  ob  man  auch  nicht  nach  Äpollonius'  Zeit  die  Konstruk- 
tion der  Normale  als  ein  solches  Mittel  benutzt  hat;  denn  tit 
solchem  Falle  wüi-den  die  Bestrebungen,  Konstruktionen  durch 
zwei  K^elschnitte  auf  solche  durch  einen  Ki^elsehnitt  und. 
einen  Kreis  zu  reducieren,  solche  Fördenmg  gefunden  haben, 
dafs  man  sie  auch  bei  Pappus  müfste  spüren  können.  Das 
trifft  abei'  wie  schon  bemerkt  nur  für  solche  Fälle  zu,  in  denen 
man  es  dadurch  möghch  machen  konnte,  die  vorgelegte  Auf- 
gabe als  eben  zu  betrachten.  Man  wird  sich  dann  damit 
begnügt  haben  Äpollonius'  fünftes  Buch  für  die  Diskussion 
solcher  Aufgaben  zu  verwenden,  deren  Konsti'uktion  durch 
einen  Kegelschnitt  und  einen  Kreis  die  einfachste  war. 

Der  Gnind  dafür,  dafs  man  in  dieser  Anwendung  nicht 
weiter  gegangen  ist,  mufs  darin  gelegen  haben,  dafs  man 
einerseits  nicht  imstande  war  die  Benutzung  der  angedeuteten 
allgemeinen  Methode  überall  voUständ^  durchzuführen ,  und 
dafs  man  andererseits  in  vielen  Fällen,  wo  dieselbe  sich  wirk- 
lich durchführen  liefs,  leichter  dadurch  zum  ZieJe  gelangte,  d,nfs 
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man  den  Diorismus  an  die  nächstliegende  Konstruktion  statt 
an  diejenige  anschlofs,  die  sich  durch  Vertauschung  des  einen 
der  beiden  Kegelschnitte  mit  einem  Kreise  ge\ramen  liefs. 

Dafs  es  körperliche  Aufgaben  —  im  weiteren  Sinne  — 
gab,  deren  Diorismus  unüberwindliche  Schwierigkeiten  dai-bieten 
nmfsten,  einerlei  ob  man  die  beschriebene  Reduktion  anwandte 
oder  die  fielen  verschiedenen  bekannten  Sätze  iäber  Tangenten 
der  beiden  K^elschnitte ,  welche  die  Aufgabe  am  unmittel- 
bai-sten  lösen,  scbliefse  ich  dai'aus,  dafs  die  Bedingung  für  die 
Berühiung  der  Kegelschnitte  (die  Taktinvariante)  in  den  KoeiB- 
cienten  jeder  der  Gleichungen  der  beiden  K^elschnitte  vom 
sechsten  Grade  ist:  eine  solche  Bedingung  auszudrücken  würde 
den  Griechen  wenigstens  aufserordentlicb  schwer  geworden  sein. 
Dafs  es  andererseits  vorher  und  unabhängig  von  den  in  Apol- 
lonius'  fünftem  Böche  gefundenen  Resultaten  Mittel  gab,  die 
man  benutzen  konnte,  um  die  Diorismen  etwa  vorkommende!' 
Aufgaben  zu  fmden,  geht  daraus  hervor,  dafs  die  Aufstellung 
von  Diorismen  körperlicher  Aufgaben  in  der  Vorrede  im  wesent- 
lichen als  eine  bekannte  Schwierigkeit  betrachtet  zu  werden 
scheint,  deren  Überwindung  durch  Hinzufügung  neuer  Mittel 
zu  denen,  die  man  bereits  besafs,  erleichtert  werden  soll. 

Worin  diese  schon  früher  bekannten  Mittel  bestanden  haben 
können  und,  wie  man  weifs,  bestanden  haben,  dafür  haben 
wir  Beispiele  im  vorhergehenden  Abschnitt  und  in  der  Aus- 
führung des  Diorismus  selbst  in  Äpollonius'  fünftem  Buche 
gesehen.  Es  würde  jedoch  von  Bedeutung  sein,  dieses  noch 
genauer  zu  untersuchen.  Nach  dem,  was  wir  in  unserer  Unter- 
suchung über  körperliche  Orter  gesehen  haben,  lag  nämbch  die 
Bestimmung  dieser  und  dadurch  die  Auffindung  der  Lösung 
einer  beliebigen  vergelten  köiperlichen  Aufgabe  wahrscheinlich 
im  ganzen  innerhalb  des  Bereichs  der  Schwierigkeiten,  die  man 
öberwinden  konnte.  Ob  man  dann  die  Behandlung  so  dm'cb- 
führen  konnte,  wie  es  bei  einer  für  die  Öffentlichkeit  bestimmten 
Schrift  erforde'lich  war,  liing  davon  ab,  wie  weit  man  zugleich 
mit  dem  Diorismus  fertig  werden  konnte. 

Indessen  können  wir  aus  Mangel  an  Angaben  zu  keinem 
positiven  Resultat  gelangen:  wir  müssen  die  Frage,  bei  wel- 
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chen  körperlitheu  Aufgaben  die  Griechen  iiiistaiide  waren  Dio- 
rismen  aufzustellen,  dahin  beantworten,  dal's  sie  sich  wahr- 
scheinlich auf  solche  beschränkt  haben,  bei  denen  der  Grad 
der  Gleichung  für  die  Gi'öfse,  deren  Grenzen  gesucht  wurden, 
sich  auf  ii^end  eine  Weise  auf  4  oder  darunter  reducieren 
liefs,  bei  denen  also  die  Grenzbestimmung  selbst  mittels  sich 
schneidender  E^elschnitte')  gefunden  werden  konnte.  Statt 
im  allgemeinen  zu  untersuchen,  welche  Diorismen  man  inner- 
halb dieser  Begrenzung  wahrscheinlich  behandeln  koimte,  wenn 
Veranlassur^  dazu  gegeben  war,  wollen  wir  lieber  versuchen 
nur  eine  Klasse  von  solchen  aufzustellen,  um  dadurch  Gelegen- 
heit zu  erhalten,  von  den  Mitteln,  über  die  man  verfiigen 
konnte  und  die  wohl  zum  Teil  mit  Rücksicht  auf  eine  solche 
Anwendung  entwickelt  waren,  einige  mehr  anzufüliren,  als  wir 
bereits  in  diesem  Zusammenhange  mitzuteilen  Anlafs  gehabt 
haben. 

Wir  wollen  zunäch.st  annehmen,  dafs  die  Lösung  einer 
Aufgabe  mittels  der  Schnittpunkte  zweier  Hyperbeln  f  und  ip 
gefunden  sei,  und  dafs  im  Diorismus  die  eme,  p,  und  die  Asymp- 
toten der  anderen  als  gegeben  betrachtet  werden,  während  die 
Grenzen  für  die  zu  dieser  letzteren,  ip,  gehörende  jkonstante 
Fläche  des  Rechtecks  aus  den  Abständen  von  den  Asymptoten 
gefanden  werden  sollen.  Ein  solcher  Grenzwert  wii'd  einer 
Hyperbel  ip,  die  p  berührt,  angehören.  Der  Beröhrvmgspmikt  P 
wird  dann  die  Mitte  der  Stücke  sein,  welche  die  beiden  Paare 
von  Asymptoten  auf  der  Tangente  in  P  abschneiden,  P  läfst 
sich  bestimmen  a!s  Schnittpunkt  zwischen  der  Hyperbel  <p  und 
dem  geometrischen  Ort  für  die  gemeinschafthchen  Mitten  der 
Stücke,  welche  die  beiden  Paare  von  Asymptoten  auf  derselben 
Geraden  abschneiden. 

Dieser  letzte  Ort  läfst  sich,  wenn  man  die  Mittelpunkte 
der  Hyperbeln  mit  A  und  ß,  ihre  Asymptoten  beziehungsweise 
mit  «1 ,  «j  und  J,,  62  bezeichnet,  auf  folgende  Weise  bestim- 
men.    Wenn  eine  Gerade  sich  um  den  Schnittpmikt  C  von  «i 


')  Da  mau  mdessen  andere  Kiu'ven  kannte,  so  sind  Ausnahmen  von  diesei" 
Regel  nicht  undenkbar.    Yergl.  den  Schlufs  des  nächsten  Abschnittes. 
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und  ö,  dreht,  so  werden  die  Mitten  A'  und  B'  der  auf  dieser 
abgeschnittenen  Stücke  gerade  Linien  a'  und  b'  durchlaufen,  die 
den  Geraden  Oj  und  b^  parallel  sind.  Der  Schnittpunkt  P 
von  ÄÄ'  und  BB'  ist  ein  Punkt  des  geometrischen  Orts,  da 
er  die  gemeinsame  Mitte  der  Stücke  ist,  welche  auf  einer 
Parallelen  zu  der  durch  C  gezogenen  Transversale  abgeschnitten 
werden.  P  ist  aber  Eckpunkt  eines  Dreiecks  PA'B'  dessen 
beide  anderen  Eckpunkte  sich  aut  den  fe'-ten  Geiaden  «  und 
h'  bewegen,  während  seine  Seiten  '-ich  um  teste  Punkte  Ä, 
B,  C  drehen.  Der  Ort  für  P  tst  also  em  Kegelschnitt  der, 
wie  wir  (S.  169)  aus  den  10  \  on  Pappus  ?uScimnienge/ogenen 
Porismen  geschlossen  haben,  den  Alten  bekannt  «ai  Haben 
die  beiden  Hj'perbeln  eine  A'^jmptote  gemeinsam  ^o  i^t  der 
Ort  des  Punktes  P  nach  eben  diesen  zus"unnienge?ogenen  Po- 
risraen  eine  Gerade. 

Auf  den  hier  betrachteten  Fall  lalit  sich  /leniheh  leicht  der 
reducieren,  wo  der  Kegelschnitt  p  cme  Ellipse  ist,  welche  beide 
Asymptoten  von  ^  schneidet  man  kann  dann  /un-tchst  p 
als  Ort  zu  solchen  vier  Geraden  darstellen,  \on  denen  die 
Asymptoten  von  ^  zwei  gegenüber  hegende  «ind  Em  Bnüh- 
i'ungspunkt  P  zwischen  ^  und  einer  Em've  ^  wird  dann  die 
gemeinsame  Mitte  der  Stücke  sein,  welche  diese  und  das  andere 
Paar  gegenüberliegender  Seiten  auf  der  Tangente  abschneiden. 
Durch  eine  Erweiterung  desselben  Verfahrens  könnte  man  noch 
weiter  zu  solchen  Fällen  gehen,  wo  auch  ^  eine  Ellipse  ist, 
von  der  man  die  Lage  und  das  Verhältnis  der  Axen  kennt; 
oder  man  könnte,  nachdem  die  fjbereinstimmung  mit  dein  Fall, 
wo  zwei  Hyperbeln  betrachtet  wurden,  auf  die  Vermutung 
geführt  hatte,  dafs  man  auch  hier  die  Berühnmgspunkte  mittels 
der  Schnittpimfcte  zwischen  p  und  einem  Ki^elschnitt  bestim- 
men müsse,  andere  Mittel  zur  ivirklicben  Bestimmung  eines 
solchen  Kegelschnittes  suchen. 

Einen  hierunter  gehörenden  speciellen  Fall  werden  wir 
Gelegenheit  haben  im  folgenden  Abschnitt  zu  besprechen.  Ein 
anderer  Fall  ist  derjenige,  der  in  Apollonius'  fünftem  Buche 
behandelt  wird,  wo  die  Kurven  ip  Kreise  mit  gegebenem  Mittel- 
punkt sind,  die  gesuchten  Berührungspunkte  also  Fufspunkte 
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der  voll  diesem  Mittelpunkt  aus  gezogenen  Normalen.  Indessen 
ze^  dieser  umstand,  dafs  die  von  uns  zusammei^eslellten 
Hülfsmittel.  die  die  Alten  nach  unserer  Meinung  benutzen 
konnten,  wenn  bestimmt  vorgelegte  Aufgaben  ibnen 
Gelegenheit  dazu  boten,  nicht  als  eine  allgemeine  Methode  aut- 
gefafst  AVerden  dürfen,  welche  die  Alten  selbst  ausdrücklich 
aufgestellt  hätten.  Jedenfalls  können  sie  dies  nicht  gethan 
haben,  bevor  ApoUonius  sein  fünftes  Buch  geschi'ieben  hatte, 
da  wir  aus  seiner  Vorrede  schliefsen  dürfen,  dafs  nicht  nur  die 
schwierige  Diskussion,  sondern  auch  die  Konstruktion  der  Nor- 
malen etwas  neues  war, 

Dafs  man  vor  ApoUonius  die  hier  aufgestellte  Bestim- 
mung von  Diorismen  nur  vereinzelt  benutzt  haben  kann, 
folgt  auch  aus  der  dazu  gehörigen  Benutzung  eines  körperlichen 
Orts,  der  von  den  Alten  in  einen  Ort  zu  vier  Geraden  umge- 
wandelt worden  sein  mufs;  denn  die  allgemeine  Bestinnmmg 
eines  solchen  Orts  wurde  ja  erst  durch  ApoUonius'  Kegel- 
schnitte ermöglicht.  Ein  anderes  Hinderais  für  eine  solche 
aligemeine  Ableitung  von  Diorismen  wie  die  hier  von 
uns  gegebene  bestand  darin,  dafs  dieselben  auf  die  Lösung 
einer  körperlichen  Aufgabe  zurückgeführt  wurden,  bei  der  also 
ein  neuer  Diorismus  erforderlich  sein  konnte,  der  wenigstens 
einer  allgemeinen  Aufstellung  SchAvierigkeiten  entgegengesetzt 
haben  würde.  Im  einzelnen  Falle  kann  man  dagegen  in  der 
Lage  gewesen  sein,  diesen  Diorismus  zu  entbehren  oder  ihn 
durch  die  Begrenzung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  angewandten 
Kegelschnitte,  welche  die  ursprüngliche  Aufgabe  etwa  mit 
sich  brachte,  durchzuführen.  Im  Gegensatz  hierzu  ist  es  ein 
Hauptverdienst  von  ÄpoDonius'  fünftem  Buche,  dafe  es,  wie 
oben  gezeigt,  die  Möglichkeit  gewährte,  auf  alle  gegenseitigen 
Lagen  eines  Kegelschnittes  mid  eines  Kreises  Bücksicht  zu 
nehmen. 

Diese  Betrachtungen  köimen  uns  eine  Ändeutui^  dm^übei- 
geben,  was  das  für  köi-perliche  Aufgaben  gewesen  sein  mögen, 
mit  deren  Lösung  und  Diskussion  die  Griechen  sich  beschäftigt 
haben.  Es  ist  nicht  überflijssig  solche  Winke  neben  der  Mit- 
tethmg  der   aufbewahrten  Aufgaben    und  Lösungen   zu 
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geben.  Von  diesen  darf  man  nämlich  mit  ßestinunüieit  be- 
haupten, dafs  sie  nicht  hinreichend  umfassende  Proben 
für  die  Arten  von  Aufgaben  geben,  die  man  behandelt 
hat.  Ich  schliefse  das  daraus,  dafs  nach  Apollonius'  allgemeiner 
Vorrede  sein  drittes  Buch  namentlich  zur  Bestimmung  körper- 
licher Öi-ter  dienen  soll,  und  dafs  der  Zweck  einer  solchen  Be- 
stimmung die  Lösung  körperlicher  Aufgaben  war,  dafs  aber 
dennoch  bei  keiner  einzigen  der  aufbewahrten  körper- 
lichen Aufgaben  der  Inhalt  von  Apollonius'  drittem 
Buche  für  die  Lüftung  zur  Verwendung  kommt. 
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über  verlorene  Untersuchungen;    eine  Vermutung  über  Eratosthenes'   Schrift 
über  MIttelgrerser, 


Nachdem  wh'  in  Betreff  der  körperhchen  Aufgaben  —  wie 
früher  in  anderen  Beziehungen  —  nacJ^ewiesen  zu  haben  glau- 
ben, dafs  die  Griechen  weiter  gelangt  sein  müssen  als  bis  zu 
den  Resultaten  und  den  Konstruktionen,  über  welche  in  den 
aufbewahrten  Schriften  oder  in  solchen  Schriften  berichtet  wird, 
über  deren  Inhalt  Angaben  vorliegen,  kehren  wir  nunmehr  zu 
der  früher  aufgestellten  Frage  zurück,  wo  denn  die  Ergebnisse 
solcher  weitergebenden  Untersuchungen  niedergelegt  sind. 

Für  die  körperlichen  Aufgaben  können  wir  vielleicht  zum 
Teil  auf  dasselbe  Werk  verweisen  wie  für  die  körperlichen 
Örter,  nämlich  auf  Aristäus'  .Körperliche  Örter'.  Aus 
Pappus'  allerdings  etwas  dunklen  Angaben^)  über  das  Ver- 
hältnis zwischen  Euklids  Elementen  der  Kegelschnitte  und 
der  angeführten  Schrift,   sowie   daraus,   dafs  diese  Schrift   in 
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Pappus"  wohl  geordnetem  Verzeichnisse  zu  Anfang-  de^  71-«" 
Buches^)  hinter  Apolloniiis  Kegelschnitte  gestellt  ist  und 
daraus,  dafs  Pappus  dieselbe  em  Supplement  zu  dei  Lehre 
von  den  Kegelschnitten*)  nennt  daif  man  schheüien  dal&  sie 
selbst  die  Elemente  dieser  Lehie  nicht  enthalten  \iehiiehr  die- 
selben in  einem  umfange  als  bekannt  ^oiau'-gesetyt  hat  der 
wenigstens  etwas  von  dem  Inhalte  von  Apollomus  diitteni 
Buche  in  sich  begreifen  niufste  hi  Anstaus  fünf  Büchern 
ist  also  Raum  für  verschiedene  Dmge  gewesen 

Da  der  Zweck  der  ,körperlichen  Örter'  ihre  Anwendung  auf 
die  Lösung  von  Aufgaben  ist,  so  ist  es  nicht  unwahrscheinlich, 
dafs  etwas  von  diesem  Raum  für  solche  Anwendungen  be- 
stimmt gewesen  ist.  Ist  auch  mögUcher weise  em  Teil  von 
diesen  auf  Au^aben  beschränkt  gewesen .  die  sich  durch  kubi- 
sche Gleichungen  (die  man  damals,  nach  unserer  Annahme, 
allein  als  körperlich  bezeichnete)  ausdrücken  liefsen  —  so  spricht 
doch  der  Umstand,  dafs,  wie  es  seheint,  etwas  über  den  Ort 
zu  vier  Geraden  angeführt  wurde,  dafür,  dafs  auch  einige  der 
weitet  gehenden  Anwendungen,  die  das  Studium  dieses  Ort?; 
veranlafst  hatten,  berücksichtigt  sein  konnten.  In  Folge  eben 
dieses  Studiums  kann  Aristäus  auch  einige  sich  hieran  an- 
schliefsende  Sätze  über  Involution,  die  sich  auf  die  K^elschnitte 
bezogen,  aufgestellt  haben,  die  dann  später  ApoUonius  veran- 
lafsten,  die  Lehre  von  der  Involution  in  der  Schliff  über  den 
bestimmten  Schnitt  einem  umfassenderen  Studium  zu  unter- 
werfen. 

Indessen  darf  man  nicht  allzu  viele  von  den  Unter- 
suchungen, mit  denen  die  Griechen  sich,  soweit  man  aus  den 
vorliegenden  Angaben  schliefsen  kann,  beschäftigt  haben,  dem 
Aristäus  zuweisen,  unter  anderem  aus  dem  Grunde,  weil 
seine  Schrift  vor  den  meisten  Arbeiten  Euklids  und  vor  allen 
Scltriften  des  Archimedes  und  Apollonius  geschrieben  ist.  Wenn 
also  Apollonius  in  den  Büchern  über  den  bestimmten  Schnilt 
die  Lehre  von  der  Involution  mit  der  vollen  Überzeugimg  von 


')  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  636. 
»)  Ausg.  V.  Hiiltscli.  S.  672,  : 


y  Google 


Wo  haljeii  die  verloreneu  Arbeiteu  Phtz  "efiinden'-'  311 

ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Kegels  hnitte  desp  iK  üiter  zu 
vier  Geraden  dai^estelit,  untersucht  ha(  n  u  sind  dann  die  An- 
wendungen der  in  dieser  Schrift  gefundenen  Resultate  darge- 
stellt wordenV  Wo  haben  wir  die  Bthandlung  solchei  neuen 
kuipeilichen  Piublente  (im  neiteien  binne)  7U  suchen  deren 
Lösung  und  Diikussion  durch  die  in  'meinen  Kegelschnitten  ge- 
fundenen neuen  Resultxte  nioghch  wurde  Wir  besitzen  nicht 
einmal  eine  Angabe  über  eme  bchiift  in  der  eine  neue  Dar- 
stellung dei  vollständigen  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
„egeben  wtiden  wäre  die  loch  nach  meinen  und  Pappus'  aus- 
dincklichen  Angiben  ei=t  von  ihm  möglich  gemacht  worden  war. 
Hienut  mufs  man  zunächst  ant\\oiten,  dafs  kein  Grund 
voiliegt  71  glauben  Pappus  mache  m  seiner  Aufzählung 
ille  Sfiuiftei  aus  den  besten  Tagen  der  griechischen  Geo- 
nietiie  namhift  in  denen  die  analj  tische  Geometrie  der  Griechen 
und  ihie  Annendung  luf  die  Lehie  von  den  Kegelschnitten 
md  aut  körperliche  Aufgaben  heh-uidelt  waren.  Er  weist  auf 
die  Buchei  hm  nach  denen  die  Giundlage  für  alle  diese 
Untersuchungen  zu  -studieren  sein  vuidc'),  hat  also  keine  Ver- 
mlassung  auch  ubei  die  ^  erschiedenen  Arbeiten  zu  berichten, 
in  denen  hieihei  gehoiige  ausfuhrlichei e  Specialuntersuchui^eii 
1  ledei^elegt  sem  konnten  Als  olche  Untersuchungen  sind  der 
1  estimnite  Schnitt  dei  \  erhiltnisschnitt  und  der  Flächenschnitt 
nicht  zu  betrachten  da  —  nie  wii  hmsichtlich  des  ersten 
gesehen  haben  und  hinsichtlich  dei  beiden  anderen  im  folgenden 
Ab  chnitt  sehen  weiden  —  die  kennlnis  der  Diskussion  dieser 
Aufgaben  einen  wesentlichen  Teil  der  Voraussetzungen  für  die 
Anw  tndung  der  Lehre  von  len  Kegel  chnitten  ausmacht.  Die 
vier  letzten  Bücher  von  Apollo nius'  Kegelschnitten  geben 
allerdings,  wie  er  selbst  sagt,  weitei^ehende  Specialuntersuchun- 
gen,  aber  sie  sind  wohl  auch  vorwiegend  wegen  ihrer  Vei'bhi- 
dung  mit  den  vier  ersten  Büchern,  sowie  wegen  des  berühmten 


')  Dafs  es  sich  liiei  eben  um  eine  Giundlage  und  nicht  um  eine  Mit- 
teilung alles  dessen,  was  man  wufste,  handelt,  ersieht  man  aus  den 
ersten  Worten  des  7»"  Buches,  welche  denen  es  zu  lesen  empfehlen, 
die  selbst  beföhigt  werden  wollen  voi^elegte  Probleme  zu  lösen: 
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Namens  ihres  Verfassers  in  Pappus'  Liste  mit  anfgenonimen. 
Aus  demselben  G-runde  kann  Eratosthenes'  Schrift  über 
Mittelgröfsen ,  deren  Titel  auch  auf  Speciakintersuchungen  hin- 
weist, mit  aufgenommen  worden  sein.  Dafs  andererseits  der- 
setbe  Gnmd  Pappus  nicht  bewogen  hat  diejenigen  von  Ärchi- 
medes'  Schi'iften  aufeuführen,  welche  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten betreffen,  muf's  darauf  beruhen,  dafs  diese  Lehre 
in  Schriften,  welche  Quadratur  sowie  Kubatur  der  dadurch  her- 
voi^ebrachten  Flächen  und  Körpei'  behandeln,  in  einer  anderen 
Form  und  mit  anderen  Zielen  auftritt  als  im  r'Sjrwg  ihaXon- 
at'jeiq. 

Pappus  hat  also  nicht  beabsichtigt  Angaben  über  solche 
Schriften  zu  machen,  deren  Inhalt  über  den  des  Lehi-gebäudes 
hinausging.  Auch  sind  gewifs  diejenigen  Schriften,  welche 
gröfsere  Forderungen  an  die  Vorkenntnisse  der  Leser  stellten,  in 
der  Zeit  des  Rückschrittes  unbeachtet  gebüeben  und  deshalb 
in  der  Regel  wohl  nur  in  einzelnen  Exemplaren  in  der  alexan- 
drinischen  Bibliothek  aufbewahrt  worden,  und  viele  können 
dann  bei  den  Ur^lücksföllen ,  die  diese  betroffen  haben,  ganz 
verloren  gegangen  sein.  Was  die  betrifft,  die  noch  zu  Pappus' 
Zeit  erhalten  gewesen  sein  müssen, .  so  begehen  wir  ihm  gegen- 
über keine  Unbilligkeit,  wenn  wir  annehmen,  dafs  er  nicht 
einmal  imstande  gewesen  sein  würde,  uns  sonderliche  Ajigaben 
über  die  darin  enthaltenen  weitei^ehenden  Untersuchungen  zu 
machen.  Die  Tradition  durch  mündhchen  Unterricht,  die  sich 
durch  die  vielen  Jahrhunderte  erhalten  haben  kaim,  die  ihn 
von  ApoUonius  treimen  und  aus  denen  kein  selbständiger 
Fortschritt  auf  diesem  Gebiete  zu  unserer  Kenntnis  gelangt  ist, 
nmfs  nämlich  äufserst  gering  gewesen  sein.  Pappus'  Zeit,  in 
der  man  sich  in  der  That  Kermtnisse  von  dem  und  Einblicke 
in  das  verschaffte,  was  die  grofsen  Mathematiker  hervorgebracht 
hatten,  mufs  also  eine  Renaissancezeit  gewesen  sein,  in  der 
diese  Einsicht  aus  den  Büchern  der  Alten  geschöpft  wurde. 
Wie  viel  Geduld  eme  solche  Arbeit  erfordert  hat,  wird  man 
leicht  verstehen,  wenn  man  bedenkt,  wie  vieS  Schwierigkeit 
das  Studium  der  Schriflsteiler  des  Altertums  wen^tens  anfäng- 
lich den  Mathematikern  der  G^enwai-t  verursacht,   welche  die 
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Resultate  doch  zum  Teil  kennen  und  die  Beweise  in  eine 
mathematische  Sprache  iäbersetzen  können,  mit  der  sie  selbst 
vertraut  sind.  Nun  hat  Pappus  gewifs  während  seiner  Lehrzeit 
von  Lehrern  Anleitung  empfangen,  die  vor  ihm  das  Studium 
der  alten  Schriftsteller  begonnen  haben,  so  dafs  sein  Eindringen 
in  diese  nicht  die  Arbeit  eines  Einzelnen  ist;  aber  da  die  Alten 
gewöhnlich  nur  die  strengen  synthetischen  Be^veise  geben, 
höchstens  zugleich  Analysen  in  streng  systematischen  Formen, 
aber  keinen  freieren  Wink  für  das  Verständnis  und  keine  An- 
gaben darüber,  wie  man  beim  Unterrichte  den  geometrischen 
Ideen  Emgang  bei  den  Schülern  verschaffen  könne,  so  ist  es 
immerhin  aüer  Ehren  wert,  wenn  Pappus  und  seine  Zeitgenossen 
es  erreicliten,  in  die  notwendigsten  Glieder  des  Lehrgebäudes 
einzudringen  und  einige  wenige  weitergehende  Untersuchungen 
zu  verstehen.  Dagegen  hat  man  sicherlich  vieles  von  dem, 
was  sich  aus  der  alten,  schöpferischen  Zeit  vorfand,  als  zu 
schwierig  liegen  lassen  müssen.  Dies  ist  vielleicht  der  Haupt- 
gi'und,  wainm  einige  von  Arehimedes'  bedeutendsten  Ar- 
beiten ,  wie  seine  Schrifl  über  Konoide  und  Sphäroide ,  an 
keiner  Stelle  von  Pappus  ei-wähnt  werden. 

Wh'  besitzen  auch  direkte  Zeugnisse  dafür,  dafs  andere 
Schriftsteller  als  die  m  Pappus'  Liste  angeführten  an  der  Lehre 
von  den  K^elschnitten  gearbeitet  haben,  und  diese  Zei:^isse 
sind  alle  auf  eine  so  zufällige  Weise  hervorgetreten,  dafs  es 
wahrscheinlich  noch  viel  mehr  gegeben  hat,  als  ausdrücklich 
erwähnt  werden.  Wenn  wir  also  in  Apoüonius'  Vorreden 
die  Namen  von  Euklid,  Konon  und  Nikoteles  angeführt 
finden,  so  ist  dies  nur  durch  eine  Kritik  der  von  ihnen  einge- 
nommenen Standpimkte  veranlafst,  während  er  sonst  die  Ar- 
beiten der  Vorgänger  ganz  im  allgemeinen  erwähnt  ohne  eine 
einzelne  namhaft  zu  machen.  Hinsichthch  der  ersten  Bücher 
kann  er  dabei  an  die  Werke  vonEuklid  imdAristäus  gedacht 
haben,  welche  Pappys  anführt;  aber  auch  in  den  Vorreden 
zu  den  späteren  Büchern  wird  auf  ungenannte  Vorgänger  hin- 
gewiesen. Die  Angaben  über  Auflösungen  körperlicher  Auf- 
gaben, die  wir  im  Vorhergehenden  aus  Pappus  und  Eutokius 
entnommen  haben,  sind   alle  entweder  bei  der  Zusammenstel- 


y  Google 


314  Vier/ehntev  Abschnitt. 

lung  der  verschiedenen  Behandlungen  der  einfachsten  hierher 
gehörenden  Aufgaben,  nänihch  der  Dreiteilung  des  Winkels 
und  der  Verdoppelung  des  Würfels,  entstanden,  oder  sie  haben 
sich  im  besonderen  an  Aufgaben  von  Archimedes  angeschlossen. 
Nur  aus  diesem  Grunde  sind  wir  mit  den  angeführten  Kon- 
struktionen von  Dionysodorus  und  Diokles  bekannt  ge- 
worden. Eutokius  hat  femer.  wie  wir  gesehen  haben,  ein 
merkwürdiges  altes  Bruchstück  hervoi^ezogen ,  weil  es  Archi- 
medes' Kiigelteilung  ergänzt;  aber  wie  viele  andere  Schriften, 
die  ganz  andere,  ebenso  wertvolle  Angaben  über  die  Art,  wie 
die  Alten  körperliehe  Aufgaben  behandelten,  enthielten,  kann 
er  nicht  unbeachtet  gelassen  haben  y 

Es  kann  also  sehr  wohl  eine  Litteratur  gegeben  haben,  die 
umfangreich  genug  war,  um  die  weitergehenden  Untersuchungen 
zu  umfassen,  welche  ein  so  vollständiges  Lehrgebäude,  wie  das 
in  ÄpoUonius  vier  ersten  Büchern  enthaltene,  als  Grundlage 
nötig  hatten  und  dasselbe  deshalb  selbst  nach  und  nach  ent- 
wickelten, welche  femer  solche  Werkzeuge  brauchten  und  des- 
halb selbst  ausbildeten  wie  die  sind ,  welche  wir  in  Euklids 
Porismen  und  Apollonlus'  bestimmtem  Schnitt  fanden,  und 
welche  endlich  Verwendmig  füi'  solche  köiperlichen  Oiier,  wie 
den  Ort  zu  vier  Geraden,  hatten.  JN'ach  Apollonius'  Zeit  kann 
es  eine  Litteratur  g^eben  haben,  die  selbst  ziemlich  weitgehende 
Anwendungen  der  verbesserten  Hulfsmittel,  die  man  ihm  zu 
verdanken  hatte,  enthielt. 

Und  doch  glaube  ich  nicht,  dafs  die  Litteratur  jener  Zeil 
einei  auch  nur  annäliernd  so  grofsen  Teil  der  damals  aus- 
geführten Foi-scberarbeit  enthalten  haben  wird,  wie  die  Litteratui' 
unserer  viel  publiderenden  Zeit  von  der  Forscherarbeit  der 
Gegenwart  enthält.  Man  hat  sich  sicherlich  damit  begnügt, 
vieles  von  dem,  was  man  damals  fand,  seinen  Schülern  und 
Freunden  mündlich  mitzuteilen  oder  den  Aufgaben  zu  Grunde 
zu  legen,  die  man  ihnen  stellte.  Nm'  wer  wie  Ärchiniede.s 
aufserhalb  Alexandrias  lebte,  war  zu  einer  schriftlichen  Mit- 
teilung aller  seiner  Entdeckungen  gezwungen.  Er  ist  deshalb 
nicht  nm'  rascher  bei  der  Hand  gewesen  dieselben  zum  Gegen- 
stand einer  ausführlicheren  Behandlung  zu  machen,  sondern  er 
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hit  lucli  \oi  die'^ei  Bebaiidlung  solche  VJiUuti^eii  älttleiluiigeii 
ubei  seme  Resultate  «chiiftlich  g^eben  «eiche  tiii  alexm 
dimischei  Mathematikti  'meinen  Fieunden  uiundlich  „egeben 
haben  wuide 

Da[s  m-w  tbitsachlicb  in  der  Regel  nuht  la'^ch  drizu  hil 
übergehen  können  lemen  Unteisuchungen  schiifthchen  Ausdruck 
zu  veileihen  schliefse  ich  lu'-  den  SdiAViengkeiien  welche  die 
Redaition  damals  veiuisachen  mul&te  Aon  diesen  erhalt  man 
eine  A  Ol  Stellung  durch  diejenigen  welche  das  Lesen  dei  BeweLSb 
der  Alten  un%  veiursacht  Diese  fachrtieiigkeiten  beiiihen  nicht 
allem  daiauf  dals  es  uns  an  Übung  hieun  tthlt  denn  wit 
giofse  Übung  man  sich  auch  ei werben  mag  so  nud  man  den 
noch  immei  viel  leicbtei  z  B  die  Ableitung  ^^n  Piopoitionen 
aus  emindei  ubei-sehen  wenn  nian  dieselben  so  schieibt  ivie 
wir  al&  wenn  man  sie  m  Woiten  ausdiiukt  und  m  Worten  ihien 
bei  un=;erei  Schieibweibe  m  die  Äugen  tilleiiden  gegenseitigen 
Zu&iramenhang  ausdiuckt  Noch  wenigei  luhien  sie  daion  hei 
dafs  der  Zu'-ammenhai^  mi  Gedankengange  dci  Alten  in  Wiik- 
lichkeit  wemgei  einfach  ist,  denn  wenn  man  eist  deutlich  das 
eifafst  hat  was  das  we^^entliche  m  ihren  Beweisen  ist  ^o  sind 
diese  gewöhnlich  so  emftch  und  natuihch  wie  nnn  nin  wnii 
sehen  kann  und  wie  mm  sie  m  unseien  lagen  niii  michcn 
kmn 

Die  Schttieiigkeiten  beim  Lesen  luliien  vcn  den  wen^ci 
guten  Mitteln  hei  die  man  dimils  fui  scbnftliche  Daisteüung 
bes-^fs  und  lon  den  steilen  Formen  die  nun  sich  % eipfliclitet 
tuhlte  seinen  Beweisen  zu  geben  und  diese  Umstände  müssen 
dem  Veifa,ssPi  eme  einigeimafseii  entspiechende  Beschwerde 
\erursdcht  haben  wenn  ei  auch  bei  dei  synthetischen  Dai 
'Stellung  ^01  dem  Lesei  den  w  e'-entlichen  Vorteil  voraus  hatte 
difs  er  im  \oiius  wulste  woiauf  ei  hinaus  wollte  was  dei 
Lcsei  eist  gegen  das  Ende  dei  Beweise  eifahit  Die  ioimalcn 
Foideiungen  an  die  Dai-stellung  konnten  sowohl  wie  wii  g( 
sehen  haben  und  im   Folgenden    -ui  mein   Beispielen  '■)   sehen 

^)  Uas  am  stärksten  ausgeprägte  Beisi  el  liiertui  ist  Äpolbnfus  Scliiift 
iber  den  1  eihiillni'iachiiitl  lie  vi  im  folgendea  Absehnitt  le 
sptechen  weiden 
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werden ,  eine  gi-oise  Weitläufigkeit  hervorrufen ,  als  auch  sehr 
bedeutende  faktische  Schwierigkeiten  bereiten.  Das  erstere  ist 
nach  unserer  Annahme  ein  Hindernis  gewesen  für  die  direkte 
Behandlung  eines  Kegelschnittes ,  der  durch  fünf  Punkte  gehen 
soll,  das  letztere  trat  bei  jedem  Problem  ein,  dessen  Diorismus 
nicht  unmittelbar  einleuchtete;  denn  der  Diorismus  mufste  in 
der  Regel  eine  schwierigere  Aufgabe  werden  als  die  ursprüng- 
liche war,  und  diese  durfte  man  überhaupt  nicht  stellen  und 
lösen  ohne  einen  vollständigen  Diorismus, 

Hat  nun  auch  die  Überwindung  dieser  Schwierigkeit  zu 
wichtigen  Resultaten  —  ■wie  in  ApoUonius'  fünftem  Buche  -— 
geführt,  so  kann  doch  in  vielen  anderen  Fällen  das  Fehlen 
eines  Diorismus,  der  [zu  kompliciert  gewesen  wäre  um  an  sieh 
selbst  Interesse  darbieten  zu  können,  ein  Hinderais  für  die 
schriftliche  Darstellung  einer  an  und  für  sich  bedeutungsvollen 
Konstruktion  gewesen  sein. 

Hätte  man  nun  ebenso  strenge  formale  Forderangen  an 
die  Form  der  mündlichen  Darstellung  gestellt,  ja,  hätte  man 
—  was  übr^ens  imdenkbar  ist  —  seine  eigeie  Gedankenarbeit 
auf  dieselbe  Weise  in  Fesseln  gelegt,  so  würde  nirgendwo 
Raum  für  die  Vorbereitung  gewesen  sein,  ohne  welche  das 
überheferte  reiche  Material  niemals  zustande  gebracht  und  die, 
mit  Rücksicht  auf  den  zu  Grunde  liegenden  Gedankengang, 
einfache  Behandlungsweise  niemals  erreicht  worden  wäre. 

Allerdings  nehme  ich  an,  dafs  die  strengen  logischen  For- 
men, durch  welche  man  sich  dagegen  sicherte  falsch  zu  über- 
legen und  in  seiner  Darstellung  den  Behauptungen  eine  andere 
Ausdehnung  zu  geben  als  beabsichtigt  war,  einen  wieht^en 
Teil  auch  des  mündhchen  mathematischen  Unteri'ichfs  ausge- 
macht haben.  In  der  Zeit  des  Verfalls  sind  sie  vielleicht  sogar 
die  Hauptsache  gewesen,  aber  in  den  guten  Zeiten  der  grie- 
chischen Mathematik,  wo  man  die  grofsen  Fortschritte  machte, 
hat  diese  formale  Seite  den  Nutzen  gewährt,  zu  dem  sie  be- 
sthnmt  ist:  den  Gedanken  die  Klarheit  zu  verschaffen,  die 
notwendig  ist  um  rasch  und  sicher  za  überlegen,  ohne  jeden 
Äugenblick  ausdrücklich  an  die  Formen  zu  denken,  welche 
vor  Irrtüinera  bewahren. 
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Der  Mangel  eines  vollständigen  Diorisnius,  der  ausdrüoklJcli 
die  GrenzfEiIle  bestimmt,  welche  über  Lösbarkeit  und  Unlös- 
bai'keit  oder  über  die  verschiedene  Anzahl  von  Lösungen  ent- 
scheiden, kann  kein  Hindernis  für  die  mündliche  Mitteilung 
einer  an  und  für  sich  interessanten  Konsti-uktion  gewesen  sein. 
Die  Mitteüung  wird  im  Gegenteil  eine  Aufforderung  an  andere 
gewesen  sein,  auch  das  ihr^e  zur  Auffindung  der  Grenzbedin- 
gungen beizutragen.  Selbst  wo  es  als  unzulässig  lietrachtet 
wurde  Aufgaben  zu  stellen,  deren  Lösung  unmöglich  werden 
konnte,  hätte  man  recht  wohl  ohne  die  genauen  Gi'enzen  für 
die  Lösbarkeit  zu  kennen  der  Aufgabe  mündlich  eine  etwas 
engere  und  deshalb  ausreichende  Begrenzmig  geben  können, 
vielleicht  auch  dadurch,  dafs  man  sie  an  eine  voi^elegte  Figur 
anschlofs.  Dafs  maii  sich  indessen  hiermit  nicht  begnügte,  wird 
durch  Apollonius"  vierte  Buch  bezeig,  das  für  körperüche 
Aufgaben  ganz  dasselbe  Mittel  zlu-  Herstellung  der  Ubersicht- 
hchkeit  giebt,  mit  dem  man  sich  jetzt  statt  detailherter  Grenz- 
bestimmungen zu  b^ni^en  pflegt,  nämlich  die  Bestimmung 
des  Maximums  für  die  Anzahl  der  Lösui^en. 

Endlich  will  ich  hier  auis  neue  daran  erinnern,  dafs  die 
Schwierigkeiten  für  Verfasser  und  Leser,  welche  davon  herrahi'eii, 
dafs  der  erstere  die  Figur,  an  die  sich  der  ganze  Beweis  knüpfte, 
beschreiben,  und  der  letztere  diese  Beschreibung  an  der  fertigen 
Figur  verfo^en  mufste,  ganz  fortfielen  hei  der  mündlichen  Mit- 
teüur^,  bei  der  man  die  Figur  vor  den  Äugen  derZuhörer 
entstehen  liefs  und  beständig  auf  die  Punkte.  Strecken  und 
Flächen  zeigen  koimte,  mit  denen  man  zu  openeien  hatte 

Noch  freier  war  der  Forscher  bei  'deinen  eigenen  peison 
liehen  Untersuchungen;  doch  kommt  das  fui  uir^  nn  diesci 
Stelle  wen^er  in  Betracht,  wo  geze^  ii\eiden  sollte  äa[=!  diL 
Wahrheiten  und  Methoden,  ■\\'elche  nicht  blols  Einzelne  sondtm 
me  wir  sagen  müssen,  die  damalige  Geometrie  sich  aneigneten, 
und  welche  die  Nebenuntereuchungen  ausmachten,  ohne  welche 
das  eigentliche  Lehrgebäude  nicht  zu  so  grofser  Vollkommenheit 
hätte  gelangen  können,  sich  nicht  auf  das  beschränkt  haben 
können,  was  in  Schriften,  seien  diese  nun  erhalten  oder  nicht, 
niedergelegt  wai'. 
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Dil.  tiiiindlich  "Uitteiliiiig  kmn  /um  lul  darin  hestaiideii 
haben  dih  m-in  die  Re^ultite  und  Aufgaben  Schülern  oder 
Freunden  ^oilegte  die  ^le  dann  «elbst  beweisen  oder  lösen 
sollten  Miii  konnte  dmn  7ugleich  durch  diese  Beispiele  mittels 
leitender  Winke  seine  bchuler  m  die  Methoden  einführen,  von 
denen  emt  allgemeine  Daistelluiif,  sich  schwer  hätte  geben 
la'5'ien  und  die  wji  nun  geiM&ieimafsen  hinter  den  überlieferten 
Resultaten  und  hmtei  den  geoidneten  Beweisen  suchen  müssen. 
Andererseits  ist  gewifs  vieles  beim  direkten  mündhchen  Unter- 
richt mitgeteilt  worden  So  hegt  die  Annahme  nahe,  dafs 
Apollonius  bei  dei  Duichnxhnu  von  Aristaus'  körperlichen 
Örtern  Gel^enheit  gehibt  habt  seinen  Sthülem  zu  zeigen: 
emmal  du  \  ervollstandigur^  dei  Bestimmung  des  Orts  zu  vier 
Geladen  und  die  Behindlui^  dei  mit  diesem  verwandten  Örter, 
fernei  die  in  den  Satz  vom  embeschuebeuen  Viereck  ange- 
schlossenen Allwendungen  der  in  dei  bchiift  über  den  be- 
stimmten Schnitt  g^ebenen  Lelire  von  dei  hivolufion,  sowie 
endlich  die  An^endui^  koipeihchti  Oitei  nuf  die  Lösung  ein- 
7Llnti   wichtiyei  Pioblemt 

Es  wild  ilso  teds  in  verloienen  Schlitten,  in  solchen,  die 
wii  dem  Ninien  n^oh  kennen,  und  in  solchen  die  ganz  in  Ver- 
gessenheit geraten  sind  teils  m  zusammenhangenden  mündlichen 
Mitteilungen  Raum  und  Gelegenheit  gem^  fui  die  umfassenden 
Untersuchungen  gewesen  sein  deren  Existenz  wir  sowohl  aus 
bestimmten  Winken  wie  ans  der  giofsen  Vollkommenheit  der 
übeiliefeiten  griechischen  Lehie  von  den  KegeLsehnitten  ge- 
schlossen haben  Ihrem  Einflufs  luf  diese  Lehie  ist  es  zu  danken, 
dafs  diese  Untei -urhuiigen  fui  uns  nicht  veiloien  gegangen  sind, 
und  man  dait  wohl  annehmen  dafs  unseie  moderne  mathe- 
uiitische  Kultui  ^\  eiche  inf  den  Uberhefenir^en  aus  der  an- 
tiken au^ebaut  ist  abgesehen  davon,  dafs  sie  in  manchen 
Sichtungen  sn  viel  weitei  forl^eschittten  ist  nun  alimählicli 
auch  daÄ  wiedererobert  hat,  was  sie  aus  den  verlorenen  grie- 
.  chischen  Aibeiten  wurde  haben  gew  innen  können.  Für  das 
volle  Veistandnis  des  eigentumhchen  Wesens  der  griechischen 
Geometrie    7u  dem  gegenwaitige  Schuft  einen  Beitrag  zu  Uefern 
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1  e&tiiumt  lat  wuideu  sie  dagegen  \on  dei  hochsteü  Bedeutung 
sein  Min  fühlt  sich  deshalb  ingeiegt  einigen  Ersatz  m  Vei- 
mutungen  7U  suchen 

Indessen  wuiden  solche  \eimutnngen  duhei^t  gefihrhch 
sem  wenn  sie  hinsichtlich  dei  we'^entlichen  Beschaffenheit 
tei  Gegenstände  und  der  Mittel  der  Unteisuchung  nbei  das 
Gebiet  himusgieifen  i^oilten  welches  duich  die  ubeiheferten 
oder  von  spateien  Schiiftstellein  die  '^le  kxnaten  au  drufklith 
erwähnten  Sihnflen  ingegeben  wird  Allerdings  ist  es  nicht 
unwahrscheinlich  dafs  man  minchesmal  auch  über  dies  Gebiet 
hinausgegangen  ist  aber  teiL  wurden  hieiduf  bezughche  Vei- 
iiiutungen  willkuilich  und  deshalb  leicht  uiefuhrend  sein  teils 
haben  solche  Unteisuchungen  die  gir  keine  Fiutht  gereift 
haben  dmch  die  min  sie  entdecken  kennte  kium  sonleihthe 
Bedeutung  gehabt  An  lers  veihilt  es  sich  wenn  lic  \  ei 
mutungtn  mögen  sie  sich  auch  mit  Rücksicht  auf  Elinzelheiten 
hohei  erheben  a!s  die  ubetheferten  Untersuchungen  selbsi 
sich  doch  nm  mneihalb  des  duich  diese  bezeichneten  Ge 
hieteis  be\^egen  Gerade  «eil  dieses  \on  viel  geimgerer  Aus 
dehnung  wai  als  das  dci  heutigen  Mithematik  daif  m-in 
innehmen  dafs  diejenigen  i^tlche  dinials  ihie  Zeit  dei  Mathe- 
matik widmeten  mid  diuch  ihie  Leistui^en  im  Dienste  der 
(  ivilisation  dieses  Gebiet  erobert  und  giundlich  befestigt  haben 
sah  eine  giofse  'Vciirautheit  mit  dem  eiben  eiweiben  mufsten 
Es  spncht  deshalb  eine  nicht  germge  AVahrscheinlichkeit  dilur 
dals  man  wenn  min  Vermutur^en  «bei  Untersuchur^en  luf 
stellt  die  ganz  iiineihalb  dieses  Gebietes  liegen  mid  bich 
duichweg  umiittelbar  lut  batze  stutzen  die  lamal  bekannt 
waren  aif  Fugen  treffen  wird  die  auch  damils  offene  Fi  igen 
waien  liiefuhrend  werden  solche  Veimutimgen  jedenfalls  nicht 
werden  solange  man  sich  an  solche  Aufgaben  halt  von  denen 
man  wenn  sie  auch  moglicheiweiac  niemals  wuklich  gestellt 
w  Ol  den  sind  iennoch  gen  issermafsen  eine  I  osung  ^on  emem 
giiechischen  Mathematdiei ,  dem  sie  gestellt  wurden,  envaiten 
konnte,  da  sie  auf  Wegen  gelöst  werden,  die  ganz  und  gar 
den  Alten  zur  Verfügung  standen.  Solche  Vermutungen  werden 
im  Gegenteil  eine  deutUchere  VorsteUung  von  der  Brauchbarkeit 
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dieser  Wege  geben,  eine  Vorstellung,  deren  Verbreitung  aller- 
dings ihre  Bedeutung  haben  dürfte,  wenn  man  bedenkt, 
dafe  ein  Mann  von  den  gröfsten  Verdiensten  um  die  Litteratur- 
geschichte  der  griechischen  Mathematik  den  vier  ersten  Büchern 
von  ApoUonius'  Kegelschnitten  den  änfserst  bescheidenen  und  zu 
ihrem  Inhalt  so  wen^  stimmenden  Zweck  hat  beilegen  können, 
von  der  damal^en  höheren  Mathematik  gerade  das  zu  bringen, 
was  nötig  war  um  bis  zur  Lösung  der  delischen  Aufgabe,  diese 
mit  einbegriffen,  zu  gelangen '). 

Da  ich  aufserdem  dafür  Sorge  tragen  mufs,  dafs  weder  zu 
viel  noch  zu  wenig  hineingelegt  wird  in  meine  Behauptungen 
über  die  weitergehenden  Untersuchungen,  welche  innerhalb 
des  bezeichneten  Gebietes  ausgeführt  sein  sollen,  so  liegt  mir 
daran,  wo  ich  es  vermag,  Beispiele  für  die  BeschaiTenheit  xu 
geben,  welche  diese  meiner  Meinung  nach  gehabt  haben  können. 
Das  habe  ich  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Abschnittes 
gethan,  und  am  Schlüsse  des  folgenden  werde  ich  umfassendere 
Angaben  machen.  Für  den  Ai^nblick  werde  ich  mich  be- 
mühen etwas  ähnliches  zu  erreichen,  indem  ich  den  Versuch 
mache  anzugeben,  was  der  Inhalt  von  Eratostheiies'  ver- 
lorener Schrift  über  Mittelgröfsen  gewesen  sein  kann. 

Die  Angaben,  welche  hierüber  vorliegen,  sind  so  wenig 
zahlreich  und  zugleich  nach  der  Meinung  der  Textkritiker  so 
wenig  zuverlässig,  dafs  ich,  wenn  ich  mich  auch  so  genau  wie 
möglich  an  dieselben  anschliefse,  vielleicht  dennoch  keine  son- 
derliche Aussicht  habe  das  richt^e  zu  treffen;  aber  jedeiifaUs 
glaube  ich,  dafs  die  Bestimmungen  geometrischer  Örter, 
die  ich  vornehme,  und  die  Aufgabe,  die  ich  löse  (die  als 
körperhche  Aufgabe  vorgelegt  wird,  aber  sich  schliefshcb  als 
eben  ergiebt),  ganz  und  gar  unter  das  gehört,  was  die  Alten 
bewältigen  konnten  und  auf  ähnhche  Weise  behandelt  haben 
würden. 

Zuerst  wil]  ich  eine  Annahme  von  P.  Tannery^)  be- 
rühren,  die  darin  besteht,    dafs  Eratosthenes'  Örter  für  Mittci- 


■)  Caiitor,  Vorlesungen.  S.  294. 

')  Memoirei>  tie  l'Academie  de  Boitleaiix.  ä"^  '•ti 
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jp-örsen  die  Kurven  sein  sollten,  die  in  einem  trilinearen  Koordi- 
natensystem durch  Relationen  zwischen  zwei  beliebigen  Gröfsen 
und  einer  Yon  deren  Mittelgröfsen  dargestellt  werden,  also 
dm'ch  die  Gleichungen: 

wo  y  die  arithmetische,  geometrische  und  hamionische  Mittel- 
gröfse  zwischen  x  und  z  ist,  und  durch 

x(x~y)  =  z{y^3),       x{x~y)  =  y{y  —  s), 
wo  y  die  subkonträre  MiftelgrÖfse  zu  der  harmonischen  oder 
geometrischen  ist  '■). 

Da  sich  sofort  erkennen  läfst,  dafs  diese  Relationen  mit 
Ausnahme  der  ersten,  die  eine  gerade  Linie  darstellt  Örter  zu 
drei  oder  vier  Geraden  ergeben,  so  ist  es  zu  Eratosthenes' 
Zeit  nicht  schwierig  gewesen  die  Behandlung  der  in  diesen 
Relationen  dai-gestellten  Kurven  ebenso  weit  zu  führen,  wie 
man  vor  Apollonius  die  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden 
führen  konnte.  Der  Umstand,  dafs  eigentlich  nur  das,  ivas 
unter  diese  leiste  allgemeine  Aufgabe  gehörte,  überhaupt  Schwie- 
rigkeiten bereiten  konnte,  ist  vielmehr  ein  Grand  dag^en,  dafs 
Eratosthenes  Veranlassung  gehabt  haben  sollte  diesen  Kurven 
besondere  Aufmerksamkeit  zu  schenken;  jedenfalls  erseheint 
mir  die  Wahl  derselben  etwas  willkörlich. 

Die  Stellen  bei  Pappus^),  an  denen  Eratosthenes' 
Örter  für  Mittelgröfsen  erwähnt  werden,  gehören  allerdings  zu 
denen,  iTiber  deren  Echtheit  Hultsch  einige  Zweifel  hegt;  aber 
jedenfalls  smd  dieselben  doch  wohl  einem  Manne  zu  verdanken, 
der  etwas  über  Eratosthenes'  Schrift  gewufst  hat,  und  das 
wen^e,  was  man  zu  ■wissen  bekommt,  dürfte  deshalb  etwas  An- 
spruch auf  Zuverlässigkeit  machen  können;  im  entg^engesetzten 
Falle  müfste  man  es  auch  als  zweifelhaft  beti'achten,  ob  die 
angeführte  Schrift  überhaupt  etwas  über  Örter  enthalten  hat, 
da  darüber  bei  Pappus'  erster  und  zuverlässiger  Erxväbnung 
dieser  Schrift  (S.  636)  nichts  angegeben  ist. 


')  Pappus,  Ausg.  V.  Hiatsch,  S.  84. 

=)  Ausg.  T.  Hultsch,  S.  682,  la   und  652,  S.     Die   im  Fo^^euden   i 
1  Seiten  beziehen  sich  auf  diese  Ausgabe, 
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S.  662,  17  wird  nach  einer  Auseinandersetzung  iibei-  die 
Einteilung  der  Örter  in  ebene,  köi-perliche  und  lineare  gesagt, 
dafs  die  erwähnten  geometrischen  Örter  ihrer  Art  nach  unter 
die  vorher  genannten  (Trpostp-^fiiva)  gehören.  Es  lafst  sich  nicht 
erlteiinen ,  ob  dabei  an  eine  einzelne  von  diesen  Arten  gedacht 
wird;  da  aber  keine  solche  genannt  wird,  so  ist  es  am  wahr- 
scheinlichsten-, dafs  sie  z«  allen  dreien  gehört  haben,  Dafs 
einige  der  Örter  K^elschnitte  gewesen  sind ,  wird  nament- 
lich dadurch  wahrscheinUch,  dafs  Eratosthenes'  Schrift  nach 
der  bei  Pappus  mitgeteilten  Reihenfolge  (S.  636)  zuletzt  gelesen 
werden  sollte,  also  nachdem  man  durch  Apoll on ins'  Kegel- 
schnitte und  Äristäus'  körperliche  Örter  sowohl  mit  der 
Lehre  von  den  K^elschnitten  im  allgemeinen  als  auch  mit  dem 
Auftreten  der  Kegelschnitte  als  körperhcher  Örter  bekannt  ge- 
worden war.  Neben  diesen  kann  es  ebene  Örter  für  Mittel- 
gröfsen  und  vielleicht  lineare  Örter  g^eben  haben;  doch  werden 
diese  letzteren  kaum  sonderlich  untersucht  worden  sein,  da 
keine  von  den  übrigen  Schriften,  welche  Pappus  der  antiken 
analytischen  Geometrie  zurechnet,  über  Formen  des  zweiten 
Grades  hinangegangen  zu  sein  scheint. 

Der  Grund  dafür,  dafs  die  Örter  für  MittelgrÖfsen  doch 
hier  sowohl  wie  S,  652  für  sich  genannt  werden,  schemt  m  der 
folgenden  Zeile  662,  18  angegeben  zu  werden  und  der  gewesen 
zu  sein,  dafs  die  Voraussetzungen  für  diese  Örter  von  einer 
besondei'en  Beschaffenheit  gewesen  sind '),  Diese  kann  darin 
bestanden  haben,  dafs  diese  Örter  nicht,  wie  der  Ort  zu  vier 
Geraden,  an  eine  geradlinige  Figur  angeschlosen  wurden,  son- 
dern an  einen  im  voraus  gegebenen  K^elschnitt  *), 


')  Eine  Lucke  in  die'^ei  Zeile  kelae  --icli  Melleicht  in  ilei  Wei'ie  eiuiiizen 
dafs  nui  angeinhit  iviiidp  die  Öitei  könnten  nach  den  verschiedenen 
Yoraussetzungen  eben  krrpeihch  oder  lineoi  weiden  Doth  ist  die 
Ergänzung  von  Hultsch  dei  wii  uns  angeschlossen  haben  in'-ofern 
wahTEchemlicher  al«  alleiding-  ein  Grund  fdr  die  besondeie  Aut'itel 
lung  dieser  Öiter  TOrhanden  gewesen  sein  mul« 

')  Der  Unterschied  von  anderen  ebenen  kfiqieilichen  und  lineaien 
Örtem  kana  möghcheiwei&e  auch  dann  beatinden  haben  dafs  Eralo 
sthenes'   Örter  ebene  Kurven   in  verschiedenen  Ebenen  des 
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Eine  zu  dieser  Auffassung  der  augeführten  Stelle  stiinmeude 
Erklärung  davon,  was  für  Kurven  die  Örter  für  Mittelgröfseii 
waren,  erhält  man,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  Alten,  wie 
wir  aus  ÄpoUonius'  drittem  Buche  wissen,  emen  an  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  angeschlossenen  geometrischen  Ort,  auf 
den  der  Name  besondere  gut  passen  würde,  kannten,  nämlich 
die  Polare  eines  Pmiktes  mit  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 
Nennen  wir  den  Punkt  C  (Fig.  57) ,  so  mrd  eine  dui'ch  ihn 
gezogene  Linie,  welche  den  Kegelschnitt  in  X  und  X'  schneidet, 
eine  gewisse  Gerade,  nämlich  die  Polare  von  C,  in  einem  sol- 
chen Punkte  H  schneiden,  dafs  CE  die  mittlere  harmonische 
Proportionale  zwischen  CX  und  CX'  wird.  Es  lag  also  nahe, 
die  Polare  den  Ort  für  die  harmonische  Mittelgröfse 
zu  nemien,  und  dann  zugleich  die  Örter  für  die  Endpunkte  Ä 
und  G  der  arithmetischen  und  geometrischen  Mittel- 
gröfse zu  suchen  und  denselben  die  entsprechenden  Namen 
zu  geben. 

Ist  die  Kurve  eine  Ellipse,  so  sieht  man  leicht,  wenn  man 
sie  als  Parallelprojektion  eines  Kreises  betrachtet,  dafs  diese 
beiden  Kurven  Ellipsen  werden,  welche  der  gegebenen  ähnlich 
sind  Diese  Methode  war  wie  man  vielleicht  aub  Ärchünedes' 
bchrift  über  Konoide  und  bphaioide  [4  und  5]  schliefsen  darf 
den  Alten  nicht  ginz  unbek'innt  v.  ihrschemlah  hat  aber 
Eiatosthenes  die  Untei-suchimg  planjmeti isch  duichgefuhit  um 
zugleich  die  Paiabel  und  Hjpeibel  berücksichtigen  zu  können 
imd  bei  lei  H->pcibe]  daif  min  di  Erato-^thenes  voi  Apol- 
1(  niu'-   leite     niu    in   emen   sukhcn  Hiptibela'^t    denken     der 


Paumc  geneaei  mucI  so  dals  Jie  \ t iau=setzuB^en  liiei  iriimlichei 
■Vatui  ivaien  Daluicli  ivurde  man  luch  eine  ErMaruug  fi  die  Be 
meikung  haben  dal»  Eratostheaes.  Schuft  erst  nach  Euklid" 
Obeiflachenörtem  gelegen  nerden  solle  Wenn  man  dann 
zugleich  das  festhielte  was  ich  als  die  Hauptsache  bei  meiner  Ver 
mutimg  hetiachte  nfimlich  den  Zusammenhang  zwischen  dem  Namen 
der  bchiift  und  dei  Theorie  dei  Polaien  so  kennte  die  Beiuhrungs 
kune  zwischen  einer  Kugelfläehe  odei  einer  Fläche  /weiter  Ordnung 
und  einei  uiube=chiiebenen  Kegelfläche  ein  Ort  tür  eine  Mittelgiöfte 
em  Diese  Veimutuug  ist  indes^ien  aus  versch  edeneii  Grflnden  wengei 
Hiiliiacheinlich  ah  diejenige   welche  hier  vorgetragen  neiden  «oll 
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von  Linien,    die  durch   C   gexogen   werden,    in   zwei   Punkten 
geschnitten  wii'd. 


Fig,  57. 

Dafs  der  geometrische  Ort  für  den  „arithmetischen  Mittel- 
punkt" A  ein  Kegelschnitt  wird,  dei'  dem  gegebenen  perspek- 
tivisch ähnlich  ist  und  diametra!  entgegengesetzte  Punkte  in  C 
und  dem  Mittelpunkt  0  des  gegebenen  Kegelschnittes  hat,  wenn 
die  Kur\'e  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  mufste  sich  leicht  aus 
dem  Umstände  ergeben,  dafs  CA  und  OA  konjugierten  Durch- 
messern oder  Supplementarsehnen  des  gegebenen  Kegelschnittes 
parallel  werden.  VieDeicht  kann  der  Beweis  eine  Form,  die 
der  analytisch-geometrischen  näher  steht,  angenommen  haben, 
indem  man  direkt  Ausdrücke  für  das  Quadrat  der  dem  Dureh- 
messer CO  ensprechenden  Ordinate  von  A  suchte.  Auf  sol- 
chem W^e  kann  man  dann  auch  den  Fall  behandelt  halben, 
wo  die  gegebene  Kurve  eine  Parabel  ist. 

Der  Ort  für  den  „geometrischen  Mittelpurdit"  G  karm  dann 
durch  Benutzung  des  für  A  gefundenen  Ortes  ermittelt  sein, 
da  die  mittlere  Proportionale  CG  zwischen  CX  und  CX'  zu- 
gleich die  mittlere  Proportionale  zwischen  CA  und  CH  ist. 
Wir  wollen  nun  in  einem  Koordmatensystem,  in  dem  CO  Ab- 
scissenaxe  und  die  an  den  Ort  für  ^  in  C  gei^ogene  Tangente 
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Ordinatenaxe  ist,,  die  Ordinaten  von  Ä  mit  Xi  und  y, ,  und 
die  von  G  mit  x  imd  y  bezeichnen.  Man  hat  dann  zuerst  die 
Gleichung  des  für  A  gefundenen  Oiis 

t'emor  —  =  J.. 

und  x^  =  kXi , 

worin  k    die  Abscisse   der  Polai-e  von  Ü  bedeutet.     Aus   den 

beiden  ersten  von  diesen  Gleichungen  leitet  man  zunächst  ab: 
X  X,  yi  ky, 

'J         Vi         p-\-f-^i  pk  -\-  akx^  ' 

die  beiden  letzten  ergeben  aber: 

k  X  y 

X    ""  ^7  ~  y7' 

mithin  ky,  =  xy. 

Durch  Einsetzen  erhält  ]iian 


y  'pk -\- ax^ 

oder  y^  =  pk-{-  ax^ . 

Diese  Gleichung  stellt  einen  neuen  Kegelschnitt  dar,  der  den 
beiden  ersten  pei-spektivisch  ähnlich  ist  und  seinen  Mittelpunkt 
in  C  hat  {zwei  parallele  Geraden,  wenn  die  gegebene  Kui"ve 
eine  Parabel  ist). 

Da  «  nur  ein  konstantes  Verhältnis  ist,  so  kommt  in  dieser 
Ableitung,  wie  wir  sie  hier  gesehrieben  haben,  nirgends  ein 
Ausdruck  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  vor.  Ganz 
derselbe  Beweis  bat  sich  also  in  der  geometrisch-a^ebraischen 
Form  der  Griechen  führen  lassen.  Dafs  wir  in  einem  Beweise, 
den  Eratosthenes  geführt  haben  soll,  die  Form  der  Gleichung 
benutzen,  die  man  Äpollonius  verdankt,  ist  unwesentlich,  da 
wir  durch  Ärchimedes  wissen,  dafs  diese  Gleichung  der  Haupt- 
sache nach  vorher  bekannt  war,  und  wir  nicht  beaJJsicbtigt 
haben  im  einzelnen  Eratosthenes'  Darstellungsform  zu  treffen. 

Wir  nehmen  also  an,  dafs  die  hier  gefundenen  beiden 
Kegelschnitte  entweder  allein  oder  in  Verbindung  mit  der  Po- 
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lai't  von  C  und  den  höheren  l^^urven,  welche  die  Örter  für  die 
Endpunkte  der  subkonMren  Mittelgrqfsen  werden,  Erato- 
sthenes'  Örter  für  Mittelgröfsen  gewesen  sind.  Indessen 
hegt,  wie  bereits  erwähnt,  kein  Grund  vor  zu  glauben,  dafc 
Eratoslhenes  genauer  auf  das  Studium  der  letzten  linearen 
Örter  eingegangen  sei. 

Seine  beiden  Bächer  über  Mittelgröfsen  werden  noch  an 
einer  anderen  Stelle  bei  Pappus')  erwähnt,  nämlich  in  dem 
Bericht  über  Apollonius'  Schrift  über  Einschiebungen.  Die  Be- 
deutung hieiTon  wird  aber  dadurch  geschwächt,  dafs  diese 
Stelle  Ton  den  Textkritikern,  so  namentlich  auch  von  Hultsch, 
für  unecht  gehalten  wird.  Heibei^  nimmt  an*),  dafs  die  be- 
treffenden Zeilen  von  einer  erklärenden  Randbemerkur^  her- 
i-ühren,  die  zuerst  von  einem  Herausgeber  hinter  dem  Bericht 
über  die  Schrift  von  den  Einschiebungen  angebracht  wurde, 
später  aber  von  einem  Abschreiber  aus  Versehen  über  die 
beiden  letzten  Zeilen  dieses  Berichtes  hinauf-  und  in  den  Text 
hineingeschoben  worden  ist.  Das  kann  auch  wohl  zu  den! 
Hauptinhalt  dieser  Zeilen  stimmen,  der  eine  Erklärui^  der 
vorher  gegebenen  Reihenfolge  der  Bücher,  welche  zu  der  antiken 
analytischen  Geometrie  gehören,  giebt  und  aussagt,  dafs  die 
bereits  erwähnten  Schriften  die  ebenen  Aufgaben,  die  sich 
mittels  Zirkel  und  Lineal   lösen  lassen,   behandelt  haben,  und 


A    ^  b             Hil     1          (.          U             1 

V         d           1             1 

in    h            d          11  1        &t  11    i            Ül 

t      g      tg  t   11        d 

D          l          (i.ii'^     )    1     fl   1          h 

X                   U 

1         r«t  b               (g  lö  t)        d        t  A 

h                E         tl 

M  tt  1      f          1         1  t  t   k  m            Ab 

h  d        b                1      t 

d     0  d            li    L  h              d       körp    1 

h         Kö  p    b  h    A  f    b 

t  m         b           It      1 h           1  h 

tö  -p    li  h      F  gur 

g  1  gt        (J            d          11          1  h     d 

ht  d      1     h        (ö  t      ) 

gl    t        d      k             d      )    dl    d       k 

h      L              1    t        d 

d  f             t       d        t          t  ül      d 

1      b        Üb      d     El 

t      1      K  g  1    h    t                    1 

d     fQ  t  B    1       Ar   tä 

d        It          h         ggb              gdägt 

D     t  11                  C   1         i 

f      d   j      g           1hl-       t         ta  d    w 

1  1      IP    11        ?     1 
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dafs  man  nach  diesen  die  körperlichen  Aufgaben,  deren  Lösung 
die  Anwendung  der  Kegelschnitte  verlangt,  behandeln  soll,  dafs 
man  aber  doch,  ehe  man  zu  diesen  übergehe,  die  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  selbst  kennen  lernen  müsse. 

Selbst  wenn  diese  Zeilen  nun  wirkhch  eingeschoben  sein 
sollten,  so  können  wir  doch  die  darin  enthaltene  Bemerkung, 
wonach  die  Behandlung  von  Eratosthenes'  Mittelgröfsen, 
obgleich  sie  bis  zuletzt  aufgeschoben  ist,  unter  die  ebenen  Auf- 
gaben gehören  sollte,  nicht  ganz  unbeachtet  lassen.  Da  etwas 
derartiges  sich  nämlich  aus  dem,  was  sich  sonst  bei  Pappus 
findet,  nicht  schliefsen  läfst,  so  mufs  die  betreffende  Bemerkung 
zum  mindesten  von  einem  Mamie  herrühren,  der  auf  anderem 
Wege  etwas  über  Eratosthenes'  Schrift  wufste. 

Indessen  ist  die  hier  gemachte  Voraussetzung  kaum  die 
einzig  mögliche  Erkläi'ung  des  Umstandes,  dafs  Angaben  über 
den  Unterschied  zwischen  den  bis  dahin  betracJiteten  ebenen 
Aufgaben  und  körperlichen  Aufgaben,  für  welche  die  folgenden 
Schriften  im  wiTog  dva/.ii6/iswQ  als  Grundlage  dienen  sollen,  in 
die  besondere  Besprechung  von  Apollonius'  Schrift  über  ebene 
Einschiebungen  hineingeraten  ist.  Zur  Aufstellui^  einer  anderen 
Erklärung  wird  man  geführt,  wenn  man  beachtet,  daJs  die 
erwähnten  Zeilen  allerdings,  einerlei  ob  sie  von  Pappus  oder 
von  einem  seiner  Herausgeber  herrühren,  später,  wenigstens 
an  einer  Stelle,  etwas  modificiert  sein  müssen.  Wenn  dort 
nämlich  auf  ,Aristäus'  Elemente  der  Kegelchnitte'  hin- 
gewiesen wird,  so  mufs  das  auf  einer  Verwechslung  mit  des- 
selben Verfassers  körperliehen  Örtern  beruhen.  Nun  glaube, 
ich  nicht,  dafs  diese  Verwechslung  von  dem  ursprünglichen 
Verfasser  herrührt,  der  in  der  That  Veranlassung  hatte  eine 
Schrift  über  köiperliche  Örter  zu  eitleren;  denn  gerade  eine 
solche  ist  für  die  Vorbereitung  auf  das  Lösen  körperlicher  Auf- 
gaben erforderlich.  Da  die  vorhergehenden  Worte  indessen 
unmittelbar  nur  sagen,  dafs  zuerst  über  K^eJschnitte  geschrie- 
ben werden  mufs,  so  kann  ein  späterer  Herau^eber  dadurch 
leicht  veranlafst  worden  sein  zu  übersehen,  dafs  das  citierte 
Werk  eigentlich  nicht  die  Elemente  der  Kegelschnitte  behandelt. 
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Ist  mm  diese  Stelle  bei  Pappus  der  G^enstand  einer 
späteren  erläuternden  Bearbeitung  gewesen,  so  ist  es  möglich, 
dafs  diese  Beai'beitung,  weil  der  Herausgeber  Pappus'  Text 
nicht  verstand,  derselben  die  an  und  für  sich  recht  verständ- 
liche Gestalt  gegeben  hat,  m  der  sie  so  schlecht  an  ihren  Platz 
in  dem  Bericht  über  Apollonius'  Einschiebungen  pafst,  während 
sie  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  sehr  wohl  hierher  gepafst 
haben  kann. 

Ist  das  aber  der  Fall,  oder  kann  man  überhaupt  diese 
Zeilen  an  dem  Platze  lassen,  füi'  den  der  überlieferte  Text 
denselben  wenigstens  das  Recht  des  faktischen  Besitzes  giebt, 
so  erfahren  wir  schon  dadurch  etwas  mehr,  nämüch  dafs  die 
ebene  Aufgabe,  welche  in  Eratosthenes'  Schrift,  über  Mittel- 
gi-öfsen  behandelt  war,  eine  Einschiebung  gewesen  ist. 

Viel  mehi'  zu  erfahren  ist,  wenn  die  hier  aufgestellte  An- 
sicht das  richtige  trifft,  deshalb  schwierig,  weil  der  ureprüng- 
liche  Gedanke  durch  die  Ändenmgen  dann  so  verwischt  ist, 
dafs  der  Text  nur  noch  die  ailerbekanntesten  Dir^e  enthält. 
Ursprünglich  dürfte  er  die  Angabe  enthalten  haben,  dafs  die 
In  Eratosthenes'  Schrift  g^ehene  ebene  Einschiebung,  nach  der 
angenommenen  Ordnung  des  analytisch -geometrischen  Lehr- 
gebäudes, erst  nach  den  Schriften  über  körperliche  Örter  be- 
handelt wird;  vielleicht  ist  dies  zugleich  begründet  worden. 
Die  Reste  einer  solchen  Begründung  würden  dann  in  der  nega- 
tiven Bemerkui^  zu  suchen  sein,  die  Pappus  sonst  nicht  zu 
seiner  Erklärung  körperlicher  Örter  hinzufügt,  dafs  diese  „nicht 
solche  sind,  welche  an  körperlichen  Figuren  vor- 
gelegt werden".  Da  man  unter  Aufgaben,  welche  körper- 
liche Figuren  betreffen,  gewifs  auch  solche  rechnen  würde, 
welche  die  „Oberflächen  körperhcher  Figuren"  (eine  Bezeich- 
nung für  die  Kegelschnitte,  die  sich  an  mehreren  Stellen  bei 
Pappus  findet)  betreffen,  so  wird  hierdurch  unter  anderem 
gesagt,  dafs  eine  Aufgabe  nicht  deshalb  körperlich  ist,  weil  sie 
vorgelegte  Kegelschnitte  betrifft. 

\n  voller  Übereinstimmung  hiermit  würde  man  die  Be- 
handlung einer  ebenen  Einschiebung,  welche  sich 
auf  Kegelschnitte   bezieht,    in  Eratosthenes'   Schrift   über 
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Mittelgröl'sen  verweisen  können.  Verwirft  man  die  eben  auf- 
gestellte Erklärung  der  Stelle  bei  Pappos  teilweise  oder  ganz, 
so  gerät  man  dadurcb  doch  nicbt  in  Streit  mit  dieser  Annahme, 
sondern  raubt  ihr  nur  einige  von  ihren  Stützen.  Wenn  man 
der  Stelle  nur  nicht  jede  Bedeutung  absprechen  will,  so  bleibt 
die  Angabe  bestehen,  dafs  in  Eratosthenes'  Schrift  eme  ebene 
Aii%abe  gelöst  worden  ist.  Diese  kann  dann  um  so  mehr 
eine  Einschiebung  gewesen  sein,  als  die  Griechen  sich  viel  mit 
diesen  beschäftigten;  und  dafs  sie  sich  auf  Kegelschnitte  be- 
zogen hat,  wird  annehmbai'  durch  das,  was  wir  sonst  über 
eben  diese  Schrift  gesagt  haben,  und  womit  die  Aufgabe  in 
Zusammenklang  gebracht  werden  sollte.  In  der  Art,  wie  dies 
letztere  geschieht,  mufs  unsere  Hypothese  die  ihr  noch  fehlende 
Stütze  suchen. 

Die  Aufgabe,  deren  Behandlung  ich  nach  allem  gesagten 
in  Eratosthenes' Schrift  hineinlegen  möchte,  ist  folgende:  Durch 
einen  Punkt  eine  gerade  Linie  zu  ziehen,  auf  der 
ein  gegebener  Kegelschnitt  eine  Sehne  von  gegebener 
Länge  abschneidet.  Für  die  Griechen,  die  sich  —  nachdem 
sie  wahrscheinhch  früher  Einschiebungen  mechanisch  ausgeführt 
hatten  —  so  viel  damit  beschäftigten  dieselben  auf  andere 
Konstruktionsmittel  zurückzuführen,  und  die  zugleich  die  Kegel- 
schnitte so  eingehend  untersuchten,  mufs  diese  Aufgabe  sehr 
nahe  gelegen  haben.  Die  Lösui'^  wird  auf  eine  Konstruktion 
zurückgeführt,  bei  der,  aufser  dem  gegebenen  Kegelschnitt,  nur 
Zirkel  und  Lineal  Verwendung  finden,  und  eine  solche  Kon- 
sti-uktion  wurde,  wie  wir  früher  (S.  286)  naeligewiesen  haben, 
die  Aufgabe  für  Pappus  als  eben ')  charakterisieren.  In  welche 
Veibindung  dieselbe  des'-enuiigPdchtet  unt  den  koipeilichen 
Kniven  geiät,   die  wu"  oben  al'i  öiter  für  Mitf elgi oisen  auf- 


')  Ich  lasse  es  dahingestellt,  oh  man  Melleitht  einen  Aii-.-.piueh  iH  dieser 
Riohtung  in  den  ohen  erwähnten  Worten  eiblii-ken  darf,  dafs  „die 
köipeihthen  Probleme  nicht  =olche  aind,  welche  an  köipeihchea  Fi 
SUieu  vijigelegt  werden'  («ow  in  ir-spsots  rr/ri'iaai  izpo'EuzTai]  Weaii 
eine  Aufgabe  aa  solchen  Figuren  vorgelegt  nird,  so  muaien  nämlich 
diese  Figuren  selbst  auch  vorgelegt  weiden,  es  nird  al'.o  ausgesagt 
dafs  die  Bpnuf^ung  die'm  die  Auf^ih?  noih  nuht  MMieibrh  nmht 
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gestellt  haben,  irird  ans  der  folgenden  Auseinandersetzung  her- 
vorgehen. 

Wir  wollen  annehmen,  dafs  XX'  in  V\%.  57  eine  gegebene 
Länge  2?  haben  soll.  Die  Hälfte  derselben,  AX^  l,  ist  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  AH  und  AC  Durch  Benutzung 
der  geometrischen  Örter  für  A  mid  Üf  ist  die  Aufgabe  also 
vorläufig  darauf  reduciert,  durch  einen  Punkt  C  eines  Kegel- 
schnittes eine  gerade  Linie  CHA  zu  ziehen,  welche  den  Kegel- 
schnitt zum  zweiten  Male  in  A,  mid  eine  Parallele  zu  der  Tan- 
gente in  C  in  einem  solchen  Punkte  //  schneidet,  dafs  die  mitt- 


Fig.  ö7. 


lere  Proportionale  zwiaen  AC  und  yiH  die  gegebene  Länge  / 
erhall. 

Nennen  ^^■ir  die  Koordinaten  des  Pmiktes  A,  bezogen  auf 
ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  mit  C  als  Anfai"^- 
punkt  und  der  Tangente  in  C  als  Ordiiiatenaxe ,  x  und  j/,  be- 
zeichnen w^ir  ferner  die  bekannte  AbscBse  des  Punktes  H 
mit  c.  und  setzen  wir  CA  =  r,  so  ei^ebt  sieh 


AC^       _  f  _    _x_ 
AC.AE  ~~  fi  ^'  'x^-c.  ' 

"Wird   nun   der   Kegelsohnitl  {A)   als  Ort    zu   dre' 


(1) 
iraden   auf 
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die  Abscissenase  CT  und  auf  die  Tangenten  CU  und  Yl'.  die 
an  die  Schnittpunkte  der  Abscissenaxe  und  des  Kegelschnittes 
gelegt  sind,  bezogen,  so  wird  derselbe  dui'ch 

i/S  =  ?.xx'  (2) 

hestiiamt,  worin  x'  den  Abstand  AQ  des  Punktes  Ä  von  der 
Tangente  UY,  parallel  der  Abscissenaxe  gerechnet,  bedeutet, 
während  /  ein  auf  gewöhnliehe  Weise  gegebenes  Verliältnis  ist. 
Wird  nun  in  (1) 

r^  =  x^  +  1/"^  ^^  x(x  -^  ?.x') 
eingeführt,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Hyperbel 

{x—c){x-{-/.x')  =  P  (3) 

durch  den  gesuchten  Punkt  A  gehen  niuts.  Von  dieser  Hy- 
perbel ist  die  eine  Asymptote,  x—c  =  0,  gegebea  (die  Linie 
KH  in  der  Figur):  die  andere,  x  ~- Ix'  =  0,  welche  dui'ch 
den  Pol  U  von  CY  geht,  läfst  sich  leicht  konstruieren  (die 
Linie  KU),  und  die  Fläche  l^  des  konstanten  Rechtecks  ist 
gegeben. 

Die  Hyperbel  ist  also  bestimmt.  Bei  der  Ausführung  dieser 
Bestimmung  hat  es  den  griechischen  Mathematikern,  die  so 
sorgfältig  in  ihren  Untersuchui^en  waren,  kaum  entgehen 
können,  dafs  die  beiden  Asymptoten  gleiche  Winkel  mit  jeder 
der  Axen  des  gegebenen  Kegelschnittes  (2)  bilden.  Das  hat 
man  beweisen  können  durch  Betrachtung  der  Schnittpunkte 
zwischen  dem  K^elsehnitt  und  einer  Parallelen  zu  der  Geraden 
x-\-  Xx'  =  0.  die  offenbar  selbst  den  Kegelschnitt  nicht  schneidet. 
Aus  der  Gleichung  (2)  dieses  Kegelschnittes  und  aus  der  Glei- 
chung der  Parallelen 

x-^Xx-  =  k 
hat  man  ableiten  können,  dafs  der  Kreis 

jf'  =  hx  —  x"^ , 
welcher  die  Ordinate  in  C  berührt,  durch  die  beiden  Schnitt- 
punkte geht.  Hieraus  folgt  wieder,  dafs  der  Schnittpunkt  der 
Ordinatenaxe  mit  der  erwähnten  Parallelen  dieselbe  Potenz  in 
diesen  beiden  Richtmigen  mit  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt 
erhält.    Nacli  dem  Potenzsatze  mufs  dami  dasselbe  für  jeden 
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Punkt  der  Ebene  stattfinden,  und  die  beiden  Richtungen  müssen 
dann  gleiche  Winkel  mit  den  Axen  bilden. 

Zu  einer  anderen  Konstruktion  der  Schnittpunkte  zwischen 
ilem  Kegelschnitt  (2)  und  der  Hyperbel  (3)  gelangt  man  durch 
Addition  ihrer  Gleichungen.    Man  erhält  dann 

/■«  =  l^^c{x+U');  (4) 

diese  Gleichung  stimmt  überein  mit  der  analytisch-geometrischen 
Bestimmung  eines  Kreises,  welche  die  Alten,  wie  wir  aus  Apol- 
lonius'  ebenen  Örtern  gesehen  haben,  kannten.    (Vergl.  S.  209). 

Durch  seine  Schnittpunkte  mit  dem  Ort  (2)  für  die  arith- 
metischen Mittelgröfsen  bestimmt  dieser  Kreis  die  Mitten  A 
der  gesuchten  Sehnen,  die  sich  dann  durch  diese  Punkte  und  C 
ziehen  lassen.  Indessen  wird  bei  dieser  Konstraktion  noch  der 
Kegelschnitt  (2)  benutzt,  der  nicht  vorgel^t  ist,  sondern  erst 
konstruiert  werden  mufs.  Derselbe  ist  aber  dem  ursprünglich 
gegebenen  perspektivisch  ähnlich,  sogar  auf  zwei  Arten.  Be- 
nutzt man  eine  von  diesen,  so  erhält  man  die  Punkte  des 
ursprünglichen ,  vollständig  gegebenen  E^elschnittes ,  welche 
den  gesuchten  Punkten  A  entsprechen,  als  die  Durehschiiitts- 
punkte  zwischen  diesem  und  einem  neuen  &eise,  und  nun 
wiederum  lassen  sich  die  entsprechenden  Punkte  A  leicht 
mittels  Zirkel  und  Lineal  konstruieren. 

Damit  indessen  die  hier  beschriebene  Konstruktion  nicht 
nur  ausgeführt  werden,  sondern  auch  Aufnahme  in  eine  durch- 
geführte antike  Schrift  finden  konnte,  war  es  notwendig,  dafs 
man  zugleich  den  zugehör^en  Diorismus  aufgestellt  hatte. 
Da  der  Mittelpunkt  des  Kreises  (4)  unabhängig  von  der  gege- 
benen Länge  /,  die  nur  Einflufs  auf  den  Radius  hat,  bestinnnt 
wird,  so  kann  man,  nachdem  man  den  Mittelpunkt  gefunden 
hat,  mit  Hülfe  von  Apolionius'  fünftem  Buche  die  Grenzwerte 
für  den  Radius  bestbnmen,  wenn  der  Kreis  (4)  den  Ort  (2) 
für  die  arithmetische  Mitte^rÖfse  schneiden  soll,  und  dadurch 
die  Grenzwerte  für  l.  Indessen  stand  dies  Hülfsmittel  dem 
Eratosthenes,  der  älter  war  als  ApoJlonius,  nicht  zur  Verfügung, 
Der  Diorismus,  der  in  der  synthetischen  Dai-stellung  vor 
der  Konstraktion  angegeben  werden  nuifste,  braucht  übrigens 
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nicht  an  den  Kreis  angeschlossen  worden  zu  &ein,  durch  den 
nach  unserer  Annahme  die  Konstruktion  durchgeführt  wurde, 
sondern  kann  sich  eben  so  gut  auf  die  Anwendur^  der  Hy- 
perbel (3)  gestützt  haben,  deren  Schnittpunkte  mit  dem  Kegel- 
schnitt (2)  sich  als  das  nächstliegende  Koiistruktionsmiltel  dar- 
boten. Da  die  Asymptoten  KR  und  KU  der  Hyperbel  unab- 
hängig von  der  Strecke  l  sind,  deren  Grenzen  bestimmt  werden 
sollen,  so  hat  der  Diorismus  in  einer  Bestimmung  von  Hyperbehi 
mit  diesen  Asymptoten,  welche  den  Kegelschnitt  (2)  berühren, 
bestanden,  und  diese  Bestimmung,  welche  unter  die  am  Schlüsse 
des  vorhergehenden  Abschnittes  berühi'ten  gehört,  ist  dadurch 
etwas  vereinfacht  worden,  dafs  die  Asymptoten,  wie  bereits 
angeführt,  gleiche  Wmke!  mit  jeder  der  Axen  des  Kegelschnittes 
bilden.  Es  ist  deshalb  natürlich,  diese  Axen  als  Koordinaten- 
axen  zu  betrachten. 


Wir  können  annehmen  (Fig.  58),  dafs  die  beiden  Asymp- 
toten KD  und  KE,  auf  dieses  Koordinatensystem  bezogen,  die 
Gleichungen 

X  =  ay  -\-  d     und     x  =  —  ay  -{-  ß 

erhalten.  Der  Berühmngspunkt  M  mit  der  Hyperbel  muis  die 
Mitte  des  Stückes  ST  der  Tangente  sein,  welches  zwischen 
den  Asymptoten  abgeschnitten  wird.  Bezeichnen  wir  die  Koor- 
dinaten von  M  mit  x  und  y,  und  die  Äbscisse  des  Schnitt- 
punktes zwischen  der  Tangente  und  der  Abscissenaxe  mit  x', 
so  haben  wir  femer  in  der  Besprechung  von  ApoUonius'  erstem 
Buche  (S.  84)  gesehen,  dafs 
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Wir  erhalten  also,  wenn  wir  die  Koordioalen  von  S  und  T 
mit  X, ,  ijy  und  x^,  ij.^  bezeichnen,  folgende  Reihe  von  Pro- 
portionen : 

,  ^ l!_  _         ;/i y^. 

ay         x'  —  x         x'  —  e-\-ay^         x'  —  d  —  ai/o 


2x'~e  —  d~a{i/2--!/,)         e —  d— aiy,+ y.,) 
Da  nun  y^-^-yt  =^  '^y,  so  ei^ebt  sich  aus  der  Gleichheit  des 
zweiten  und  vorletzten  Verhältnisses,  dafs 

setzt  man  diesen  Wert  von  y.^  —  y,  in  das  letzte  Verhältnis 
ein,  so  folgt  a-js  der  Gleichheit  des  ersten  und  letzten  Verhält- 
nisses, dafs 

^    px   _       2ic  — e  —  d      _        ^         % 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  der  Punkt  M  oder  (^,  y)  auf  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  liegen  mufs,  deren  Asymptoten  sowohl 
den  Axen  des  hier  vorgelegten  Kegelschnittes,  den  wir  früher 
durch  die  Gleichung  (2)  darstellten,  als  denjenigen  der  Hyperbel- 
reihe (3)  parallel  sind. 

Da  die  hier  entwickelten  Operationen  mit  Proportionen 
sich  in  allen  Stücken  an  der  Figur  verfolgen  lassen,  so  haben 
sie  auch  den  Alten  keine  Schwierigkeiten  bereiten  können.  Da 
che  Alten  zugleich  die  Glieder  überall  so  viel  wie  möglich 
zusammenzogen,  so  werden  sie  bemerkt  haben,  dafs  in  dem 
letzten  Verhältnis  —  wie  unsere  Umformung  zeigt  —  Zähler 
und  Nenner,  abgesehen  von  dem  Faktor  «*,  die  Koordinaten 
von  M,  bezogen  auf  parallele  Axen  durch  den  Mittelpunkt  K 
der  Hyperbelreihe,  darstellen,  dafs  also  die  gefundene  gleich- 
seitige Hyperbel  durch  diesen  Punkt  geht.  Dafs  dieselbe  durch 
den  Mittelpimkt  L  des  Kegelschnittes  (2)  geht,  ist  unmittelbar 
ei-sichtlieh. 
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In  der  geonietrisehen  Form,  welche  die  Alten  den  Beweisen 
für  diese  Resultate  geben  mufsten,  wird  es  deutlich  hei'vor- 
geü'eten  sein,  dafs  K  und  L  jeder  auf  einem  besonderen 
Hyperbelaste  li^en,  wenn  die  Kurve  (2)  eine  Ellipse  ist,  aber 
auf  demselben  Aste,  wenn  sie  eine  Hyperbel  ist.  Das  kann  um 
so  weniger  unbeachtet  geblieben  sein,  als  die  beiden  Hyperbel- 
äste von  den  Alten  als  zwei  verschiedene  Kurven  betrachtet 
wurden,  die  aber  beide  bei  dem  vorliegenden  Diorisnius  von 
Bedeutung  werden  konnten. 

Die  so  gefundene  gleichseitige  Hyperbel  wird  durch  ihre 
Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt  (2)  (dem  Ort  föi'  die  arith- 
metischen Mittelgrößen)  dessen  Berührungspunkte  mit  Hyperbeln 
der  Reihe  (3)  bestimmen.  Diese  Punkte  werden  die  Mitten  Ä 
derjen^en  Sehnen  des  ursprünglich  gegebenen  Kegelschnittes 
sein,  welche  die  Maxima  oder  Minima  unter  denen  sind,  die 
sich  durch  den  g^ebenen  Punkt  C  ziehen  lassen.  Hier  stellt 
es  sich  aber  als  notwendig  heraus,  die  Beschaffenheit  der 
Schnittpunkte  zwischen  dem  Kegelschnitt  (2)  und  der  gefundenen 
gleichseitigen  Hyperbel  zu  untersuchen  und  zu  entscheiden, 
welche  Schnittpunkte  den  Maximis,  welche  den  Minimis  von  2Z 
entsprechen,  sowie  welche  von  diesen  absolut,  welche  relativ  sind. 

Eratosthenes  kann  sich  hier  mit  einer  Beantwortung 
begnügt  haben,  die  zwai'  nicht  vollständig  war,  dafür  aber  auch 
keine  unüberwindlichen  Schwierigkeiten  verursachte. 

Die  erste  Einteilung  der  Aufgabe  beruht  darauf,  ob  der 
gegebene  Punkt  C  iimerhalb  oder  aufserhalb  des  g^ebenen 
K^elschnittes  liegt,  und  davon  hängt  es  wieder  ab,  ob  die 
Polare  von  C,  x  =  c,  welche  die  eine  Asymptote  der  Hyper- 
behi  (3)  ist,  aufserhalb  des  Orts  (2)  für  die  arithmetischen 
Mitteigiolsen  h^t  oder  ob  sie  diesen  Ort  schneidet;  er  selbst 
schneidet  kemenfalls  die  andere  Asymptote  x  +  Xx'  =0.  Wir 
werden  den  be^^ten  Überblick  erhalten,  wenn  wir  sogleich 
(Fig.  59  m  dei  die  aus  Fig.  57  und  58  herübergenomnienen 
Buchstaben  ihie  Bedeutung  behalten)  den  schwier^ten  Fall 
betrachten,  Heimlich  den,  wo  Punkt  C  innerhalb  des  gegebenen 
Kegelschnittes  hegt  und  dieser  eine  Ellipse  ist,  wo  also  der 
Kegelschratt  (2)  gien.hfalls  eine  Ellipse  ist  {CAiOÄ.iA^_A^  in 


yGoosle 


Vierzehntev  Abschnitt. 


y  Google 


Einteilung  dar  Aiifgalio,  337 

der  Figur),  die  keine  von  den  Asymptoten  KS  und  KT  der 
Hyperbeln  (3)  schneidet.  Diese  Hyperbeln  wollen  wir  h ,  und 
die  letztgenannte  Ellipse  (Ä)  nennen. 

Da  die  Axeii  der  Hyperbeln  h  den  Asymptoten  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  parallel  sind,  so  ist  klar,  dafs  keine  von 
diesen  die  gleichseitige  Hyberbel  aufser  in  K  schneidet.  Die 
Halbierungslinie  KN  des  Winkels  SKT,  in  dem  die  Ellipse  (A) 
und  die  Äste  der  Hyperbeln  ä,  auf  die  es  ausschliefslich  an- 
kommt, litten,  wird  also  die  innerhalb  dieses  Winkels  liegenden 
Teile  der  Äste  der  gleichseitigen  Hyperbel  trennen.  Wenn  nun 
derjenige  von  diesen,  der  durch  K  geht,  die  Ellipse  (Ä)  schneidet, 
so  werden  die  Hyperbeln  {h^  und  h^  in  Fig.  59),  welche  die 
Ellipse  in  den  Schnittpunkten  A^  und  A^  berühren,  dieselbe 
notwendigerweise  zugleich  ,in  zwei  Punkten  schiieiden;  denn 
die  Punkte  dieser  Hyperbeln,  die  symmetrisch  zu  A^  mid  ^4^ 
mit  Beziehung  auf  die  Hauptaxe  KN  der  Hyperbeln  li^en, 
fallen  innerhalb  der  Eüipse  (A),  da  deren  Axe  der  KN  parallel 
ist  und  den  zweiten  Ast  der  gleichseitigen  Hyperbel  schneidet 
(nämlich  im  Mittelpunkt  L  der  Ellipse).  Die  Werte  SZ^  und 
2^3  der  eii^eschobenen  Sehne  3?,  weiche  den  Hyperbeln  Ii^ 
und  Äa  entsprechen  (vergl.  Gleichung  (3)),  gehören  also  jede 
noch  zwei  anderen,  durch  C  gezogenen  Sehnen  an  und  könne]i 
folglich  nur  ein  relatives  Maximum  und  ein  relatives  Minimum 
darstellen.  Auf  ilmliche  Weise  ei^ebt  sich  dafs  die  Schmtt- 
punkte  Aj  und  A^  mit  dem  Ait  dei  gleichseitigen  Hypeibel 
der  durch  L  geht  em  absolutes  MiMinum  und  em  ibsolutes 
Minimum  bestimmen 

Da  es  bestimmt  em  absolutes  Maximum  und  e  n  ab-^olutes 
Minimum  geben  mufs  lo  schneidet  der  letztgenannte  Z\\  eig  die 
Ellipse  in  zwei  und  nut  in  zwei  Punkten  \'ioiiua  wii  achhei'ien 
können,  dafs  dei  duich  K  gehende  \  t  '■le  entwedei  m  z^iei 
Punkten  sclmeidet  oder  beiuhit  oder  ganz  aufseihilb  ihr  hegt 
Dafs  nur  diese  Falle  einüeten  können  hat  sich  auih  zu  Erato 
sthenes'  Zeit  leicht  nachweiiaen  lassen  da  abei  das  genaue 
Kennzeichen  des  UbeigangsfiUe-.  durch  eine  Gleichung  sechsten 
Grades  ausgediurkt  wird  so  dürfen  v.n  nicht  annehmen  daf 
Eratosthenes  dasselbe  hat  be&timmen  können 
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Er  kann  sich  dann  entweder  damit  begnügt  haben  durch 
aiisschliefsliche  Anwendung  des  durch  L  gehenden  Hyperbel- 
astes das  zu  bestimmen,  was  sicherlich  für  die  Griechen  das 
unentbehrlichste  war,  nämhch  die  Grenzen,  innerhalb  deren 
die  Lösung  der  Aufgabe  im  ganzen  mögiich  ist,  oder  er  kann 
zii^leich  hieran  eine  fernere  Einteilung  in  Fälle  mit  %  3,  4  Auf- 
lösungen einfach  dadurch  angeschlossen  haben,  dafs  er  die 
entsprechenden  Lagen  des  durch  K  gehenden  Hyperbelastes 
mit  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  angab. 

Ist  die  gegebene  Kurve  eine  Parabel  oder  ein  Hyperbelast, 
so  fällt  das  absolute  Maximum  fort,  während  das  absolute  Mini- 
mum auch  dann  noch  durch  den  Ast  der  gleichseitigen  Hyperbel 
bestimmt  wu-d,  der  nicht  dui'ch  K  geht.  Li^  der  Punkt  C 
aufserhalb  des  gegebenen  Kegelschnittes ,  schneidet  also  die 
Linie  x  -^  c  den  Kegelschnitt  (Ä),  so  fällt  das  absolute  Mini- 
mum fort.  Im  übrigen  iäfst  sich  das,  was  über  den  ausführ- 
licher behandelten  Fall  gesagt  ist,  direkt  auf  diese  Fälle  über- 
tragen. 

Dafür,  dafs  Eratosthenes ,  wie  ich  soeben  bemerkte,  die 
Bedingung  für  die  Berührung  zwischen  dem  Kegelschnitt  {Ä) 
und  der  gleichseitigen  Hyperbel  nicht  aufgestellt  haben  kann, 
würde  sich  noch  ein  anderer  Grund  ei^eben,  nämhch  der,  dafs 
er  dann,  wenn  auch  auf  einem  anderen  Wege,  dem  Haupt- 
inhalt von  ApoUonius'  fünftem  Buche  vorg^riffen  haben  würde. 
Wir  haben  nämlich  gesehen,  dafs  die  Mitten  ^1  der  durch 
einen  Punkt  C  gezogenen  Sehnen  von  gegebener  Länge  statt 
durch  eine  Hyperbel  h  auch  durch  einen  Kreis  (Gleichung  (4)) 
gefunden  werden  können,  bei  dem  die  Lage  des  Mittelpunktes 
anabhängig  von  der  Länge  2^  ist.  Die  Punkte  Ai,  A^,  A^,  A, 
müssen  also  auch  Beruhrimgspunkie  zwischen  dem  Kegelschnitt 
(A)  und  Kreisen  mit  einem  gemeinsamen  Mittelpunkt  I  sein, 
das  heifst  Fufspunkte  der  von  I  aus  gezogenen  Normalen.  Die 
durch  diese  Punkte  gehende  gleichseitige  Hyperbel  wird  also 
dieselbe  wie  die,  welche  die  Fufspunkte  der  von  I  aus  gezo- 
genen Normalen  bestimmt.  Die  Bedingung  für  die  Berährung 
dieser  Hyperbel  mit  dem  K^elschnitt  {A)  ist  also  dieselbe  wie 
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die  Bedingung  dafür,  dafs  /  auf  die  Evolute  des  Kegelsclinittes 
(A)  fällt. 

Indessen  enthielt  dieser  selbe  Umstand,  nachdem  Apol- 
lonius  den  Diorismus  zur  Bestimmung  der  Normalen  durch- 
geführt hatte,  eine  Aufforderung  diesen  Diorismus  zu  benutzen, 
um  den  Übergang&fall  zu  finden  zwischen  solchen  Lagen  des 
festen  Punktes  C  m  der  hier  beh-indelten  Aufgabe,  für  welche 
ein  relatiTes  Maximum  und  ein  relatives  Minimum  der  Sehnen- 
lär^en  existiert,  und  solchen,  wo  dies  nicht  der  Fall  ist.  Sucht 
man  namentlich  die  Punkte  C  auf  einem  Durchmesser  des 
g^ebenen  Kegelschnittes  auf,  welche  diese  Übergangslage  ein- 
nehmen, so  läfsl  dieses  Problem  sich  leicht  zurückführen  auf 
die  Bestimmung  entsprechender  Werte  der  Gröfse  c,  welche 
dem  auf  diesem  Durchmesser  gerechneten  Abstand  von  C  bis 
zu  seiner  Polare  mit  Beziehung  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt 
zukommen.  Da  nun  der  Kreis,  der  durch  seine  Schnittpunkte 
mit  dem  Kegelschnitt  {A)  die  Mitte  A  der  gesuchten,  durch  C 
gehenden  Sehne  bestimmen  sollte,  die  Gleichung  (4) 

x^^y''  =^  l^  +  c{x^  Äx') 
hat  HO  T-j-  /-(  =-=  0  die  Gleichung  einei  geraden  Linie  KS 
ist  öo  hiebt  man  dafs  der  kieismittelpunkt  /,  wemi  c  unbe- 
kmnt  ist  auf  einer  Geladen  hegt  du.  senkrecht  auf  der  eben 
genannten  'rteht  Die  Ligen  des  Punktes  J,  welche  den  ge- 
suchten (xienzwpiten  \on  c  entsprechen  sind  also  die  Schnitt- 
punkte dieser  Linie  mit  der  E\okite 

Hat  nnn  nun  lAabiend  die  Evolute  m  Äpollonius'  eigener 
Aibeit  »ui  mduekt  vorkommt  dieselbe  nich  seiner  Zeit  als 
eine  selbständige  und  zusammenhingende  Kurve  gezeichnet  und 
ausgezogen  so  kann  man  auf  die-aemA^ege  zu  einer  grapliischen 
Bestimmung  dei  (xienzen  gelangt  -^ein  Ohne  Einführung  der 
E\olute  hat  man  dagegen  auch  auf  diesem  Wege  nicht  weiter 
gelangeu  können  als  bis  zu  der  Gleichung  vom  6tea  Grade,  die 
sieh  iiatuilicherwei'-e  auch  hiei  nicht  veimeiden  liefs,  mid  deren 
blofse  Daistellung  zu  giufse  Seh« lerigkeiten  darbot,  als  dafs 
wu  ohne  positive  Giunde  den  Griechen  die  Bildung  derselben 
zuschreiben  dürften. 
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Diese  Schwierigkeiten  können  sich  indessen  erst  dann  dar- 
bieten, wenn  man  die  hier  beabsichtigte  Bestinunung  wirklich 
vorzunehmen  versuchte.  DaTs  bereits  Apollonius  versucht 
hat  das  Normalenproblem  in  emer  Form  zu  behandeln,  in  der 
die  Durchführung  seines  Diorismus  eine  Aufstellung  der  Glei- 
chung enthalten  würde,  welche  die  Schnittpunkte  der  Evolute 
mit  einer  beliebigen  Geraden  bestimmt,  können  wir  ans  seiner 
Vorrede  zum  fünften  Buche')  ersehen,  in  der  er  sagt,  dafs  er 
beabsichtigt  habe  dieses  Problem  auf  einen  beliebigen  Durch- 
messer zu  beziehen.  In  der  Grenzbestimmung  nämlich  würde 
die  Evolute  dadurch  WEihrscheinlich  auf  diesen  und  seinen 
konjugierten  Durchmesser  bezogen  worden  sein.  Da  Apoltoniu-- 
gerade  die  Anwendung  auf  Einteilung  und  Diorismus  der  Auf- 
gaben vor  Äugen  hatte,  so  ist  es  nicht  undenkbar,  dafs  ein  sol- 
ches Bestreben  gerade  auf  die  hier  behandelte  Aufgabe  Rücksicht 
genommen  hat,  einerlei  ob  diese  etwas  mit  Eratosthenes'  Mittel- 
gröfsen  zu  thun  hatte  oder  nicht. 

Vielleicht  wird  man  aus  dem  Umstände,  dafs  die  Griechen 
den  Teil  des  Diorismus,  der  die  Möglichkeit  relativer  Maxima 
und  Minima  betraf,  nicht  in  einer  Form ,  wie  sie  sie  sonst 
zu  erreichen  strebten,  durchführen  konnten,  schliefsen,  dafs 
das  hier  beschriebene  Problem  nicht  zum  Gegenstand  einer  ver- 
öffentlichten Schrift  habe  gemacht  werden  können,  die  Jahr- 
hunderte hindurch  bewahrt  worden  ist.  Sollte  ich  aus  diesem 
oder  aus  anderen  Gründen  in  meiner  allerdings  etwas  gewagten 
Hypothese  über  den  Inhalt  von  Eratosthenes'  Schrift  Unrecht 
haben,  so  würden  dennoch  die  angeführten  Untersuchungen 
über  die  Behandlui^sart,  welche  der  erwähnten  Aufgabe  durcli 
die  Griechen  zu  Teil  werden  konnte,  nicht  verloren  sein.  Sie 
würden  immer  noch  zur  Erläuterimg  einer  meiner  Behaup- 
tungen dienen,  indem  sie  ein  Beispiel  für  eine  Arbeit  geben, 
welche  die  griechischen  Mathematiker  auszuführen  imstande 
waren  und  wahrschemhch  auf  Wegen,  die  von  den  von  mir 
eingeschlagenen  nicht  sehr  verschieden  waren,  ausgeführt  haben, 
welche  aber  nicht  aufbewahrt  worden  ist,   weil   der  Diorismus 

')  Vergl.  Anhang  1. 
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sich  nicht  so  vollständig,  wie  verlangt  winde,  dnrchfähren 
liefs. 

Für  diejenigen  nämlich,  welche  sich  so  viel  wie  die  grie- 
chischen Mathematiker  mit  Einschiebmigen  imd  Kegelschnitten 
beschäftigten,  lag  die  behandelte  Aufgabe  ~  wie  bereits  be- 
merkt —  zu  nahe,  als  dafs  sie  sie  hätten  unbeachtet  lassen 
können,  und  die  benatzten  Hulfsmittel  gehören  zu  sehr  zu 
denen,  welche  jene  mit  Sorgfalt  entwickelt  haben  und  welche 
wir  sie  an  anderen  Stellen  mit  Sicherheit  gebrauchen  sehen, 
als  dafs  sie  nicht  etwa  so  weit  in  der  Behandlung  der  Auf- 
gaben hätten  gelangt  sein  sollen,  als  wir  Eratosthenes  haben 
gelar^en  lassen. 

Für  die  erfolgreiche  Beschäftigung  mit  dieser  Aufgabe  kann 
auch  leicht  der  Umstand  bestimmend  gewesen  sein,  dafs  die- 
selbe sich  als  eine  Erweiterung  der  Aufgabe  über  die  Ein- 
schiebung  einer  Strecke  zwischen  zwei  gerade  Linien  auffassen 
läfst.  Wenn  nun  auch  die  Griechen  diese  Auffassung,  nach 
der  zwei  gerade  Linien  eine  Grenzform  für  einen  Kegelschnitt 
bilden,  nicht  geteilt  haben,  so  giebt  der  faktische  Zusammenhang 
dennoch  Veranlassung  zu  einer  entsprechenden  Behandlung. 
Namentlich  lassen  sich  die  Konstruktionen  und  Diorismen, 
weiche  sich  hier  an  einen  Kegelschnitt  angeschlossen  haben, 
unmittelbar  auf  Einscbiebungen  zwischen  zwei  gerade  Linien 
übertragen,  allerdings  mit  einer  einzigen  Ausnahme.  Die  Be- 
hauptung, dafs  die  Einsehiebung  sich  als  eine  ebene  Aufgabe 
lösen  läfst,  wenn  der  Kegelschnitt  gezeichnet  vorgelegt  wird, 
gilt  nicht  für  den  Fall,  wo  der  Kegelschnitt  aus  zwei  Geraden 
zusammengesetzt  ist.  Will  man  nämlich  in  diesem  Falle  den 
Ort  (Ä)  für  die  Mitten  der  eingeschobenen  Sehnen,  der  eine 
Hyperbel  ist,  als  dem  aus  zwei  Geraden  gebildeten  Kegelschnitt 
ähnlich  auffassen,  so  entspricht  der  Schnittpunkt  dieser  Geraden 
allen  Punkten  der  Ebene;  dadurch  schrumpft  der  Kreis,  durch 
dessen  Schnittpunkte  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitt  die  Auf- 
gabe gelöst  werden  sollte,  in  eben  diesen  Punkt  zusammen; 
die  den  Schnittpunkten  ensprechenden  Punkte  des  Kegel- 
schnittes (A)  werden  also  nicht  bestimmt.  Die  Rücksicht  auf 
solche  möglichen  Ausnahmen  ist  vielleicht  die  Ursache,  welche 
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Überali  die  Alten  zurückgeschreckt  hat,  die  Behandlung  der 
Grenzfälle  als  in  den  allgemeinen  Untersuchungen  mit  einbe- 
griffen zu  betrachten. 

Dadurch,  dafs  ich  die  hier  behandelte  Aufgabe  in  die  Zeit 
vor  Apollonius  verlegt  habe,  ist  es  mir  möghch  geworden 
dieselbe  als  Beispiel  für  die  Aufgaben  aufzustellen,  an  die 
Apollonius  in  der  Vorrede  zum  fünften  Buche  gedacht  haben 
kann ;  dieselbe  kann  aber  zugleich  als'  Erläuterung  für  die  Vor- 
rede zum  vierten  Buche')  dienen.  Da  jedenfalls  nicht  zwei 
Hyperbeläste  gegeben  waren  und  bei  der  Lösmig  selbst  nur 
ein  einzelner  Hyperbelast  oder  ein  Kreis  benutzt  wurde,  so  hat 
Konons  Satz  über  die  Anzahl  von  Schruttpunkten  zwischen 
zwei  K^elschnitten ,  wobei  schon  ein  einzelner  Hyperbelast 
als  K^elschnitt  betrachtet  wurde,  Anwendung  finden  können, 
Nikoteles'  Einwand  gegen  die  Anwendung  dieses  Satzes  bei 
Diorismen  ist  entweder  dadurch  hervorgerufen,  dafs  für  die 
vollständige  Auflösung  einer  Aufgabe  die  gleichzeitige  Benutzung 
von  zusammengehörenden  Hyperbelästen  erforderlich  sein  konnte, 
oder  vielleicht  dadurch,  dafs  er  auf  Grund  dessen,  dafs  auch 
zwei  zusammengehörende  Hyperbeläste  höchstens  vier  Schnitt- 
punkte liefern  können,  es  für  unziüässig  hielt  ein  Maximum 
für  die  durch  einen  einzelnen  Ast  bestimmten  Lösungen  auf- 
zustellen, das  doch  in  vielen  Fällen  gar  nicht  eintreten  konnte. 
Die  gleichseitige  Hyperbel  in  dem  Diorismus  der  oben  behan- 
delten Aufgabe  hat  als  Beispiel  für  das  eine  oder  andere 
dienen  können.  Dafs  Nikoteles  sich  damit  begnügt  hat  die 
Möglichkeit  zu  betrachten,  dafs  der  eine  der  beiden  schnei- 
denden K^elschrutte  mit  zusammengehörenden  Hyperbelästen 
vertauscht  mrd,  kann  davon  herrühren,  dafs  er  den  anderen 
als  vorgelegt  betrachtet;  zusammengehörende  Hyperbeläste 
werden  nämlich  nur  da  berücksichtigt,  wo  sie  sich  von  selbst 
darbieten.  Erst  A^  llo  u  m  t  volle  Bücksicht  dai'auf, 
dafs  zu  der  vollstai  d  ge  Lo  g  e  e  voi^elegten  körperlichen 
Aufgabe  zwei  Pta  e  vo  z  an  n  engehörenden  Hyperhelästen 
benutzt  werden  ko  nen        d        1   1 1  1  oi'vor,  dafs  die  möglichst 

')  Vergl.  Allhang  1  und  S.  188— 18Ö. 
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grofse  Anzahl  der  Schnittpunkte  iii  allen  drei  Fällen  ihren 
Nutzen  gewähren  könne  um  zu  bestimmen,  wie  viele  Lösmigen 
eine  Aufgabe  in  den  verschiedenen  Fällen,  in  die  sie  sich  teilt, 
erhalten  kann. 


Eünfeehnter  Alisehiiitt. 

ErzeJgjng    der    Kegelschnitte   durch   eine   bewegte    Gerade   (durch  Tangenten); 

Apollortius'  Kegelschnitte,  31^=  Buch,  41^43;    die  Bücher  über  den  Verhältnis- 

Bchnitt  und  den   Flächefischnitt. 


Das  dritte  Buch  von  Apollonius'  Kegelschnitten  enthält, 
wie  wir  in  unserem  sechsten  Abschnitt  bemerkten,  aufser  den 
Theorien,  deren  Inhalt  und  weitere  Bedeutung  wir  bereits 
studiert  haben,  noch  in  zwei  kleineren  aber  selbständigen 
Satzgruppen  [41—43  und  45—52]  die  erste  Grundlage  für  einige 
Theoneil,  welche  in  der  modernen  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
grofse  Bedeutung  erlangt  haben,  nämlich  die  Lehre  von  der 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  Tangenten  und  die  Lehre 
von  deren  Brennpunkten.  Wir  wollen  in  diesem  und  dem 
folgenden  Abschnitte  untersuchen,  wie  weit  die  Griechen  in 
diesen  Richtungen  gelangt  waren. 

Ein  Satz  bezieht  sich  auf  die  Erzeugung  eines  Kegel- 
schnittes durch  Tangenten,  wenn  er  eine  Bestimmung  von 
dessen  Tangenten  unabhängig  von  ihren  Berührungspunkten 
giebt.  Doch  würde  es  unnatürhch  sein  diesen  modernen  Namen 
innerhalb  der  griechischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu 
benutzen,  wemi  man  in  derselben  nur  einen  einzelnen  hierher 
gehörten  Satz  fände,  oder  wenn  die  Griechen  keinen  Blick 
für  die  Vorteile  der  Betrachtungsweise  gezeigt  hätten,  welche 
in  solchen  Sätzen  ihren  Ausdruck  findet.  Die  folgende  Über- 
sicht iöber  das  Material,  welches  uns  hier  zu  Gebote  steht, 
wü-d  indessen  zeigen,  dafs  die  Griechen  in  der  That  auf  dem 
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hier  bezeichneten  Gebiete  hinreichend  und  in  dem  Grade  heimisch 
waren,  dafs  es  zweckmäfsjg  seha  kann  ihi-e  hierher  gehörigen 
Arbeilen,  deren  Gegenstand  wir  dann  mit  dem  angeführten 
Namen  bezeichnen  dürfen,  zusammen  zn  betrachten. 

Zur  Lehre  von  dieser  Erzeugung  durch  Tangenten  ge- 
hören zunächst  die  drei  Sätze  41 — 43  im  dritten  Buche  von 
Apoll onins'  K^elschnitten,  welche  die  Verbindung  zwischen 
den  Punktreihen  angeben,  in  denen  eine  bewegUche  Tangente 
zwei  beliebige  Tangenten  der  Parabel  [41],  zwei  parallele 
Tangenten  der  Ellipse  oder  Hyperbel  [42]  und  die  Asymp- 
toten der  Hyperbel  [43]  schneidet.  Der  letzte  von  diesen 
Sätzen  ist  allerdings  so  einfach,  dafs  man  es  so  zu  sagen  nicht 
vermeiden  kann  denselben  zu  finden,  wenn  man  sich  mit  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  beschäftigt.  Satz  43,  der  im  Fol- 
genden zur  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Brennpunkten 
weiter  angewendet  wird,  könnte  nur  aus  diesem  Grunde  mit 
angeführt  sein,  ohne  dafs  dabei  an  seine  eigentümliche  Bedeu- 
tung genauer  gedacht  worden  wäre.  Doch  hätte  man  in 
solchem  Falle  erwarten  dürfen,  dafs  er  von  seinen  Anwen- 
dungen nicht  durch  Satz  43  und  44  getrennt  worden  wäre. 
Was  aber  namentheh  gegen  die  Auffassung  spricht,  dal's  die 
drei  Sätze  mehr  zufallig  entstanden  sein  sollten  und  ohne  dazu 
bestimmt  zu  sein,  wirklich  als  Mittel  für  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnittes  durch  Tangenten  angewendet  zu  werden,,  das  ist 
das  vereinigte  Auftreten  dieser  3  Sätze,  von  denen  der  erste 
die  allgemeine  Form  für  die  Erzeugung  einer  Parabel  durch 
Tangenten  in  der  projektivischen  Geometrie  darstellt,  während 
der  zweite  für  die  Ellipse  und  der  zweite  und  dritte  für  die 
Hyperbel  die  einfachsten  Formen  enthalten,  weiche  die 
Ei'zeugung  durch  Tangenten  in  der  projektivischen  Geometrie 
durch  specielle  Wahl  der  hierfür  benutzten  festen  Tangenten 
annehmen  kann.  Zusammengenommen  enthalten  sie  die  Er- 
zeugung aüer  möglichen  Kegelschnitte  durch  Tangenten. 

Diese  Vollständigkeit  deutet  dai'auf  hin,  dafs  man  auch 
über  das  unterrichtet  gewesen  ist,  wozu  diese  Sätze  sich  an- 
wenden lassen,  und  eine  Bestätigung  hierfür  findet  man  in 
zwei  kleinen  Schriften  des  Apollonius.    Die  einfachste  An- 
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Wendung  von  der  Erzeugung  einer  Kurve  durch  Tangenten  ist 
nämlich  die  zur  Bestimmung  von  Tangenten,  die  von  gegebenen 
Punkten  gezogen  werden  sollen.  Nun  wird  durch  41  die  Be- 
stimmung einer  Tangente,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
an  eine  Parabel  gezogen  iverden  soll,  gerade  auf  die  Konstruk- 
tion zurückgeführt,  welche  mit  grofser  Soi^alt  in  Apollonius' 
zwei  Bächern  über  den  Verhältnisschnitt  behandelt  ist, 
und  durch  42  und  43  wird  die  Bestimmung  von  Tangenten, 
die  von  einem  gegebenen  Punkte  an  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 
gezogen  werden  sollen,  auf  wich%e  Fälle  der  allgemeinen  Auf- 
gabe zurückgeführt,  die  in  seinen  zwei  Büchern  über  den 
Flächenschnitt  behandelt  ist.  Die  Ausführlichkeit,  mit 
der  diese  Aufgaben  behandelt  werden,  deutet  auf  eine  be- 
stimmte und  wichtige  Anwendur^,  und  wenn  die  Kegelschnitte 
auch  nicht  genannt  werden,  so  kann  diese  Anwendung  doch 
kaum  eine  andere  als  die  von  uns  erwähnte  sein'). 

Hierdurch  schreiben  wir  den  Schriften  über  den  Verhältnis- 
schnitl  und  über  den  Flächenschnitt  eine  Anwendung  zu,  die 
durchaus  derjenigen  entspricht,  welche  wir  im  neunten  Abschnitt 
der  Schrift  über  den  bestimmten  Schnitt  zugeschrieben  haben. 
Diese  Übere  i  st  n  ng  len  s  eh  von  selbst  darbietenden 
Anwendui^en  \  icht  m  1  ol  p  Grade  für  die  Richt^keit  dessen, 
was  wir  von  je  le    e  nzel  e     '^  h   ft  behaupten. 

Satz  41    agt  aus    laf     ve  n  (Flg.  60)  die  Linien  DE,  DZ 
imd  EZ  die  Pa  abel  bez  eh  ngs   e  se  in  A,  B  und  C  berühren, 
C_;f  _  ^_D  _    ZB 
~ZE  DA  BD 

ist. 

Für  den  Beweis  benutzt  man  die  der  Sehne  AC  parallele 
Tangente  EL  mit  dem  Berührungspunkte  T,  den  durch  T 
gezogenen  Durchmesser  EY  und  den  durch  B  gezogenen  MQ, 


')  Auch  Haiiey,  der  die  Sclirift  ober  den  Verliäitnisselinitt  liei-aitsgegebea 
und  derselben  eine  Wiederheretellung  der  Schrift  über  den  Flächen- 
schnitt hinzugefr^  hat,  bringt  die  Zwecke  dieser  Schi-iften  in  Verbin- 
dung mit  der  erwähnten  Anwendung  auf  Kegelschnitte.  Man  vergleiche 
■i.  B.  S.  168  seiner  Ausgaie. 
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sowie  die  zu  dem  letzteren  gehörenden  Ordinaten  ÄO  und  CQ. 
Nacli   den  Sätzen   des   ersten  Buclies  ist  YT  =  ^  YE,   also 


Fig.  00. 

CL  =  ICE,  und  QB  =  i(?i¥,  miüiin  CZ  =  -'  CM.     Hieraus 
und  aus  der  Figur  folgt,  dafs 

CZ  _   CJX  _  CX 
'CL     '    CE  ^  CY' 
oder,  da  auch  CY  --  |Cjl,  dafs 

CZ         CX 
CE         CA  ' 
und  daraus,  dafs 

CZ_  _   CX 

zt:  ^  xa' 

Auf  ganz  dieselbe  Weise  wird  bewiesen,  dafs 
AD  _  AX  ^  ED  CX 
DE 


,         ED 

XC  DA   ~  XA' 


Dafs  auch  das  Verhältnis  -n-fi  denselben  AVcrt  hat,  folgt  daraus, 
dafs  ZI)  _  -iCg  und   BD  —  ^OA. 


y  Google 


Mit  Bezug  auf  die  hier  benutzte  Figur  wollen  ^rir  daran 
erinnern,   dafs  Ärchimedes   im  Buche  über  die  Quadratur 

der  Parabel  bewiesen  hat,  dafs  auch  das  Verhältnis  ^^r^  den- 

CX 
selben  Wert  -^j  hat  {vei^l.  S.  61);  hieraus  geht  hen'or,  dafs 

man  auch  vor  Apollonius  sich  mit  dieser  Figur  beschäftigt  hat. 

In  42  wird  bewiesen,  dafs,  wenn  eine  beliebige  Tangente 

einer  Ellipse  oder  Hyperbel  die  Tangenten  in  den  Endpunkten 

A  und  B  eines  Durehmessers  {Flg.  61)  in  C  und  D  schneidet, 

AC.BB-Ii-Y 


ist,  woi'in  b  die  Länge  des  dei 
Durchmessers  bedeutet. 


DurebiiesPii'r  Aß  konjugierten 


^^W-^- 


Vom  ersten  Buche  her  ist  nämlich  bekannt,  dafs  die  Tan- 
gente in  einem  Punkte  E  und  die  von  derhselben  Punkte  an 
den  betrachteten  Durchmesser  gezogene  Ordinate  diesen  Durch- 
messer in  Punkten  K  und  L  schneiden,  die  einander  hanno- 
nisch  zugeordnet  sind  mit  Beziehung  auf  Ä  und  B.  Ist  Z  der 
Mittelpimkt  der  Kurve,  so  hat  man  sieher  längst  gewufst,  dafs 
aus  den  im  ersten  Buch  gefundenen  Ausdrücken  für  diese  Ver- 
bindung sich  ableiten  läfst,  dafs 

KB^  _  KL_ 

KZ         KA  ' 

das  heifst,  da  KZ  das  arithmetische  Mittel  zwischen  KA  und  KB 
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darstellt,  dafs  KL  das  ist,  was  auch  die  Griechen  die  mittlere 
harmonische  Proportionale  zwischen  denselben  beiden  Gröl'seii 
nannten.  Doch  hält  Apollonius  es  nicht  für  überflüssig 
diese  Umformung  der  Proportionen  durchzuführen.  Dadurch 
erhält  man  weiter: 

BD  _   LE^ 
'ZT  ~  AG  ' 
oder  BD.ÄC  ^  ZT.LE; 

aber  Z'l'.LE  -^  ZT.ZM  =  i-^V 

liefert  diejenige  Bestimmung  der  Tar^ente  mit  Bezug  auf  den 
konjugierten  Durchmesser  ZT,  deren  Richtigkeit  Apollonius  im 
ersten  Buche  nicht  nur  für  die  Ellipse  sondern  auch  für  die 
Hyperbel  nachgewiesen  hat. 

Der  dritte  Satz  [43]  der  Gruppe,  dafs  das  Rechteck  aus 
den  beiden  Stücken,  welche  eine  Tangente  einer  Hyperbel  auf 
den  Asymptoten,  vom  Mittelpunkt  an  gerechnet,  abschneidet, 
konstant  ist,  folgt  so  unmittelbar  aus  dem  zweiten  Buche,  dafs 
kein  Grund  vorliegt  bei  dem  Beweise  zu  verweilen. 

Wenn  man  nun  im  Anschlufs  an  41  eine  Tangente  ZI) 
{Fig.  60)  von  einem  gegebenen  Punkte  P  an  eine  Parabel 
ziehen  will,  von  der  man  bereits  zwei  Tangenten  EC  und  EA 
sowie  deren  Berührungspunkte  C  und  A  kennt,  so  kommt  es 
darauf  an  diese  so  zu  bestimmen,  dafs  sie  auf  der  ersten  vom 
Schnittpunkte  (E),  auf  der  zweiten  vom  Berührungspunkte  (A) 
an  gerechnet  Stücke  {EZ  und  AD)  abschneidet,  welche  in  einem 

P,e^ebenen  Veihaltms   1  — j-rr )  stehen      Diese  Aufgabe  wird   im 

eisten  Buche  ^on  Apollonius  Sduift  über  den  Verhältnisschnitt') 
lufseist  detailliert  gelost  so  dafs  m  den  einzehien  Fällen  die 
Bedingungen  fui  die  Lösbarkeit  sorgfältig  diskutiert  werden. 

Sind  stitt  dei  Bei  uhi  un^spunkte  A  und  C  noch  zwei  Tan- 
genten gegeben   n  eiche  EC  m  Z^  und  Z.^    E  4.  in  D^  und  D^ 
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schneiden,   so  murs   die  Linie  PZD  Stücke   abschneiden,   die, 
von  Zi  und  2^,  an  gerechnet,  in  einem  gegebenen  Verhältnis 

(77  7  7   \ 

'  jT  ■-=  -jY~ir )  ^*^h^"-   '^'^^^  Aufgabe  wird  ausführlich  im 

zweiten  Buch  der  oben  erwähnten  Schrift  gelöst. 

Wenn  wir  nun  vorläufig,  wie  es  in  diesen  beiden  Büchern 
durchaus  geschieht,  von  den  Anwendungen  auf  die  Parabel 
absehen,  so  besteht  die  allgemeine  Aufgabe  darin,  durch  einen 
Punkt  P  (Fig.  62)  eme  Linie  so  zu  ziehen ,  dafs  sie  auf  zwei 


Fig.  62. 

gegebenen  Linien  von  zwei  gegebenen  Punkten  A  und  A^  an 
Stücke  AM  und  ^i  il/i  abschneidet,  welche  in  einem  gege- 
benen Verhältnis  stehen.  Diese  Aufgabe  wird  im  zweiten 
Buch  auf  die  speciellere  zurückgeführt,  wo  der  Punkt  A^  mit 
dem  Schnittpunkt  der  beiden  Linien  vertauscht  ist.  Das  geschieht 
dadurch,  dafs  man  PA^  zieht  und  durch  ihren  Schnittpunkt 
Ä\  mit  AM  eine  Parallele  zu  A^Mi-  Das  auf  dieser  Paral- 
lelen abgeschnittene  Stück  A\  M\  steht  dann  nämlich  in  einem 
gegebenen  Verhältnis  zu  A^M^,  folglich  auch  zu  AM.  Wir 
brauchen  uns  also  nur  mit  der  Aufgabe  zu  beschäftigen,  durch 
P  eine  Linie  PMM\  zu  ziehen,  welche  die  beiden  Linien 
A\M  und  A\M\  in  solchen  Punkten  M  und  M\   schneidet, 


:n  Wert  k  erhält. 


AM 

Diese  Aufgabe  wird  im  ersten  Buch  behandelt,  von 
dessen  Konsti'uktionen  und  Diskussionen  das  zweite  Buch  mit 
Ausnahme  der  ar^eführten  Reduktion  nur  Wiederholungen  ent- 
hält.   Das  Hauptverfahren  besteht  in  Folgendem. ,  Durch  den 
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gegebenen   Punkt   P  wird   PB  parallel    zu   A\M',   gezogen, 

und  ?,  denkt  man  sicli  so  durch  einen  Punkt  C  der  Linie  AM 

...       ,     .  „    Ä-,M'.  BP 

bestmimt,   dafs  — l-,;  '    =  — r-?r  ^=  /■■ 

AM  AC 

Dann  folgt  aus  dieser  Proportion  and  aus  Fig.  62,  dal's 

AM  _    -'^^^^    _   ^^\^ 
~ÄC    "~  '~BP~  BIT' 

woi'aus  ^-^  =  -rj--x7- '  ^^  ^^^^  ^^^  Rechteck  BM .  MC  einen 
gi^ebenen  Wert  erhält.  Die  Aufgabe  ist  also  auf  eine 
Flächenanlegung  zurückgeführt. 

Für  andere  Lagen  der  Punkte  bleibt  die  Lösung  —  abge- 
sehen von  den  Modifikationen  oder  den  Vereinfachungen,  welche 
in  specielien  Fällen  eintreten  können,  z.  B,  wenn  die  gegebenen 
Linien  parallel  sind  oder  wenn  A  mit  A\  zusammenfallt  — 
dieselbe  und  läfst  sich  sogar,  wenn  man  die  Strecken  mit  Vor- 
zeichen rechnet,  in  eine  gemeinsame  Darstellmig  zusammen- 
ziehen. Wenn  nun  auch  Apollonius  nicht  im  Besitze  dieses 
Mittels  ist,  so  kann  doch  der  Leser,  der  in  seinen  Kegelschnitten 
gesehen  hat,  mit  wie  grofser  Gewandtheit  er  Sätze  und  Beweise 
betreffs  der  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  zusammenzuziehen 
versteht,  nui'  mit  Verwunderung  wahrnehmen,  dafs  er  hier 
dieselben  Operationen  für  jeden  einzelnen  Fall  wiederholt.  Die 
Ursache  hierfür  darf  man  dai'ln  suchen,  dafs  ihm  darum  zu 
thun  ist  gerade  das  hei-vorzuheben ,  was  die  einzelnen  Fälle 
(charakterisiert,  so  dafs  klar  hervortritt,  wie  viele  Auflösut^en 
sich  jedesmal  innerhalb  der  bestimmten  Grenzen  ei^eben;  dies 
wird  auch  mit  einei'  Sorgfalt  durchgeführt,  die,  wie  man  leicht 
sieht,  nicht  ohne  Beschwerde  gewesen  sein  kann'). 


1  Hxlley  sucht  (S  139  semei  oben  citieiten  Ausgabe)  einen  keme^^eg^ 
ubeiflüssigen  femeien.  Gruail  für  die  giof>;e  Breite  dieser  Schuft  in 
dem  Umatande  dafs  sie  für  Anffingei  bestimmt  war  und  deshalb 
mit  sthulmälsigei  Vollständigkeit  und  Strenge  als  eislea  Beispiel  im 
diese  Alt  Ton  Uutecsuthungen  au-.gefubrt  weiden  mufste  Die  ange 
lilhrtPn  EigenschafteQ  niaLhen  die--elbe  fir  uns  auch  zu  einem  ¥or 
fafflUien    Pei-^p  pIp    n    It    lui     f        1p    F      i       lei     Uten     snlin 
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So  findet  man  in  dem  durch  Fig.  63  dargestellten  Fall, 
dals  sich  eine  und  nui'  eine  Auflösung  ergiebt,  da  für  den 
Augenblick  nur  nadi  einer  Linie  PM  gefragt'  wu-d,  die  so 
mit  Beziehung  auf  die  gegebenen  Punkte  gelegen  ist,  wie  die 
Figur  zeigt,  Dafs  die  Lösung  der  Aufgabe  bei  dieser  Lage 
überhaupt  möglich  ist  für  al!e  Werte  des  gegebenen  Verhält- 
nisses, folgt  daraus,  dafs  der  bekannte  Wert  Bä-,.äC  des 
Rechtecks  BM.MC   kleiner  ist    als  BA.AC,    also   in  jedem 

Falle  kleiner  als   der  Maximalwert  ( — ^— }    eines  Rechtecks, 

dessen  Seiten  BC  zur  Summe  haben.  Da  es  zwei  Punkte  giebt, 
weiche  die  Linie  BC  auf  die  Weise  teilen,  wie  M  hier  bestimmt 
werden  soll,  so  ist  noch  ein  Beweis  dafür  erforderlich,  dafs 
nur  einer  von  diesen  Punkten  auf  AC  fällt  und  demnach  eine 
solche  Lösung  giebt,  wie  sie  für  den  Augenblick  gesucht  wird. 
Auch  das  folgt  daraus,  dafs  BM.  MC  kleiner  als  BA  .AC  sein 


1—  h  ht-th  thdlBt  d 

FlBh        Igi  (dqlth       Gl     hg)        li  1 

dTi-a     dnllfdD  HUyV         t  dltt 

duihikl-t  AhmbdZltd         Slittd 

1         dg  ShiftdPrablga-alt        alt       d         It 

ht       hl  f      Ä  ffii^      gei.  )      b  h  d     V 

fss  dikhhdAthtgf-lthtüL         dld       1h 

1     h     t  g  th  dis  1       U  t         h     g  ZI  üb  1       f   li     B 

hdlgd  ItgAfgb        b      dKglhntt  b      t 

Ih  uh  d  11  d  bhlh} 

f  h  1  h  g  1  ft  Ih  d  FI  h  hiutt  dl  b  t  m  t 
httlTg  f  hb  Dhirt  hi  übmafggl 
hlnifBt         hifaud^Bkl  Bddh 

dfApllniis  If      1      hd      Awdg  fd      Kgl 

hnjtt       d  U  hung       in  )  g     dl   h  m  Alt  g         un 

hl  hlhtwgt        wnn  hmt 

h     d  It  d        Daret  1!  ag     -t  g  b     d      gl    ht       F      d  h 

halt  g    L  1  d      K  g  1    h    tt  d    d        A  t  1     D  Kt  11     g 

1 1  d      hflhrb  d  d  f  Ar  11  m    ht  h  t        d 

Ke„  IsehM  tt       1       t      g       4.  f    d     m  V  llstä  d  gL  t        d 

B         flh      g  mt  tATk      7      mm    dl     g       ^  h 

d  Fäll     zu  g        da  -ft     i        f  b      h        d  f  1    h 

fmCbb^td  V  11 

h       l  t 
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soll;    die  unbekannten  Punkte  M  müssen    dann   nämlich    auf 
verschiedene  Seiten  von  A  fallen^). 

Die  Diskussion  erhält  ein  gröfseres  Interesse  und  ihre  An- 
wendung auf  die  Parabel  eine  gröfsere  Bedeutung  in  den 
Fällen,  wo  das  gegebene  Verhältnis  gewissen  Grenzbedingungen 
unterworfen  werden  raufs,  damit  die  Lösung  der  Aufgabe 
möglich  sein  soll.  Das  wird  z.  B.  stattfinden,  wenn  die  ver- 
schiedenen Punkte  eine  solche  Lage  einnehmen  wie  in  Fig.  63, 
in  der  allein   auf  die  im  ersten  Buch   behandelten  spccielleren 


Fälle  Rücksicht  genommen  wird,  und  in  der  die  Bezeichnungen 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  Fig.  62.  Äpollonlus  beginnt  ^) 
die  hierzu  gehörende  Diskussion  damit,  den  Grenzfall  aufzu- 
stellen, indem  er  sagt,  dafs  man  auf  eine  besondere  Weise 
.eine  Lösung  erhalte ,  werm  der  Punkt  M  (wie  in  Fig.  63  an- 
genommen) in  die  Mitte  zwischen  B  und  C  iallt,  in  welchem 

')  Dagegen  lag  dm  hau^  kein  lojii'ichei  (  lund  laf  i  \  ii  lal  Aprilnnn 
no  h  hinteihei  —  "le  e?  dUei  Imgs  m  dem  ilmch  die  Aiabei  iil  ei 
lieferten  Text  geschielit   (Auig  i    Halley    S  16)   —  einen  ssnthe 

,N 
_4  V      ^  "^^^ 

lOK  dem  gegebenen  Ter  chiedeneti  Wert  aanimmt  wenn  M  dei  ^e 
sjuchte  Punkt  lat  md  N  ein  andeiei  PnnU  der  '^t^eoke  AC  so«ih 
N  I  dei  Schnittpunkt  dei  Linien  PN  und  A  ^M  ,.  Das  folgt  namlii-li 
unmittelbai'  aus  der  aufgestellten  Analyais,  in  der  geze^  ist,  dafs 
die  einzigen  möglichen  Lösungen  durch  Fläch enanlegui^  bestimmt 
werden.  Die  synthetische  Begründung  dafür,  dafs  die  als  möglich 
angegebene  Lösuag  wirklich  den  geatelltea  Bediadnngen  genügt,  ist 
dagegen  voliständig  an  ihrem  PlaXi,  da  die  Analysis  nicht  ausdrücklich 
so  aufgestellt  wird,  dafs  man  erkeanen  kann,  dafs  jedes  einzelne  von 
ihren  Gliedern  sich  umkehren  lasse. 

')  Ausg.  V.  Halley,  S.  17. 


tischen  Beweis  dafür  durchführte   dafs  dds  Verhältnis 
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Falle  das  gegebene  Rechteck  BM.MC  =  BA\.AC  seinen 
Maximalwert  annimmt.  Um  den  zugehörigen  Grenzwert  des 
gegebenen  Verhältnisses 

^  '^     AM      "   AC 

darzustellen,   sucht  Apollonius  die   diesem,  entsprechende  Lage 

des  Punktes  C.     Dieser  M'ird  dadurch  bestimmt,  dafs  man 

A\Ji_    _    BM_  _    A\M 

MC     '  '    CA      ^    MA 

erhält,  folglich,  da  MC  =  BM. 

Ä\B_  _   BM  __   A\M 
A\M        M'A         A\A'  ^' 

oder  dafs  A\M  die  mittlere  Proportionale  zwischen  A\B  und 
A\A  ist.     Hierdurch  wird  iW  bestimmt,  also  auch  C. 

Je  nachdem  nun  das  gegebene  Verhältnis  A  kleiner  oder 
gröfser  wird  als  der  durch  den  hier  gefundenen  Punkt  C  be- 
stimmte Wert   von  ^-^r  i    erhält  Apollonius   keine  oder  zwei 

Auflösungen.     Zum  Schlufs  '■)   wird  noch  folgende  Bestimmung 
Yom  Grenzwert  des  Verhältnisses  hinzugefügt.     Man  hat 
CA  =  A\A-i-A\B-(A\C+A\B) 
=  A\A4-A\B-1A\M 
=:  A\A^A\B  —  'S. \/A\ATA\B~'. 
Die   Bedeutung   des  hierdurch  erhaltenen  Ausdrucks  läfst  sich 
am  besten  übereehen,  wenn  wir  die  Punkte  auf  ein  System 
von  Parallelkoordinaten  mit   den  festen  Linien  als  Axen  be- 
ziehen und  die  Koordinaten  von  P  mit  x  und  y,  die  Abscisse 

BP 
AC 
(abgesehen  von  dem  willkürlich  gewählten  Vorzeichen) 

X  =-  ^ ^-  (II) 

«  +  a;  —  2  l/ff  ;r 

Nehmen  wji'  nun  an,  dafs  Apollonius  wirklich  diese  Resul- 
tate auf  die  Parabel  angewandt  habe,  so  kann  er  nicht  unter- 

')  a.  a.  0.  S.  m. 


y  Google 


3Ö4  Fünri^ölmler  Ahschmlt, 

lassen  liaben  zu  bemerken,  clafs  der  Grenzfall  der  ist,  wo  die 
Parahel  durcli  den  gegebenen  Punkt  P  geht,  nnd  dafs  PM 
dann  mit  der  Tangente  in  diesem  Punkte  zusammenfällt.  Die 
Parabel  berührt  die  beiden  g^ebenen  Linien,  und  zwar  A'^A 
im  Punkte  A,  und  der  Punkt  C  ist  bestimmt  als  der  Schnitt- 
punkt von  A\A  mit  der  Tangente,  welche  auf  A\M\  ein 
Stück  gleich  BP  abschneidet.  Man  hat  dann  zunächst,  dal's 
die  Tangente  PM  die  Mitte  M  zwischen  diesem  Punkte  C  und 
der  schiefen  Projektion  B  des  Punktes  P  trifft,  sowie  dats  die 
Relation  (I)  zwischen  den  iiier  genannten  Punkten  slattfiiidel . 
Von  gröfserer  Bedeutung  indessen  ist  die  Relation  (II),  die  sich 
auffassen  läfst  als  die  Gleichung  einer  Parabel,  die  auf 
ein  Paar  Tangenten  als  Koordinatenaxen  bezogen 
ist.    Diese  Gleichung,   in  der  man  sich  x   dai^esteUt   denken 

kann    als    das   Verhältnis   —    zwischen    den    Stücken,    welche 

zwischen  dem  Anfangspunkt  und  den  Berührungspunkten  der 
Parabel  mit  den  Axen  abgeschnitten  werden,  giebt  unmittelbar  y, 
ausgedrückt  durch  x,  während  man  heutigen  Tages  die  sym- 
metrische Fortu 

Yoi'Kieht,  auf  die  jene  sich  leicht  reducieren  läfst.  Dies  Resultat 
liefs  sich  auch  aus  einer  Betrachtung  der  Parabel  als  Ort  zu 
drei  Geraden  ableiten. 

Mit  der  Lösimg  werden,  wie  schon  gesagt,  auch  die  hier 
gefundenen  Diorismen  auf  die  im  zweiten  Buch  behandelte 
allgemeine  Aufgabe  über  den  Verhältnisschnitt  übertragen. 
Daraus  würden  sich  mit  Rücksicht  auf  das,  was  übei  die  An- 
wendung der  allgemeinen  Aufgabe  auf  die  Parabel  gesagt  ist, 
weitere  Sätze  über  diese  KuiTe  ergeben.  Da  wir  dbei  nu^end^o 
einen  bestimmten  von  diesen  benutzt  finden  und  es  auch  keme 
Sätze  sind,  denen  man  jetzt  Bedeutung  beil^  so  ^^ ollen  «ir 
uns  damit  begnügen  als  Beispiel  einen  derselben  anzufühlen, 
der  eine  unmittelbare  Umformung  des  in  der  Diskussion  gewon- 
nenen Resultates  (I)  ist;  die  Bezeichnur^en  (aber  nur  diese) 
wählen  wir  ebenso  wie  in  Fig.  62. 


m'^ 
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Anwendungen  <les  Diovismiis,  Si^ö 

Wenn  eine  Tangente  AM  einer  Parabel  von  zwei  anderen 
Tangenten  AA^  und  MP  in  A  und  M  geschnitten  wird,  wo 
P  der  Berührungspunkt  von  MP  ist,  während  Ai  einen  be- 
liebten Punkt  von  AAi  bedeutet,  und  wenn  die  erstgenannte 
Tangente  AM  ferner  noch  von  AiP  in  Ä'i,  und  von  einer 
Parallelen,  die  durch  P  zu  der  Tangente  gezogen  ist,  welche 
anfaer  der  AiA  von  A^  ausgeht,  in  B  geschnitten  wird,  so  ist 

.\',M-^  =  A\A.A\B. 
Dimer  Satz  giebt,  wenn  man  z.  B.  A\  und  M  fest  sein  lälst, 
eine  Relation  zwischen  den  Bestimmungen  der  Tangenten,  welche 
von  einem  beweglichen  Punkte  (Aj)  der  festen  Geraden  A',P 
ausgehen. 

Die  Aufgaben,  von  einem  Punkte  P  eine  Tangente  an 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel  zu  ziehen,  die  auf  ein  Paar  konju- 
gierter Durchmesser  bezogen  sind,  oder  an  eine  Hyperbel,  die 
auf  ihre  Asymptoten  bezogen  ist,  sind  nach  den  darüber  be- 
wiesenen Sätzen  [42  und  43]  speciell  einb^riffen  in  der  Auf- 
gabe, von  einem  Punkte  P  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche 
auf  zwei  gegebenen  Geraden  Stücke  abschneidet,  die,  von  gege- 
benen Punkten  aus  gerechnet,  ein  Rechteck  von  konstantem 
Inhalt  bilden.  Im  ersten  Falle  werden  die  beiden  gegebenen 
Geraden  parallel,  im  zweiten  fallen  die  festen  Punkte  mit  dem 
Schnittpunkte  der  Geraden  zusammen.  Die  Behandlung  der 
angeführten  allgemeinen  Aufgabe  hat  nach  Pappus'  Bericht^) 
den  Gegenstand  von  Äpollonius'  verlorenem  Werk  über 
den  Flächenschnitt  ausgemacht.  Da  Pappus  üugleich  angiefot, 
dafs  die  Sätze  dieses  Werkes  einzeln  den  Sätzen  in  der  Schi'ift 
über  den  Verhältnisschnitt  entsprochen  haben,  so  wissen  wir, 
dafs  die  beiden  Fälle,  auf  die  es  hier  ankommt,  besonders 
behandelt  worden  sind. 

Dieselbe  Angabe  giebt  uas  zugleich  eine  ziemlich  sichere 
Vorstellung  davon,  wie  die  allgemeine  Aufgabe  des  Werkes 
behandelt  worden  ist^);   das  ergiebt  sich  leicht  durch  Beti'ach- 

')  AiLsg.  V.  Hultsch,  S.640-(543. 

')  DeshaÜ)  hat  Halley  seiner  Ausübe  der  Schrill  übei-  den  Verhältni:;- 
Ächattt  in  einem  Anhange  die  höchst  wahrsdieinliclien  GiundnOge  ?,n 
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tuiig  des  in  Fig.  62  dargestellten  Falles.  Die  Reduktion  auf  den 
Fall,  wo  einer  der  g^etenen  Punkte  mit  dem  Schnittpunkte 
der  gegebenen  Geraden  zusaminenßlllt .  läfst  sich  zunächst  auf 
ganz    dieselbe    Weise    wie    beim    V'erhältniBschnitt    ausfüliren. 


Fig.  d'J. 

Darauf  kann  man  sich  den  gegebenen  Wert  des  Rechtecks 
A\  M\  .  AM  als  ein  Rechteck  FB .  AC  bestimmt  denken,  wo  C 
(in  Fig,  62  als  (C)  bezeichnet)  ein  Punkt  der  Lüde  AM  ist. 
Man  erhält  dann,  da 

A',il'j_  _   A\j\l 
~ifF~  ~    BM    ' 

AM   _     AC      _     CM_ 
'^^^'^-  BM   ~  A\M   '  ^   BA\' 

wonach  das  Rechteck  A\M.  CM  einen  bekannten  Inhalt  erhält. 
Die  Aufgabe  ist  also  auf  eine  Flächenanlegung  zurückgeführt. 

Da  der  bekannte  Inhalt  hier  auf  dieselbe  Weise  wie  im 
Buche  über  den  Verhältnisschnitt  bestimmt  ist,  wenn  auch 
durch  andere  Punkte,  so  wei-den  die  einzelnen  Diskussionen, 
die  vorzunehmen  sind,  sich  auf  dieselbe  Weise  ausführen  lassen, 
doch  so,  dafs  die  Resultate  sich  anders  auf  die  verschiedenen 
Fälle  verteilen.  Die  Übereinstimmung  in  dieser  Beziehung  zeigt 
sich  auch  darin,  dafs  Pappus  für  die  beiden  Bücher  dieselben 
Hülfssätze  aufstellt. 


einer  "WiederherslelluDg  der  Schrift  über  den  Flachenschnitt  hinzufOjjen 
können.  Mit  diesen  befinden  sich  unsere  nachfolgenden  Bemerkungen 
in  Übereinstimmung. 
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Die  besonderen  Fälle  von  Flächenschiiitt,  die  Bedeutung 
für  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  haben,  nämlich  diejenigen, 
wo  entweder  die  beiden  gegebenen  Geraden  parallel  sind,  oder 
die  gegebenen  festen  Punkte  beide  auf  den  Schnittpunkt  der 
gegebenen  Geraden  fallen,  müssen  in  Übereinstimmung  mit 
dem,  was  sich  in  der  Schrift  über  den  Verhältnisschnitt  findet, 
7.Ü  Anfai^  des  ersten  Buches  behandelt  sein.  Wie  die  Auf- 
gabe in  diesen  besonderen  Fällen  behandelt  sein  kann,  geht  aus 
dem  hervor,  was  dort  über  die  allgemeine  Aufgabe  gesagt  ist. 
Einzelheiten  aus  ApoUonius'  Diorismen  dieser  Fälle  zu  besitzen 
würde  hier  von  keiner  so  grofsen  Bedeutung  für  uns  sein,  wo 
die  Alten  im  voraus  die  entsprechenden  Punktgleichungen  für 
die  K^elschnitte  kannten,  nämlich  die,  durch  welche  sie  auf 
ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  oder  auf  die  Asymptoten 
bezogen  werden. 

Wenn  wir  nun  die  Vermutung  aufstellen,  dafs  beide  hier 
erwähnten  kleinen  Schriften  des  ApoUonius  wegen  ihrer  An- 
wendung auf  die  Konstruktion  von  Tangenten  an  Kegelschnitte 
ausgearbeitet  sind,  so  könnte  man  vielleicht  hinsichtlich  des 
Flächensehnittes  einige  Bedenken  hegen,  da  nur  ein  kleiner 
Teil  dieser  letzteren  Schrift  die  hier  erwähnte  Anwendung 
findet.  Dafs  die  Schrift  über  diese  Anwendungen  weit  hin- 
ausgeht, läfst  sich  indessen  auf  zwei  verschiedene  Arten  er- 
klären. 

Zunächst  konnte  es  dem  ApoUonius,  wenn  er  vorher  Ge- 
legenheit hatte  den  Verhältnisschnitt  in  voller  Allgemeinheit  zu 
behandehi,  nicht  fernliegen  hinterher  zu  prüfen,  ob  ähnliches 
sich  nicht  auch  für  den  Flächenschnitt  durchführen  lasse.  Hierbei 
süefs  er  dann  auf  keine  anderen  Schwierigkeiten  als  diejenigen, 
welche  bereits  überwunden  waren  entweder-  durch  den  emen 
von  den  specieälen  Flächenschnitten,  welche  er  der  Anwen- 
dungen wegen  angeführt  hatte,  oder  in  den  Büchern  über 
den  Verhältnisschnitt.  Diesen  konnte  er  überdies  Schritt  für 
Schritt  folgen.  Dann  war  Grund  genug  für  ihn  vorhanden, 
um  in  seine  Schrift,  die  unabhängig  von  den  Anwendungen 
auf  die  Kegelschnitte  auftritt,  die  voUständige  Behandlung  auf- 
zunehmen. 
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Indes  gelangt  man  zu  einer  anderen  möglichen  Erkläi'ung, 
wennm^  bedeiiii,  dafs  die  Enveloppe  einer  Geraden,  die  auf 
zwei  festen  geraden  Linien  Stücke  abschneidet,  welche,  von 
beUebigen  festen  Punkten  an  gerechnet,  ein  Rechteck  von  kon- 
stantem Inhalt  bilden,  im  allgemeinen  ein  Kegelschnitt  ist,  der 
die  beiden  festen  Geraden  beriährt  (oder,  wenn  man,  wie  die 
Alten,  nicht  durch  Vorzeichen  zwischen  Richtungen  unterscheidet, 
aus  zwei  solchen  Kegelschnitten  zusammengesetzt  ist).  In  Wirk- 
lichkeit liegt  nichts  unzutreffendes  in  der  Annahme,  dafs  Apol- 
lonius  die  hierdurch  angegebene  E^enschaft  der  Kegelschnitte 
gekannt  mid  über  den  Flächenschnitt  ausdräcklich  mit  dem 
Bewufetsem  geschrieben  habe,  dafs  er  dadurch  Mittel  an  die 
Hand  gäbe,  um  Tangenten  von  einem  Punkt  an  einen  Kegel- 
schnitt, der  durch  gegebene  Tangenten  bestimmt  war.  zu  ziehen. 
Wir  haben  nämlich  zunächst  gesehen  —  und  namentlich  in 
der  Bestimmung  des  Orts  zu  vier  Geraden  ein  voUfconmien 
zuverläfsiges  Beispiel  dafür  gehabt  — ,  dafs  Apollonius'  Bücher 
über  die  Kegelschnitte  keineswegs  alles  enthalten,  was  man 
damals  über  diese  Kuiwen  wufste.  Auf  mich  macht  die  in  den 
drei  Sätzen  41—43  enthaltene,  kur^^efafste  Darstellung  der 
einfachsten  Ai-t,  Tangenten  eines  Kegelschnittes  unabhängig 
von  den  Berflhrnngspunkten  zu  bestimmen,  sogar  den  Eindruck, 
als  solle  sie  für  derartige  Bestimmungen  die  Grundlage 
bilden;  für  diese  allein  war  Verwendung  in  einem  Kompendium 
der  Theone  dieser  Kurven,  da  man  von  ihr  aus  zu  anderen 
Bestimmungen  übergehen  konnte.  Aufserdem  wird  man  sehen, 
dafs  die  nachfolgende  Ableitung  des  Satzes,  auf  den  es  hier 
ankommt,  den  griechischen  Geometern  keineswegs  femgelegen 
haben  kann. 

Es  sei  ABCD  (Fig.  64)  ein  Parallelogramm,  das  um  einen 

Kegelschnitt  beschrieben  ist,   E  und  F  die  Berührangspunkte 

der  Seiten  AB  imd  CD.    Wenn  nun  eine  fünfte  Tangente  die 

Seiten  des  Parallelogi'amms  in  M,  P,  N,  Q  schneidet,    so  ist 

nach  Apollonius'  Kegelschnitten  III,  42 

EA.FD  =  E3I.FN, 

KA    _   EM         AM  _    AF 
also  ,_,^,   =-    -jyj^    ■  -    ^,j.^      -    pp  ' 
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A  _  E,^ ß 


oder,  da  EA  =  CF, 

ÜF  _    FA'  _    CN 
ÄP  ""   Pn         AD' 
Das   Rechteck  AP.  CN   erhält  also   den   von  der  Lage   der 
fünften  Tangente  unabhängigen  Wert  AD  .  CF. 

Wären  umgekehrt  die  festen  Geraden  AD  und  DO  gegeben, 
sowie  die  Punkte  Ä  und  C  und  der  Wert  des  Rechtecks 
AP.CN,  so  würde  man,  wenn  man  dieses  gleich  AD.CF 
setzt,  den  Berührungspunkt  F,  und  demnächst  den  Berührungs- 
punkt E  bestimmen  können.  Da  man  nun  zugleich  die  Rich- 
tung der  zum  Durchmesser  FF  gehörenden  Sehnen  und  der 
Tangente  AD  kennt,  so  läfst  sich  die  an  den  Berührungspunkt 
dieser  Tangente  gezogene  Sehne  leicht  bestimmen;  dadureli 
erhält  man  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in  dem  durch  den 
Durchmesser  EF  und  die  zugehörigen  Sehnen  bestimmten 
Koordinatensystem.  Nimmt  man  Strecken  und  dadurch  Recht- 
ecke nicht  mit  Vorzeichen,  so  erhält  man,  wie  bereits  ange- 
führt, zwei  Kegelschnitte. 

Dafs  die  Griechen  auf  dem  hier  angeführien  Wege  die  ge- 
schilderte Darstellung  der  Erzeugung  eines  Kegelschnittes 
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jils  Enveloppe  von  geraden  Linien,  welche  einander 
entsprechende  Punkte  zweier  beliebiger  projektivi- 
^cher  Punktreihen  verbinden,  gefunden  haben  können, 
wird  um  so  wahrscheinlicher,  wenn  man  bedenkt,  dafe  SatK 
und  Beweis  aufgestellt  wurden  lange  bevor  von  projektivischer 
Geometrie  überhaupt  die  Rede  wai',  nämJich  von  Newton  in 
seinen  Principia').  Nun  weifs  ich  zwar  wohl,  dafs  viele  zu 
der  Annahme  geneigt  sind,  es  geschehe  aus  einer  gewissen 
Liebhaberei,  wenn  Newton  seine  Sätze  nach  Art  der  Alten  auf- 
stelle und  beweise;  in  Wirklichkeit  habe  er  bei  seinen  persön- 
lichen Üntersuchur^en  moderne  Hülfsmittel  vorzugsweise  be- 
nutzt. Selbstverständlich  hat  er  das  nicht  versäumt,  wo  es  ihm 
zum  Nutzen  gereichen  konnte;  aber  in  diesem  wie  in  manchem 
anderen  Falle  konnte  die  damals  existierende  analytische  Geo- 
metrie ihm  keine  sonderliche  Hülfe  gewähren,  es  sei  denn  bei 
einem  Beweise  a  fostenori',  jedenfalls  konnte  dieselbe  ihn  nicht 
so  leicht  und  einfach  zum  Ziele  führen,  wie  es  durch  seinen- 
Anschlufs  an  die  Alten  geschehen  ist. 

In  der  That  mufs  man  zugeben,  dafs  dei  gefühlte  Beweis 
so  einfach  ist  und  so  sehr  mit  dem  Verfahten  dei  Alten  ubei- 
einstimmt,  dafs  diese  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  den  bat/ 
linden  mufsten,  wenn  sich  für  sie  eine  Vetanla';=iung  bot  den- 
selben zu  suchen.  War  derselbe  nun  nicht  bekannt,  bevoi 
Äpolionius  über  denFlächenschnitt  schrieb  und  emzeinc 
der  in  diesem  vorkommenden  Konstruktionen  auf  die  Bestim- 
mung der  Tar^enten  lon  RegeKchiiitten  anwandte,  so  mufstt 
die  Veranlassung,  ihn  zu  suchen,  durch  eben  diest.  Schuft 
gegeben  worden  sem  Apollomus  mufste  ebenso  wie  Hallej 
veranlafst  werden  7u  vetsuchen,  ob  nicht  auch  die  allgemeinen 
Konstruktionen  diesei  selben  Schrift  sich  auf  ähnliche  Weist 
anwenden  hefsen,  und  wurde  dann  Sit  hei ,  ebenso  \^ie  mi 
wesentlichen  Hallej  ^)    d'^i  Ziel  eneichf  hibeii 

')  S5'"ä  Lemma  zum  ersten  Buche  L  1  iilin  hat  lie  iufmeiksai]  1  eit 
darauf  gelentt,  dafs  hier  wirklich  einer  rfei  Hauptsat?e  ler  piojek 
tivischen  Geometrie  aufgestellt  weide  {Aneimt  anA  moäetn  Geomet}ij 
S.  LXXXIV). 

'l  S.  163  seiner  oben    iheiteii   \  i  gäbe  ™\  \^i^leLhei-stellui„  >  in    V)    1 
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Man  könnte  vielleicht  in  dem,  was  iäber  Euklids  Porisraen 
berichtet  ist,  eine  fernere  Stütze  dafür  finden,  dafs  die  Alten 
wirkheh,  sogar  vor  ÄpoUonius,  solche  Erzei^ungen  von  Kegel- 
schnitten durch  Tangenten  gekannt  haben  wie  die  ist,  mit  der 
wir  uns  beschäftigen.  Ebenso  nämlich  wie  wir  angenommen 
haben,  dafs  die  Porismen,  welche  ausdrücken,  dafs  Punkte 
auf  einer  geraden  Linie  liegen,  im  wesentlichen  nur  Ausnahme- 
Rille  sind,  in  denen  ein  geometrischer  Ort,  hervorgebracht  durch 
projektivische  Büschel,  nicht  ein  Kegelschnitt  wird,  ebenso 
wohl  könnten  ivir  annehmen,  dafs  die  Porisinen,  welche  aus- 
drücken, „dafs  gerade  Linien  durch  einen  Punkt  gehen"  '),  im 
wesentlichen  nur  entstanden  sind  als  Ausnahmefälle,  in  denen 
die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  zwischen  zwei  [»rojektivi- 
schen  Punktreihen  nicht  ein  Kegelschnitt  wird. 

Wenn  die  Griechen  wirküch,  was  wir  recht  wahrscheinhch 
gemacht  zu  haben  glauben,  die  erwähnte  Erzeugung  eines 
Kegelschnittes  kannten,  so  mufsten  sie  auch  einen  noch  wich- 
tigeren Gebrauch  von  den  Porismen  machen  können.  Der 
nämlich,  der  mit  den  Porismen  vertraut  war,  mufs  leicht  im- 
stande gewesen  sein,  die  Verbindung  zwischen  den  projektivi- 
schen  Punktreihen  auch  auf  andere  Arten  auszudrücken  als 
dadurch,  dafs  das  Rechteck  aus  den  Abständen  von  festen 
Punkten  konstant  sein  solle;  wir  können  also  dasselbe,  was 
wir  über  die  Erzeugung  durch  projektivische  Büschel  gesagt 
haben,  auch  hier  sagen,  dafs  nämlich  einige  AVahrscheinHchkeit 
dafür  spricht,  dafs  die  Griechen  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnittes  durch  Tangenten  mittels  projektivi- 
sche r     Punk  treiben     unter     verschiedenen     Formen 
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Ellp  k 

')  Pappus,  Ausg.  Y.  Hultsch,  S.  606. 
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kannten  doch  ohne  dieselben  m  dem  Gattungobegi ift  Piojek- 
tivität  zusammenzufassen  \\  le  abei  unsere  hiatoribchen  Be- 
weise hier  i^enigei  volhtandig  ^md  "-o  mub&en  ^\n  auch  an 
nehmen  dif?  die  Kenntni&=;e  der  Giiechen  auf  diesem  feebielf 
\semgei  iimfaesend  ivaien  al^  mit  Bezug  auf  die  Erzeugung 
eines  Kegeisi-hnittes  duich  Punkte 

In  jemehi  Fuxmen  dif  Erzeugung  dei  K^el&chmtte  ah 
Emeloppen  dei  Veibindungslmten  z^vischen  projeküvischen 
Punktieihen  bei  den  Griechen  lutgeüeten  i'<t  um  bo  veiatand 
licher  wird  es,  dafs  ÄpoUonius  dieselben  in  seine  kompen- 
djöse  Darstellung  nicht  hat  aufnehmen  können,  sondern  sich 
damit  hat  begnügen  müssen,  die  Grundl^e  dafür  kurz  darzu- 
stellen und  die  weitere  Entwicklur^,  hiervon  sowohl  wie  von 
der  Lehre  von  körperlichen  örtem  für  Punkte,  anderen  Werke 
zuzuweisen.  Eine  Stelle  bei  Pappus  scheint  sogar  darauf  hin- 
zv\deuten,  dafs  man  diese  an  dieselbe  Stehe  verwiesen  hatte  wie 
die  Lehre  von  den  körperhchen  örtem,  und  dafs  man  die 
Sätze  über  die  Erzeugung  eines  Kegelschnittes  durch  Tar^enten 
als  eine  besondere  Art  von  Sätzen  über  körperliche  Örter  be- 
trachtete. In  seiner  Klassifikation  der  Örter  ^)  wird  nämlich 
aufser  von  Örtern  für  Punkte  auch  von  Örtern  füi'  Linien  und 
Flächen  gesprochen,  und  im  besonderen  wird  gesagt,  dafs  die 
Örter  für  eine  einfach  unendÜche  Menge  von  Linien  {z/moi 
dis$ii(!txoi)  Oberflächen  sind.  Hierbei  mufs  man  wohl  zunächst 
an  die  Erzeugung  von  Flächen  durch  Linien  im  Räume  denken. 
Da  nun  aber  die  Griechen  —  wenigstens  in  den  drei  Sätzen 
in  Apollonius'  drittem  Buche  —  Systeme  von  einer  einfach 
unendlichen  Anzahl  von  Linien  derselben  Ebene  untersucht 
haben,  so  liegt  die  Annahme  nicht  tem  (was  der  Wortlaut  bei 
Pappus  auch  vollkommen  gestattet),  dafs  dei  Teil  einer  Ebene, 
welcher  alle  diese  geraden  Linien  enthalt  auch  als  ein  v')7Z')Q 
Scs^odixiig  iür  diese  aufgefafst  worden  sein  kann.  Der  Ort  für 
die  Tangenten  einer  Ellipse  oder  P^ialnl  wiid  dann  der  Teil 


')  Ausg.  V.  Hultscli,  a.  66l)-662.  Pappus'  Bemerkungen  an  dieser  Stelle 
enthalten  einen  Auszug  aus  der  Einleitung  zu  Apollonius'  Schritt 
ilher  «bene  Örter. 
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der  Ebene,  welcher  auf  den  konvexen  Seiten  der  beiden  Kui'ven 
li^.  Der  Ort  für  die  Tangenten  einer  Hyperbel,  d.  h.  eines 
Hyperbelastes,  wird  der  Teil  der  Ebene,  der  auf  der  konvexen 
Seite  derselben,  doch  aufserhalb  desjenigen  Winkels  zwischen 
den  Asymptoten  li^t,  welcher  den  zweiten  Ast  enthält. 

Da  nun  diese  Örter  durch  die  Kurve,  welche  die  Linien 
berühren  solien,  wesentlich  charakterisiert  werden,  so  war  es 
nicht  unnatürlich,  wenn  diese  Eiu've  ein  Kegelschnitt  war,  auch 
diese  Örter  als  eine  Aii:  von  körperlichen  Örtern  zu  betrachten. 

In  den  Fällen,  wo  alle  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen, 
wie  in  den  oben  angeführten  Porisnien,  würde  die  ganze  Ebene 
Ort  der  Geraden  werden,  doch  so,  dafs  dieser  dui'ch  den  Punkt 
besonders  charakterisiert  wh'd.  Auf  diese  Weise  würden  diese 
Porismen  nicht,  wie  wir  im  achten  Abschnitt  als  möglich 
angenommen  haben,  solche  unvollständige  Sätze  sein,  in  denen 
von  einem  Punkt  als  Ort  (ct!;^»?  itpsxTtxÖQ)  für  einen  Punkt  die 
Hede  ist,  sondern  solche,  in  denen  von  einem  zönnQ  dts^dtxiig 
für  eine  Gerade  die  Rede  ist. 

Sollte  nun  auch  diese  Erklärung  von  ApoUonius'  Einteilung 
der  Örter,  welche  ich  nur  als  möglich  aufstelle,  unrichtig  sein, 
so  ist  damit  doch  nicht  ausgeschlossen,  dafs  die  Satze  über 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  Tangenten  in  die  Lehre 
der  Alten  über  körperliche  Örter  mit  aufgenoiinnen  sein  konnten. 
Für  die  Möglichkeit  dieser  Annahme  liefert  die  Art,  wie  Halley 
sich  ausdi'ückt,  ein  indirektes  Zeugnis,  indem  er  in  seinen  Zu- 
sätzen über  die  Anwendungen  des  Verhältnissclmittes  und 
Flächenschnittes  die  Enveloppen  beständig  Örter  nennt,  Örter 
nämlich  für  die  unbekannten  Berührungspunkte  der  Tangenten. 
Dasselbe  hätten  die  Alten  thun  können. 

Wenn  die  Griechen  nun  wirklich  eine  ausgedehntere  Kenntnis 
der  Erzeugung  von  Kegelschnitten  durch  Tangenten  bese.ssen 
haben  als  die  ist,  welche  in  den  Sätzen  in  ApoUonius'  drittem 
Buche  ihren  Ausdruck  findet,  so  geht  es  geradezu  aus  unserer 
Beweisführung  hervor,  dafs  sie  dieselbe  in  Übereinstimmung 
mit  der  Schrift  vom  Flächenschnitt  angewandt  haben  müssen, 
um  Tangenten  von  einem  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegel- 
schnitt zu  ziehen,  der  dmch  fünf  Tangenten,  unter  denen  zwei 
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Piait  pdidlkl  bind  btatimint  ist  Die  Ix kinnten  Umformungen 
lei  Au'ädrucke  welche  die  Verbindung  zwischen  den  projek 
tivischen  Punktreihen  be&tmiiiien  wurden  =116  luch  befdhit^t 
liaben  die  Bestimmung  von  langenten  eme^^  Rtgelbchnitteb 
\oa  dem  funt  beliebige  liiigentei  gestehen  'und  auf  iigeiid 
einem  Vt  cge  hiei  lut  zurückzuführen  Dei  Diorismus  zum 
Flachen'^chnitt  mufi=  an  und  fui  mcIi  cmc  Be&tunmung  dei 
Punkte  eine&  Kegelschnittes  bezogen  auf  em  bysttm  von 
Pirillelkooidin^ten  mit  zwei  TTugenten  als  Axen  gehettit 
haben.  Ferner  ist  die  Bestimmung  von  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes von  der  Art,  dafs  sie  immittelbar  zur  Lösung  der 
Aufgabe  führt:  die  fehlenden  genieinscliaftlichen  Tangenten  von 
Kegelschnitten  zu  fuiden,  die  bereits  zwei  gegebene  Tangenten 
ffemeinschaftlich  haben. 

Ob  nun  in  der  That  irgend  ein  alter  griechischer  Mathe- 
matiker Gebrauch  z.  B.  von  der  zuletzt  angeführten  Bestimmung 
gemacht  hat,  darüber  läfst  sich  keine  sichere  Ansicht  aufstellen. 
Jene  Bestimmung  soll  hier  auch  nur  hervoi'gehoben  werden  als 
Beitrag  zu  einer  Schilderung  des  Gebietes,  innerhalb  dessen  die 
Griechen  sich  mit  vollkommener  Freiheit  zu  bewegen 
vermochten,  so  dafs  sie  Sätze  finden  und  auf  der  Grundlage 
dieser  sich  gegenseitig  Aufgaben  zum  Lösen  stellen  konnten. 
Wollte  ich  den  Versuch  machen,  durch  mehr  einzelne  Beispiele 
dieses  Gebiet,  das  nach  den  Äuseiuandersetzur^en  in  diesem 
und  dem  vorhergehenden  Abschnitt  zu  Apollonius'  Zeit  im  Be- 
sitze der  griechischen  Mathematikei'  war,  genauer  zu  schildern, 
so  würde  ich  gezvvungen  sein  zu  wiUküi'lichen  Annahmen  zu 
greifen.  Ich  ziehe  es  deshalb  vor  avif  etwas  bestimmtes  hin- 
Küweisen,  das  allerdings  in  der  neueren  Zeit,  aber  mit  den 
£Iülfsmitteln  der  alten  Geometrie  ausgeführt  ist,  nämlich  auf 
den  ganzen  fünften  Abschnitt  des  ersten  Buches  von 
Newtons  Principia,  aus  dem  bereits  zweimal  (im  siebenten 
Abschnitt  und  kürzlich  in  diesem)  Einzelheiten  citiert  worden 
sind.  Dadurch  wird  in  AVirküchkeit  keine  zu  hohe  Vorstel- 
lung von  dem  erweckt,  was  die  alte  Geometrie  leisten  konnte, 
wenn  die  Griechen  selbst  auch  möglichenveise  die  Bestätigung 
dafür    durch   Behandlung    anderer    Fragen   geliefert   haben. 
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Denn  die  Hülfe,  die  Newton  bei  diesen  Untersuchungen 
aiis  der  damaligen  modernen  Mathematik  entnehmen  konnte, 
stand  hinter  der  zurück,  welche  EiiJdids  Porismen  und  die 
ganze  Entwicklung,  aus  der  diese  hervorgegangen  sind,  den 
Alten  gewährten.  Allerdings  war  Newton  durch  sein  hervor- 
ragendes und  alleinstehendes  Genie  unterstützt;  aber  das  Jahr- 
hundert, in  dem  Euklid,  Archimedes  und  Apollonius 
Märkten,  besafs  auch  seine  grofsen  Mathematiker,  und  diese 
hatten  hier,  wo  es  darauf  ankam  antike  Methoden  anzu- 
wenden, KU  deren  Benutzung  sie  mündlich  und  durch  jetzt 
verlorene  Bücher  erzogen  worden  waren,  viel  vor  Newton  vor- 
aus, der  in  dieser  Beziehung  auf  die  wenigen  hinterlassenen 
Schriften  angewiesen  war,  deren  Abfassung'sart  überdies  mehr 
darauf  berechnet  ist  volle  Sicherheit  für  die  Gültigkeit  der 
gewonnenen  Resultate  zu  geben  als  den  Weg  hervortreten  zu 
lassen,  auf  dem  diese  Resultate  erreicht  worden  sind. 


Sechzehnter  Ahschnitt. 

SrennpLinktseigenschaften ;    Apollonius'  drittes  Buch  45— 52i    Apolbnius'   zwei 
Bücher  über  Beriihrimgen. 


Apollonius  benutzt  einen  der  Sätze  über  die  Erzeugung 
eines  Kegelschnittes  durch  Tangenten,  nämlich  Satz  42  des 
3ten  Buches,  um  die  einfachsten  Sätze  über  die  Brennpunkte 
der  Ellipse  und  Hyperbel  zu  entwickeln.  Ein  solcher  Anschlufs 
der  Lehre  von  den  Brennpunkten  an  die  Erzeugung  durch 
Tangenten  ist  an  und  für  sich  der  einfachste  Weg,  wenn  man 
die  analytisch-geometrische  oder  projektiviseh-geometrisehe  Be- 
stimmung der  Kegelschnitte  zmn  Ausgangspunkt  nehmen  will. 
In  der  nachfolgenden  Auseinandersetzung  wollen  wir  uns  der 
Kürze  wegen  an  die  Ellipse  halten,  während  Apollonius  Ellipse 
und  Hyperbel  zusammen  behandelt. 
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In  Satz  45  werden  die  Brennpunkte,  welche  keinen  be- 
sonderen Namen  erhalten,  als  zwei  solche  Punkte  {Fig.  65)  F 
und  F^  der  Hauptaxe  ÄA^  (mit  den  Endpunkten  A  und  Aj) 
bestimmt,  dafs 

AF.FA^  =  AFi  .  F^A^  --=  \   der  Figut-,  d.h.  ^.  {«p., 
wo  G  und  p  die  Längen  der  Axe  und  des  Parameters  bedeuten. 
Demnächst    sagt    der  Satz    über    diese  Punkte    aus,    dafs   da?; 


Stück  MM^,  welches  die  Taiigenton  In  A  und  -li  von  einer 
beliebigen  Tangente  abschneiden,  von  F  und  F^  iius  unler 
rechten  Winkeln  gesehen  wird. 

Zieht  man  nämlich  FM  und  FM^,  so  wird  AM .A^M^ 
.=  AF.FA^,  und  deshalb  sind  die  rechtwinkEgen  Dreiecke 
MAF  und  FAiM^  ähnheh.  Die  Winkel,  welche  in  diesen 
Dreiecken  bei  F  liegen,  sind  also  Komplemente,  mithin  ist 
Winkel  MFM^  ein  Rechter.  Auf  dieselbe  Weise  wird  der 
Beweis  für  den  Punkt  F^  geführt. 

Aus  diesem  Satze  folgt  wiedermn,  dafs  die  vier  Punktu 
M.  F,  Fy,  M^  auf  einer  Kreisperipherie  li^en,  woraus  sicli 
[in  46]  ergiebt,  dafs  z  MM^  F  =  z,  MF^  F  ^  z.  F^  M,  A^ , 
und  dafs   z  M,  MF^  ^  z  FMA. 

Darauf  wird  [in  47]  bewiesen,  dafs  man  den  Berührungs- 
pmikt  der  Tangente  MM,  erhält,  wemi  man  den  Schnittpunkt 
T  zwischen  Fü/j  und  Fy  M  auf  diese  Tangente  projiciei't. 
Aus  46  und  45  folgt  nämlich ,  wenn  wir  diese  Projektion  R 
nennen,  dafs 
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MJ.  _  MF  _  M,  i\  _  M,A, 
Mn        MT  ""   M^T         i¥,-fi  ' 
also  dafs 

Mli    _  _MA     _    MF 

RM,   ~  M^Ä\  '"  M,P~' 

wo  F  den  Schnittpunkt  der  Tangente  mit  der  Axe  bedeutet. 

Dafs  F  dann  Berührungspunkt  wird,  folgt  aus  der  im  ersten 

Buch  (vergl.  S.  83)  gegebenen  Bestimmung  von  Tangenten. 

Dafs  die  Tangente  gleiche  Winkel  mit  den  an  ihren  Berüh- 
rungspunkt gezogenen  Brennstrahlen  bildet,  ergiebt  sich  nun 
[48]  mit  Hülfe  von  Kreisen,  die  durch  die  Punkte  M,  F,  T,  M 
und  Mj,  Fj,  T.  E  gelegt  werden,  woraus  hei-vorgeht,  dafs 
Z  MFF  =  z  MTF  =  z  i^i  TM,  =  F,RM, . 

Um  ferner  zu  dem  Hauptsätze  voji  der  Summe  der  Erenn- 
strahlen  zu  gelangen,  wird  die  Projektion  (?  des  Brennpunktes 
F  auf  die  Tangente  benutzt,  A,  M,  G,  F  liegen  auf  einem 
Kreise,  und  .4,,  M^,  G,  F  auf  einem  zweiten;  daraus  folgt, 
dafs  ^AGF  ^  a  AMF  ^  ^A^FM,  =  ^A,GM,. 
Hieraus  wird  wiederum  geschlossen,  dafs  die  Axe  AA,  vom 
Punkte  G  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  wird  [49]. 

Zieht  man  nun  parallel  dem  Brennstrahle  F-y  B  Linien 
von  F  und  dem  Mittelpunkt  0  bis  an  die  Tangente,  so  wird 
die  erstere,  FH,  gleich  FR,  woraus  folgt,  dafs  G  die  Mitte 
zwischen  H  und  R  ist,  die  von  0  gezogene  Linie  also  durch 
diesen  Punkt  geht.  Die  Parallele  OG  ist  dann  nach  49  halb 
so  grofs  wie  die  Axe  AA,  [Satz  50].  Zugleich  ist  sie  das 
arithmetische  Mittel  zwischen  F,  R  und  FH  oder  zwischen  den 
Brennstrahlen  F,  B  und  FR.  Die  Summe  dieser  wird  also 
gleich  der  Axe  [51].  Dafs  für  die  Hyperbel  die  Differenz  der 
Brennstrahlen  gleich  der  Axe  ist,  wird  in  52  bewiesen. 

Dies  stellt  das  dar,  was  Apollonius  über  die  Brennpunkte 
mitteilt.  Er  macht  also  keinen  Satz  über  den  Brennpunkt 
der  Parabel  naynhaft,  und  daraus  haben  moderne  Schrift- 
steller, die  über  diese  Sache  geschrieben  haben,  geschlossen, 
dafs  man  damals  gamichts  über  diesen  Pvmkt  gewufst  habe.  Das 
dies  indessen  unrichtig  ist,  haben  wir  schon  S.  213  Gelegenheit 
gehabt  zu  sehen,  da  Pappus'  zweiter  Hülfssatz  zu  Euklids 
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Oberflächenörtern^)  zeigt,  dafe  Euklid  den  Satz  benutzt  und 
demnach  auch  gekannt  hat.  dafs  der  geometrische  Ort  für 
einen  Punkt,  dessen  Abstände  von  einem  gegebenen 
Punkte  und  einer  gegebenen  Geraden  in  einem  gege- 
benen Verhältnis  stehen,  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel  ist,  je  nachdem  das  Verhältnis  =  1.  Ichzeigte 
im  zehnten  Abschnitt  (vei^l.  S.  212)  dm'ch  eine  Anwendung,  die 
nicht  aus  der  erwähnten  verlorenen  Schrift  herrühi't.,  dafs  dieser 
Satz  wahrscheinlich  sogar  wohl  bekannt  war.  Dafs  man  dann 
während  der  Beschäftigui^  mit  Euklids  Schrift  gesehen  hat,  dafs 
jede  Parabel  sich  als  ein  solcher  Ort  bestimmen  lasse,  ist  anzu- 
nehmen. 

Um  nun  zu  verstehen ,  dals  Äpollonius  dennoch  weder 
Brennpunkt  und  Leitlinie  der  Parabel  noch  die  dem  entspre- 
chenden allgemeineren  Sätze  über  Ellipse  und  Hyperbel  mit 
aufgeführt  hat,  mufs  man  zunächst  auch  hier  beachten,  dais 
es  aus  ÄpoUonius'  eigenen  Vorreden  hen'orgeht,  dafs  er  nicht 
imstande  ist  alles  zu  geben,  was  er  über  die  Kegelscluiitte 
weifs.  Ferner  mufs  man,  wenn  man  Forderungen  mit  Bezug 
auf  das  stellen  will,  was  jedenfalls  hätte  mit  aufgenommen 
werden  müssen,  sich  hüten  von  den  modernen  Anschauungen 
über  die  Bedeutung  der  Brennpunkte  für  die  Astronomie  oder 
von  ihrer  Brauchbarkeit  als  Anfangspunkt  für  die  gesamte 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  auszugehen. 

Eine  besondere  Erklärung  des  Umstandes,  dafs  ApoUonius 
neben  den  übrigen  Sätzen  über  Brennpunkte  nicht  auch  die 
die  Parabel  umfassenden  Sätze  über  Brennpunkt  und  Leitlinie 
aufgenommen  hat,  läfst  sich  vielleicht  aus  der  oft  benutzten 
Angabe  in  seiner  Vorrede  entnehmen,  dafs  das  dritte  Buch 
namentlich  die  Grundlage  für  die  Bestimmung  von  Örtern 
geben  soüe  —  also  nicht  die  Bestimmung  der  Örter  selbst. 
Ob  man  nun  zu  Apollonius'  Zeit  die  Bestimmung  des  Ortes 
für  einen  Punkt,  dessen  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkte 
und   einer   gegebenen  Geraden   in   einem   gegebenen  Verhältnis 


')  Pappus,  Ausg.  V.  Hultsfli,  S.  1004  tf. 
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stehen,  auf  dieselbe  Weise  bestimmte,  ivie  es  von  Pappus 
geschehen  ist,  oder  ob  man  dafür  eine  andere  Behandlung  der 
Gleiehur^  von  der  Form  y^  =  ax'^  -{■bx-\-C,  auf  welche  der 
Ort  sich  unmittelbar  beziehen  läfst,  benutzte:  für  diese  Bestim- 
mung bedurfte  man  keiner  anderen  Gmndlage  als  derjenigen, 
welche  in  Äpollonius'  erstem  Buche  gegeben  war.  Anders  da- 
gegen verhielt  es  sich  mit  der  Bestimmung  des  Ortes  für  einen 
Punkt,  dessen  Abstände  von  zwei  g^ebenen  Punkten  eine  gege- 
bene Summe  oder  Diiferenz  haben.  In  der  unmittelbaren  Auf- 
stellung der  Gleichung  für  einen  solchen  Ort  kommen  näraljch 
zwei  Wurzelzeichen  vor.  Eine  Arbeit,  die  der  entspricht,  welche 
uns  das  Fortschaffen  dieser  Wurzelzeichen  verureacht,  war  auch 
bei  der  geometrischen  Form,  welche  die  Griechen  solchen  Fragen 
gaben,  erforderlich.  Diese  wird  vermieden,  indem  ApoUonius 
direkt  beweist,  dafs  jede  Ellipse  oder  Hyperbel  ein  solcher  Ort  ist. 

Dafs  nun  in  der  That  dies  das  Ziel  ist,  dem  Äpollonius 
zustrebt,  sieht  man  aus  der  Flüchtigkeit,  mit  der  er  die 
übrigen  Brennpunktseigeiischaften  behandelt,  welche  Glieder  in 
der  Satzreihe  bilden,  die  ihn  an  dieses  Ziel  führt.  Ungeachtet 
dessen,  dafs  sein  Satz  49  in  Wirklichkeil  eine  Bestimmung  des 
Ortes  für  die  Projektion  G  eines  Brennpunktes  auf  eine  Tan- 
gente ist.  und  dafs  im  Folgenden  geradezu  von  der  Thatsaehe 
Gebrauch  gemacht  wird  da[s  der  Abstand  des  Punktes  G  vom 
Mittelpunkte  des  kegel&chmtte%  gleich  der  halben  Hauptaxe  ist, 
begn%t  Äpollonius  sich  doch  m  der  Darstellung  des  genannten 
Satzes  damit  zu  sagt,n  dals  die  Hauptaxe  von  6  aus  miter 
einem  rechten  Winkel  gesehen  mrd, 

Der  ■üm':>fand  dafs  4pollonius  die  einzelnen  Sätze  über 
Brennpunkte'  duich  welche  ei  m  '-einem  Endresultate  gelangt, 
so  wenig  hervorhebt  konnte  leicht  die  Memung  erwecken,  dafs 
man  überhaupt  sich  nui  wenig  mit  die'sen  Sätzen  beschäftig! 
habe  und  dt'shilb  niiht  auf  ihie  Bedeutung  aufmerksam 
geworden  sei  Es  ist  \oß  mtht  genngei  Withtigkeit  zu  erfah- 
ren, ob  diese  Ansicht  richtig  ist  oder  nicht,  Ist  sie  nämlich 
richtig,  so  ist  es  möglich,  dafs  das  bereits  Ai-^^efühi-te  zu 
Äpollonius'  Zeit  wirklich  die  Grenze  für  das  wai-,  was  man 
über  die  Brennpunkte  wufste,    dafs  man    also   nicht  bemerkt 
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hatte  dafa  dPi  testp  Punkt  in  den  dem  Euklid  bekannten 
Ortem  einen  dei  beiden  Biennpimkte  für  die  Ellipse  und  Hy- 
peibel  d'U'jtellte  und  dale;  man  nicht  \er9iKhte  die  bitze 
Übel  die  Parabel  zu  finden  welüie  den  inderen  bekannten 
Bi ennpunktseigenschaften  der  Ellipse  und  Hypeibel  ent'piechen. 
Hit  min  dagegen  wie  ich  nachzuwei'^en  veisuclien  i\eide  sich 
eingehendei  mit  diesen  letzteren  beschäftigt  go  kann  die  Fia^'e 
nich  den  ent'^prechenden  Eigensdiaften  dei  Piiabel  mcht  unter- 
diuckt  worden  und  noch  wenigei  nachdem  sie  erst  einn  al 
aufgestellt  war,  unbeantwortet  geblieben  sem.  Dazu  waren 
die  Alten  zu  sehr  daran  gewöhnt  die  Sätze  über  die  Parabel 
neben  denen  über  die  anderen  beiden  Kurven  aufzustellen;  sie 
geben  hierdurch  zu  erkennen,  dafs  sie  recht  wohl  die  Über- 
einstimmung in  Sätzen  und  Beweisen  sahen,  wenn  auch  diese 
letzteren  oft  formell  von  einander  unabhängig  waren.  Nament- 
lich müssen  die  Sätze  über  die  L^o  einer  Pai'abeltangente  mit 
Beziehung  auf  den  an  den  Berührungspunkt  gezogenen  Brenn- 
strahl und  über  den  Ort  für  die  Projektion  des  Brennpunktes 
einer  Parabel  auf  eine  Tangente ')  sehr  bald  hervorgetreten 
und  äufserst  leicht  zu  beweisen  gewesen  sein. 

Dafs  man  sich  nicht  so  ganz  wenig  mit  den  Sätzen  über  die 
Brennpunkte  der  Ellipse  und  Hyperbel  beschäftigte,  welche  die 
einzelnen  Glieder  in  der  Reihe  von  Beweisen  bilden,  die  Apol- 
lonius  zuletzt  zu  den  Sätzen  über  Summe  und  Diffeienz  dei 
Brennstrahlen  führen,  schliefse  ich  zunächst  au--  dei  eigentüm- 
lichen Beschaffenheit  dieser  Beweisreihe  Die  lufseist  emfaihen 
Hülfsmittel,  welche  in  derselben  benutzt  weiden,  nnchen  sie 
nahezu  so  elegant  wie  möglich;  aber  es.  sieht  nicht  gi\i7  danach 
aus,  als  ob  sie  den  Weg  dai-stellte,  aut  dem  man  zueist 
zum   Endresultate   gelangt   ist.      Dieses   Re'^ultat    ist    viehnthi 


')  Der  entsprechende  Satz  übet  die  EUip^se  und  Hjiieibel  [49  liei  Apul 
ioHius]  ist  ein  Beispiel  dafür,  dafs  es  niclit  ganz  richtig  ist  wenn  man 
zur  Erklärung  von  Apollonius  vermemthchei  Biindiieit  gegenflhei 
den  Bvenupiinktseigenachafteii  der  Parahel  behauptet  hat  daP-  ei  ich 
nur  mit  den  symmetrischen  Bieünpunkl'?eigenachaflen  bescliaftiKte 
Vei^l.  eine  Anmerkung  von  Di-.  Heibeig  Zeit'ichi  f  Math  u  PM 
hist.  Alith.  XXVm,  S.  139. 
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\orhei  gelundpn  «oiden  als  Antwort  auf  die  Frage,  welches 
der  geometiis  he  Ort  sei  fui  Pmkte,  deren  Abstände  von  zwei 
gegebenen  Punkten  eine  gegebene  Summe  oder  Diiferenz  haben. 
Dieie  Fiigp  kann  leicht  duich  Konstruktionsaufgaben  veraulafst 
^ein  nanentlich  duich  die  Aufgabe  einen  Kreis  zu  konstruieren, 
der  drei  gegebene  l\i  ise  beruhit  Wenn  auch  ApoUonius  in 
emei  Schrift  iber  die  Eeiuhiungen')  diese  Aufgabe,  mit 
der  die  Ciiechen  sich  wie  man  -innehmen  darf,  auch  früher 
beschäftigten  mittels  7nkel  und  Lineal  gelöst  hat,  so  lag  der 
Gedanke,  dieselbe  durch  geometrische  Örter  für  den  Mittelpunkt 
zu  lösen,  doch  zu  nahe,  als  dafs  man  dies  nicht  zuerst  ver- 
sucht haben  sollte. 

Die  Analysis  nun,  welche  darauf  geführt  hatte,  dafs  dieser 
Ort  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  sei,  war  wahrscheinlich  zu  wenig 
übersichtlich  und  zu  weitläufig,  um  in  eine  Synthesis  umge- 
formt zu  werden.  Dagegen  wird  man  bei  genauerer  Unter- 
suchung der  betreffenden  Punkte  andere  mit  ihnen  verbundene 
Eigenschaften  der  Kurven  gefunden  haben,  aus  denen  man 
dann  nach  und  nach  die  Beweisreihe  hat  konstruieren  können, 
die  sich  bei  ApoUonius  findet.  Dafs  nun  —  wie  ich  behaupte  — 
diese  Untersuchung  gründlich  und  ziemlich  umfassend  gewesen 
ist,  das  schliefse  ich  aus  der  aufserordentlichen  Einfachheit 
eben  dieser  Beweisreihe;  denn  sie  aus  so  einfachen  Gliedern 
zusammenzusetzen  hat  nur  dem  gehngen  können,  der  aus  einer 
gröfseren  Zahl  von  Eigenschaften  die  einfachsten  und  für  den 
vorliegenden  Zweck  bequemsten  auswählen  konnte. 

Einen  anderen  Beweis  finde  ich  darin,  dafs  sich  nachweisen 
läfst,  ApoUonius  sei  nicht  der  erste  und  einzige  gewesen,  der 
sich  mit  den  Sätzen,  von  denen  die  Rede  ist,  beschäftigt  hat. 

Der  Slsfe  von  Pappus'  Hülfssätzen  zu  Euklids  Porismen ^) 


')  Pappu«  Äusg  \  Hultsch  b  PM  fl  Dd  Apollonras  m  dei  genannte» 
'sehiift  aui-h  die  Fälle  behandelt  «o  einer  odei  mehrere  der  Kieiie 
mit  geladen  Limen  vertauscht  werden  so  dürfte  auch  diese  Aufgabe 
eine  natüiliche  Veiaula'^'n.ii^  daigeboten  haben  die  Untersuchung  de» 
BiennpunUe^  ilei  Paiahel  voiTunebmen  und  die  Ülieiem'ttimmung 
zwischen  dipaeni  und  denjenigen  der  Ellipse  und  Hyperbei  zu  bemeiken 

=)  Ausg  V   Hultsch    S  lOfi 

34" 
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lautet,  wenn  wir  nur  die  Buchstaben  etwas  verändern  und  im 
übrigen  dieselbe  Figur  (Fig.  66)  zeichnen,  folgendermafsen : 

Gegeben  ist  ein  Halbkreis  über  A-^A  als  Durchmesser;  in 
den  Endpunkten  A  und  Aj  dieser  Strecke  werden  die  Senk- 
rechten AM  und  -dj  M 1  erreichtet, 
und  eine  beliebige  Gerade  MM, 
wird  gezogen;  in  dem  Punkte  ö 
{in  dem  diese  Gerade  den  Halbkreis 
schneidet)  wird  die  GF  senkrecht 
zu  M^  M  gezogen ;  trifit  diese  Senk- 
rechte die  AiA  in  F,  so  ist 
yi.  üö.  AM.A^M^  =  A.F.FA. 

Merkwürdigerweise  beweist  nun 
Pappns  niclit  diesen  Satz  selbst,  sondern  die  Umkehrung 
desselben,  oder  man  kann  sagen,  da  die  Einzelheiten  des  Be- 
weises sich  umkehren  lassen,  dafs  er  die  Aiialysis  giebt,  aus 
der  sich  der  synthetische  Beweis  eben  des  Satzes,  den  ei'  aus- 
spricht, würde  ableiten  lassen.  Der  wirklich  bewiesene  Satz 
fällt  —  ohne  dafs  ein  Kegelschnitt  genannt  wird  —  genau 
mit  dem  zusammen,  dafs  der  geometrische  Ort  für  die  Projek- 
tion eines  Brennpunktes  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  (die  Figur 
entspricht  der  letzteren)  auf  eine  Tangente  der  Kreis  über  der 
Hauptaxe  als  Durchmesser  ist,  also  genau  mit  demjenigen,  den 
ÄpoUonius  in  49  beweist  und  darauf  in  50  anwendet,  ohne  dafs 
er  sich,  bei  seinem  Eifer  das  Endresultat  zu  erreichen,  Zeit  läi'st, 
denselben  auszusprechen.  Die  Bestimmung  der  Tar^ente  M,  M 
durch  das  Rechteck  a«s  den  Stücken,  welche  sie  auf  den  Tan- 
genten der  Scheitelpunkte  abschneidet,  und  des  Brennpunktes 
F  durch  das  dem  ersteren  gleiche  Rechteck  AiF.  FÄ  ist  genau 
dieselbe  wie  die,  welche  Apollonius  anwendet.  Dasselbe  gilt 
für  Pappus'  ganzen  Beweis. 

Nun  darf  man  annehmen,  dafs  der  hier  vorliegende  Hülfs- 
satz,  ebenso  wie  Pappus'  Hülfssätze  zu  bekannten  Werken, 
nichts  anderes  enthalten  habe  als  einen  ausführlicheren  Nach- 
weis von  etwas,  das  dem  Verfasser  des  Hauptwerkes  bekannt 
war,  das  dieser  aber  entweder  als  etwas  auch  seinen  Lesern 
bekanntes  betrachtete  oder  indirekt   aus   dem  Zusammenhango 
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SO  heivoiireten  liefs,  dals  an  besonderer  Beweis  überflüssig 
xviirde.  Euklid  kannte  also  einen  Satz,  der  nach  seinem  Inhalt 
und  nach  dem  Beweise,  den  Pappus  für  den  nächsUiegenden 
ansieht,  genau  mit  einem  wichtigen  Satze  aus  Apollonius'  Lehre 
von  den  Brennpunkten  zusammeifällt,  einen  Satz  überdies,  der 
erst  dann  eine  einfache  Form  annimmt,  wenn  man  ihn  als 
einen  Satz  über  Brennpunkte  auffafst. 

Der  Umstand  also,  dafs  der  Hülfssatz,  abgesehen  von  der 
Form,  ganz  der  Lehre  von  den  Brennpunkten  angehört,  macht 
es  waJirschemhch,  dafs  dasselbe  mit  dem  oder  den  von  Euklids 
Porismen  der  Fall  gewesen  ist,  zu  deren  Beweisen  er  gehört. 
Sogar  C h  a sl  e  s ,  der  keine  bewufste  Verbindung  zwischen 
Eiiklids  Porismen  und  der, Lehre  von  den  Kegelschnitten  an- 
nimmt, stützt  auf  den  angeführten  Hülfssatz  sein  Porisma  174, 
das  —  selbstverständlich  ohne  einen  Kegelschnitt  besonders  zu 
nennen  —  aussagt,  dafs  die  Senkrechten,  welche  in  den  Schnitt- 
punkten einer  Tangente  eines  Kegelschnittes  mit  dem  über  der 
Hauptaxe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  errichtet  wer- 
den, durch  feste  Punkte  gehen;  ferner  seine  Porismen  194  und 
195,  welche  ausdi-ücken,  dafs  die  Enveloppe  des  einen  Schenkels 
eines  rechten  Winkels,  dessen  anderer  Schenkel  durch  einen 
festen  Punkt  geht,  während  der  Scheiteipmikt  auf  einer  Kreis- 
peripherie gleitet,  ein  Kegelschnitt  ist  (mit  dem  festen  Punkte 
als  Brennpunkt);  endlieh  sein  Porisma  196,  welches  aussagt, 
dafs  die  Enveloppe  der  Sehnen  eines  Kreises,  welche  die  End- 
punkte paralleler  Sehnen  verbinden,  die  durch  feijte,  auf  einem 
Durchmesser  gleich  weit  vom  Mittelpunkte  gelegene  Punkte 
gezogen  sind,  ein  Kegelschnitt  ist  (mit  den  festen  Punkten  als 
Brennpunkten). 

Dafs  Euklids  Bücher  über  die  Porismen  unter  Foiinen, 
bei  denen  die  Kegelschnitte  nicht  genarmt  werden,  die  hier 
erwähnten   oder   andere  Sätze    über  Brennpunkte  i)    enthalten 


')  Da  die  Böcher  über  die  Porismen,  wenigstens  vorzugsweise,  (unvoll- 
ständige) Sätze  über  Öitei'  enthalten  haben,  und  da  ich  geneigt  bin, 
einen  etwas  grörseren  Abstand  zwischen  Euklids  Porismen  uad  Pappus' 
Hfllfssätzen  anzunehmen  als  Chasles  thiit,  so  würde  ich  mir  eher  den 
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haben,  wüide,  wie  schon  bemerkt  (S.  168),  vobkonimeri  zu  der 
Vermutung  über  den  Ursprung  der  Porismen  stimmen,  die  ich 
im  achten  Abschnitt  aufgestellt  halie,  und  dafs  Euklid  die  dazu 
nötigen  Kenntnisse  besafs,  bezeugt  Pappus'  Hölfssatz.  Unter- 
suchungen über  Brennpunkte  sind  also  schon  vor  Äpoi- 
loniiis  bekannt  gewesen.  Man  hatte  also  Zeit  genug 
gehabt  auch  an  die  Parabel  denken. 

Sind  diese  meine  Behauptnr^en  richtig,  so  hat  man  aller- 
dings aufs  neue  emigen  Grund  sich  darüber  za  wundern,  dafs 
in  Äpollonius'  Werk ,  das  doch  in  die  gesamte  Lehre  von  den 
K^elschnitten  einführen  sollte,  einige  der  wichtigsten  Brenn- 
punktseigenschaften der  Ellipse  und  Hyperbel  nur  als  Glieder 
in  einer  Beweisreihe  angeführt  und  die  entsprechenden  Sätze 
über  die  Parabel  gamicht  genannt  werden').  Der  Grand  hier- 
für kann,  da  es  sich  vor  allem  nm  die  Sätze  über  die  Lage 
der  Tangente  mit  Beziehung  auf  die  an  den  Berührungspunkt 
gezogenen  Brennstrahlen  handelt,  nicht  der  sein,  dafs  dieselben 
in  Werke  über  geometrische  Örter  aufgenommen  worden  wai'en. 
Indessen  kann  es  auch  nicht  wohl  ein  anderer  sein  als  der, 
dafs  man  sich  in  anderen  Schriften  hinreichend  mit  diesen 
Sitzen  be=!chaftigt  hatte 

HiPibti  muf    man  in  p  m   I  e  ti  nmte  Kljs^e  \on  S  1  iitU  i 

citieiten  Hnlfa  atz  in  einem  P  Dii^ma  angewandt  Ipnfeeii  können 
nekliea  den  Ort  behandelt  für  die  Schnittpunkte  zivischen  emei  Tan 
geilte  eines  Kegelschnittes  uni  emet  Geraden  nelche  vomBiennpunl-t 
an?  gezogen  die  Tangente  untei  einem  gegebenen  Wmkel  chneidet 
')  Ab  eine  mdghche  Veranlassung  d  esea  Unstandes  lielse  sich  anfühlen 
daf*.  äie  Beiveise  für  die  Brennpunktseigenschaften  dei  Parabel  uii 
le  cliteaten  si  h  dmch  den  erst  im  fflnflen  Biiüi  beiYiesenen  'latz 
fliiien  lassen  laCs  die  '>uhnormale  gleich  ^  st  {SN  m  Fjg  67  m 
Folgenden)  da  in  Folite  dessen  F  die  Mitte  von  PN  wiid  mithin 
FB  ~  rr  Wir  haben  nämlich  aus  dei  Vorrede  zu  Apoll  mu 
tlnftem  Buch  gesehen  dafs  der  Wert  der  Subnormale  \o  Ai  illcnii 
bekannt  war  and  dafs  ei  dieselbe  im  ersten  Buch  hättp  leiQcLch 
t^en  können  dies  abei  des  Zusammenhangs  wegen  bia  zum  fünften 
Buche  verschoben  hat  Doch  (vüide  Apollonm'j  sich  ins  diesem  diunJc 
n  cht  haben  hindern  lassen  die  Brennrunktseigenschaften  dei  Paiabel 
im  dritten  Buche  mit  zu  lehanleln  wenn  es  f      ihn  (ou  Wichtigkeit 
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denken,  nämlich  die  Scluiften  über  Katoptrik  oder  über  die 
Zurückwerfung  des  Lichtes  von  spiegelnden  Flächen.  In  einem 
kürzlich  entdeckten  Bruchstücke  einer  solchen  Schrift,  nämlich 
in  dem  Teil  des  sogenannten  „Fragmentum  Bobiense*, 
der  von  Dr.  Heiherg')  interpretiert  ist,  findet  man  auch 
wirklich  einen  vollständigen  Beweis  für  den  Satz,  dafs  eine 
Parabeltangente  gleiche  Winkel  mit  der  Axe  und  dem  an  den 
Berührui'^punkt  gezogenen  Brennstrahl  bildet.  Wenn  auch 
anzunehmen  ist,  dafs  dieser  Beweis  in  einer  viel  späteren  Zeit 
ausgearbeitet  wurde  als  die  ist,  mit  der  wir  uns  hier  beschäf- 
tigen, so  wollen  wir  denselben  hier  doch  mitteilen,  da  er  den 
ältesten  darstellt,  welcher  uns  erhalten  ist,  und  da  er  sich  ganz 
genau  an  die  in  Apollonius'  Kegelschnitten  entlialtenen  Sätze 
anschliefst. 

Ist  (Fig.  G7)  F  der  Brennpunkt  einer  Parabel,  auf  der  Axe 
bosHinmt   durch   den  Abstand    AF  ^^  ^p   vom   SeheitcJpunkt, 


und  sind  BS  und  BF  Ordinate  und  Tangente  eines  beliebten 
Kurvenpunktes  E,  so  wird  nach  der  Gleichung  der  Parabel, 
und  weil  A  die  Mitte  zwischen  P  und  S  ist,  das  Stück  AG 
der  Scheitelpunktstangente  bestimmt  durch 

AG'-  =  -JSÄ^  =  Ip.AS  =  AF.AS  =  AF.PA. 
Hieraus  folgt,   dafs   FGJ-PR,   und,   da  Pö  =  GB,   dafs 
PF  =  FB,    sowie    dafs    /_  BPF  ^  /^FBP.      [Trägt   man 

0  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Pliys.,  hisl.  Abth.  XXVIII,  S.  121  ff. 
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auf  der  Verlängerung  der  Äxe  das  Stück  AE  =  FÄ  ab,  so 
folgt  auch  aus  PF  =  FR  dafh  FR  ^  ES,  also  die  früher 
erwähnte  Haupteigenschaft  des  Biennpunktes  der  Parabel;  aber 
die  Katoptrik  gab  dein  "Verfas'^ei  keine  Vei  anlassung  hierauf 
einzugehen]. 

Über  das  Bruchstück,  deb'-en  Inhalt  hiei  wiedergegeben  ist, 
stellt  Heiberg  in  Übereinstimmung  mit  Beiger,  der  früher 
die  Fortsetzung  desselben  Jlanu'-kiiptes  herausgegeben  hatte,  die 
Vermutung  auf,  dafs  ea  aus  dem  6ten  I-dirhundert  n.  Chr.  von 
Anthemius  stamme  und  sich  an  em  anderes  erhaltenes  Frag- 
ment desselben  Verfassers  angeschlossen  habe,  das  inDr.Heibei^ 
Übersetzung^)  folgendermaf':.en  lautet  „Da  aber  die  Alten  auch 
die  gewöhnlichen  Brennspiegel  en\ahnf  haben,  wie  man  die 
Einfallsflächen  konstruieien  '■olle,  nur  lein  mechanisch,  ohne 
geometrische  Beweise  hierfür  vorzubringen,  alle  aber  solche 
(d,  h.  die  Meridiankurven  der  Flächen)  als  K^elschnitte  be- 
zeichnend, ohne  aber  anzugeben,  welche,  und  wie  sie  ent- 
stehen, so  werden  wir  hier  versuchen,  die  Konstiuktionen 
einiger  solcher  Einfallsflächen  zu  geben,  und  zwar  nicht  ohne 
Beweis,  sondern  durch  die  geometrischen  Methoden  b^ründet". 

Der  Umstand,  dafs  Anthemius,  wie  ersichtlich,  keinen 
älteren  Beweis  kennt,  ist  nach  Heiberg  ein  Grund  für  die  An- 
nahme^), dafs  das  soeben  nach  dem  Fragnientum  Bolaiense 
mitgeteilte  nicht  älter  als  Anthemius  ist,  und  da  darin  gerade 
das  Versprechen  erfüllt  ivird,  welches  er  giebt,  so  ist  es  natür- 
lich, ihm  dasselbe  zuzuschreiben.  Anthemius'  Unkenntnis  eines 
älteren  Beweises  ist  dt^egen  kein  zuverlässiges  Zeugnis  dafür, 
dafs  niemand  früher  einen  solchen  geführt  habe.  Im  Gegenteil, 
wenn  Anthemius  uns  mitteilt,  dafs  man  vor  seiner  Zeit  Brenn- 
spiegel gekannt  habe,  die  aus  Kegelschnitten  gebildet  waren 
(und  das  können  nur  solche  gewesen  sein    die  durch  Umdre- 

')  a  a  0   &  12S— 129 

')  Entscheidend  ]  t  d  eses  Aigm  cnt  ndessen  kempsi\e^  la  es  nicht 
nötig  ist  lafs  Anthemiu  da  Manii&k  it  gekannt  hat  Dieser  Gniud 
apncht  also  nicht  gegen  tantoi  Annahme  (Heinei  Wl,  8.  637  ff,), 
dufe  das  Manu  knpt  Met  alter  sein  ind  z  B  lon  Dnkles  heiTÜhren 
kOnne 
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liur^  von  Kegelschnitten  um  die  Hauptaxe  gebildet  waren),  so 
erfahren  wir  mit  genau  derselben  Sicherheit,  dafs  man  die 
Haupteigenschaft  dieser  Brennspiegel  bewiesen  habe.  Solche 
Spiegel  sind  nämlich  zu  schwierig  zu  konstruieren,  als  dafs 
jemand  auf  ihre  Konstruktion  verfallen  konnte  ohne  vorher  auf 
theoretischem  Wege  ihre  Eigenschaften  gefunden  und  bewiesen 
■iu  haben.  Wenn  also  die  ,Alten",  welche  Anthemius  kennt, 
so  wenig  von  der  alten  griechischen  Mathematik  gewufst  haben 
HoUten,  dafs  sie  die  Anwendbarkeit  parabolischer  Hohlspi^el 
erwähnten  ohne  dieselbe  beweisen  zu  können,  so  müssen  sie 
das.  was  sie  hiervon  wufsten,  noch  älteren  Schriftstellern  ver- 
dankt haben,  welche  die  Beweise  geführt  hatten. 

Da  indessen  die  Alten,  nach  Anthemius,  nur  von  der  Be- 
nutzung der  Kegelschnitte  gesprochen  haben  ohne  anzugeben, 
welchen  Kegelschnitt  sie  meinen,  so  wäre  es  iiimier  noch  mög- 
hch,  dafs  sie  nur  an  ellipsoidische  Hohlspiegel  gedacht  und 
dann  auch  aus  Äpollonius'  drittem  Buche  gewufst  hätten,  dafs 
Sti'ahlen,  welche  von  dem  einen  Brennpunkt  ausgehen,  nach 
ilem  anderen  zurückgeworfen  werden.  Diese  Möglichkeit  ist 
wirklieh  vorhanden,  sobald  man  annehmen  darf,  dafs  man 
in  der  alten  Zeit  sich  nicht  mit  dem  Studium  der  Zurück- 
werfung paralleler  Lichtstrahlen  beschäftigt  hat. 

Hierauf  könnte  das  Werk  deuten,  das  uns  unter  dem 
>ianien  von  Euklids  Katoptrik  aufbewahrt  ist.  In  diesem 
Werke  findet  sich  nichts  über  parallele  Lichtstrahlen,  und  in 
dem  letzten  Satze  desselben,  der  von  sphärischen  Hohlspiegeln 
handelt,  werden  ausdrücklich  Strahlen  betrachtet,  welche  von 
einem  Punkt  der  Sonne  ausgehen,  und  nicht  parallele  Strahlen. 
Da  überdies  nichts  über  die  Grenzen  für  die  Entfernung  dieses 
leuchtenden  Punktes  gesagt,  sondern  derselbe  nur  stillschweigend 
als  weiter  vom  Spiegel  entfernt  als  der  Kugelmittelpunkt  be- 
trachtet wird,  so  erhält  man  keine  andere  Grenze  für  die 
Schnittpunkte  der  zurückgeworfenen  Strahlen  mit  dem  durch 
den  leuchtenden  Punkt  gezogenen  Durchmesser  als  eben  den 
Kugelmittelpunkt. 

Dieser  Umstand  dürfte  den  Verfasser  des  Stückes  vom 
Fragmentum    Bobiense,    welches    auf   den   Beweis    des   Satzes 
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über  die  Pai'abeP)  folgt,  zu  dem  Ausspruch  veranlafst  haben, 
dafs  emige  den  Brennpunkt  eines  cirkularen  Spiegels  im  Mittel- 
punkte aimehmen;  aber  —  fugt  er  hinzu  —  diese  fehlerhafte 
Meinung  hat  Apollonius  in  seinem  Buche  über  Brennspiegel 
(oder  „gegen  die  Kaf optriker" )  hinlänglich  widerlegt,  und  er 
hat  deuthch  gemacht,  wo  der  Brennpunkt  liegt.  Von  welchem 
Brennpunkt  nun  die  Rede  ist,  erfährt  man  dadurch,  dafs  der 
Verfasser  des  Fragmentes,  trotz  dieser  Anerkennung  von  Apol- 
lonius'  Resultat,  uicht  ganz  mit  '.einer  Darstellung  zufrieden 
ist  und  deshalb  eine  andere  an  die  Stelle  setzt.  Aus  dieser") 
ergiebt  sich,  dafs  von  parallelen  Strahlen  die  Rede  ist,  die 
von  einem  sphärischen  Spiegel  zurückgeworfen  werden,  der  von 
jeder  durch  die  Axe  DB  (Fig.  68)  gelten 
Diametralebene  in  einem  Kreisbogen  ABC 
von  90"  geschnitten  wird.  Es  wird  bewiesen, 
dafs  die  zurückgeworfenen  Strahlen  die  Axe 
E  in  Punkten  treffen,  die  zwischen  der  Mitte 
E  des  Radius  BD  und  dessen  Schnitt- 
punkt F  mit  der  Ebene  des  den  Spiegel 
begrenzenden  Kugelkreises  ÄC  liegen. 

Dasselbe  hat  also  Apollonius   gewufsl 
Flg.  68.  ^jjj^  ausgesprochen.     Da  nun  die  Anwend- 

barkeit des  Hohlspiegels  als  Brennspiegels  auf  der  Nahe  der 
Punkte  E  und  F  beruht,  so  enthielt  diese  Untersuchung  eine 
Aufforderuc^  zu  der  Frage,  ob  es  nicht  Holüspiegel  geben 
könne,  welche  alle  parallelen  Strahlen  auf  denselben  Punkt 
zurückwerfen.  Diese  Aufforderung  mufste  um  so  stärker  auf 
Apollonius  einwirken,  als  er  durch  seine  Kenntnis  der  Brenn- 
punkte der  Ellipse  imstande  war  Spiegel  zu  konstruieren,  die 
Strahlen,  welche  von  einem  festen  Punkte  ausgingen,  auf  einen 
anderen  zurückwarfen,  und  dadurch  mufste  er  zugleich  darauf 
geführt   werden    zu    versuchen,    ob    nicht   parabolische  Spiegel 


')  Was  sich  hieiTon  nicht  bei  Heibet^  findet,  miil'a 
Ai-tikel,  Hermes  XVI,  S;  261  ff.  suchen. 

')  Vergl.  Cantors  Wiederherstellung  ain  Schlüsse  \ 
muths  Artikels.  Hennes  XVI,  S,  640  ff. 
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gerade  die  verlangte  E^enschaft  haben  sollten.  Dafs  er,  wenn 
die  Frage  einmal  so  gestellt  war,  mit  grofser  Leichtigkeit 
die  Antwort  finden  mufste,  ist  einleuchtend. 

Wir  sehen  also,  dafs  die  Frage  betreffs  der  Breimspiegel 
ApoUonius  auf  die  Betrachtung  des  Parabelbrennpunktes  füh- 
ren mufste,  wenn  er  denselben  nicht  schon  früher  kannte. 
Übrigens  bin  ich  am  meisten  zu  der  Annahme  geneigt,  dafs 
er  denselben  kannte,  und  dafs  man  nicht  vom  Studium  der 
sphärischen  Brennspiegel  zu  dem  der  parabolischen  und  mög- 
licherweise elliptischen  überg^angen  ist ,  sondern  dafs  man 
umgekehrt,  nachdem  man  durch  Entdeckung  der  Sätze  über 
Brennpunkte  die  Anwendbarkeit  paraboloidiseher  Hohlspiegel 
erkannt  hatte,  untersuchte,  in  wie  weit  sphärische  Hohlspi^el, 
die  man  konstniieren  konnte  und  die  vielleicht  auch  früher 
eine  so  flüchtige  Behandlung  erfahren  hatten  wie  in  der  Euklid 
zugeschriebenen  Eatoptrik,  an  die  Stelle  dieser  treten  konnten. 

Mit  dieser  Untersuchung  also  hat  ApoUonius  sich  in  seinei- 
katoptrischen  Arbeit  beschäftigt,  und  wenn  er  nach  der  Erwäh- 
nimg im  Fragmentum  Bobiense  nicht  ausführlich  auf  die  Be- 
handlung pai'aboloidischer  Spiegel  eingegangen  ist^),  so  ist  der 
natürliche  Grund  dafür  der  gewesen,  dafs  diese  E^enschaften 
bekannt  waren.  Vielleicht  darf  man  dann  die  Vermutung  auf- 
stellen, dafs  die  Erfindung  dieser  dem  Archimedes  zu  ver- 
danken sei,  der  sich  so  viel  mit  der  Parabel  und  dem  Um- 
drehungsparaboloid  beschäftigt  und  auch  in  einer  verlorenen 
Schrift  die  Katoptrik^)  behandelt  hat.  Ob  nicht  die  her\'or- 
ragende  Schönheit  gerade  dieser  Erfindung  die  Quelle  für  die 
Sage  gewesen  ist,  dafs  er  die  römische  Flotte  durch  Brenn- 
spiegel in  Brand  gesteckt  habe? 

Dafs  die  Erfindung  der  verschiedenen  Brennspiegel  in 
dieser  natürlichen  Ordnung  vor  sich  gegarten  ist,  stimmt  recht 


J  E'i  \\\n  muht  unienkbii  dafs  intheniiij  i  ei  hn  dp  i'.  ke^el 
schnitten  gebildeten  Biennspiegel  «inähnt  gefunden  liat  ohne  dn) 
(iie  Eigenschaften  der'^elben  genauei  beschrieben  jdei  beniesen  naten 

)  Heiberg  Quaestione«  Aichimedeae  S  d3  olei  Aichimedes  A«sg 
V.  Heibe^,  U,  S.  466-467. 


y  Google 


3S0  Sedi?.elintei-  Abschnitt. 

gut  zu  dem  Umstände,  dafs  Aiithemius  in  der  citierten  Stelle 
die  durch  K^elsctinitte  liervoi^ebrachten  Brennspjegel  die  ge- 
wöhnlichen [ffuv^tfrj)  nennt.  Wegen  der  Schwierigkeit  ihrer 
Konstruktion  können  sie  allerdings  zu  einer  Zeit,  wo  man  auch 
die  sphärischen  Spi^ei  kannte,  im  praktischen  Sinne  nicht 
gewöhnlich  gewesen  sein.  Dagegen  wird  diese  Benennung  ver- 
ständlich, wenn  sie  ui^prünglich  aus  einer  Schrift  herrührt,  in 
der  die  Lehre  von  den  sphärischen  Spiegeln  zum  ersten  Mal 
entwickelt  wurde,  also  vielleicht  aus  Apollonius'  katoptrischer 
Arbeit, 

In  Verbindung  mit  den  Brennpimktseigenschaflen  der  Ii!egel- 
schnitte  habe  ich  im  Vorhergehenden  auch  die  Konstruktion 
eines  Kreises,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt,  und  Apollonius' 
Schrift  über  diese  Aufgabe  erwähnt.  Der  Zusammenhang  besteht 
darin,  dafs  der  geometrische  Ort  für  den  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  der  zwei  gegebene  Kreise  berührt,  aus  zwei  Kegel- 
schnitten besteht,  deren  Brennpunkte  die  Mittelpunkte  der 
Kreise  sind  (aus  zwei  Parabeln,  wenn  der  eine  Kreis  mit  einer 
tferaden  vertauscht  wird).  Die  genannte  Aufgabe  läfst  sich 
mittels  Zirkel  und  Lineal  lösen,  und  deshalb  hat  Apollonius 
diese  Kegelschnitte  nicht  benutzt;  aber  dadurch  ist  umgekehrt 
die  ebene  Lösung  dei-selben  von  Bedeutung  gegenüber  diesen 
K^elschnitten.  Die  Konstruktion  eines  Kreises,  der  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht  und  einen  gegebenen  Kreis  berührt,  ist 
in  Wirklichkeit  gleichbedeutend  mit  der  Konstruktion  der  Schnitt- 
punkte zwischen  einer  Geraden  und  einem  Kegelschnitt,  von 
dem  die  Brennpunkte  und  die  Länge  der  Hauptaxe  gegeben 
sind'),  und  die  Konstruktion  eines  Kreises,  der  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  zwei  gegebene  Kreise  berührt,  ist 
eine   mittels  Zirkel    und   Linea!  ausführbare  Konstruktion    der 


')  Debhilii  kinii  ra\n  die'ie  ^ufj^ihe  und  ihip  Di^kn^irn  --inei  eleiiienl  i 
geonietii-.then  Lehie  von  den  KeRelschnitten  zu  drunde  legen  «le 
ich  es  gethan  habe  in  einer  Arbeit  Tid-sinft  for  MaÜiemaük  1878 
die  spätei  besonders  hei  ausgegeben  ist  unter  dem  Titel  Gittndrts^ 
etrtf)  elmiwafa)  (/eometi lachen  KegelschnttM^ e  (Leip7iK  1882) 
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Schnittpunkte  zwischen  zwei  Kegelschnitten  mit  einem  geniein- 
schattlichen  Brennpunkt. 

Es  liegt  nichts  vor,  weis  darauf  deuten  könnte,  dal's  die 
Griechen  von  diesen  Umständen  Gebrauch  gemacht  hätten,  und 
der  gering'ere  Grad  von  Interesse  für  die  Brennpunkte,  für  den 
der  Mangel  einer  Untersuchung  des  Parabelbrennpunktes  in 
ApoUonius'  Hauptwerk  Zeugnis  ablegte,  macht  es  vielleicht 
sogar  unwahrscheinlich,  dafs  sie  es  gethan  haben:  aber  wenn 
über  die  Mittel  berichtet  werden  soll,  die  den  Griechen  da,  wo 
sich  Verwendung  dafür  finden  konnte,  zu  Gebole  standen,  so 
verdienen  die  Konstruktion  des  Berührungskreises  von  3  Kreisen 
und  die  Lösungen  der  hierin  einbegrÜ?enen  specielleren  Auf- 
gaben, die  Äpollonius  nach  Pappus  auch  aufgenommen  hat, 
angeführt  zu  werden. 

Es  wird  aus  diesem  Grunde  nicht  unpassend  sein  lüei- 
einige  Worte  über  die  Art  hinzuzufügen,  wie  Äpollonius 
wahrscheinlicherweise  diese  Konstruktionsaufgaben  gelöst  hat,  mii 
so  mehr  als  man  aus  Pappus'  Hülfssätzen  zu  Äpollonius'  ver- 
lorener Schrift  mehr  hierüber  schliefsen  kann,  als  aus  den  meisten 
übrigen  Kommentaren  desselben,  Wenn  nämhch  als  Hülfssatz 
zum  zweiten  Buch  die  Konstruktion  eines  Dreiecks  angefübi-f 
wird^),  das  in  einen  Kreis  beschrieben  ist,  während  die  Seiten 
durch  drei  feste  Punkte  einer  Geraden  gehen,  so  liegt  nichts 
unzutreffendes  in  der  Annahme,  dafs  ApoUonius  in  seinem 
zweiten  Buch,  in  dem  sieh  die  Lösung  der  allgemenisten  von 
den  Beröhrungsaufgaben  befand,  von  der  folgenden  sehr  nahe- 
ii^enden  Reduktion  auf  die  von  Pappus  behandelte  Aufgabe 
Gebrauch  gemacht  habe. 

Ä,  B  und  C  (F^.  69)  seien  die  Mittelpunkte  der  drei 
gegebenen  Kreise,  deren  Radien  ivir  «,  b  und  c  nennen  wollen, 
und  einer  der  gesuchten  Berührungskreise  sei  gezeichnet.  Dann 
werden,  was  auch  die  Alten  wufsten  (me  wir  unter  anderem  aus 
Pappus'  4tem  Buche  ^)  ersehen  können),  die  Verbindungslinien  der 
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Berührungspunkte  P,  Q  und  Ä  durch  di'ei  solche  Ähnliehkeits- 
puukte  -D,  E  und  F  gehen,  welche  auf  einer  Geraden  liegen. 
Verlängert  man  nun  PQ  und  PP,  bis  sie  den  Kreis  um  Ä  zum 
:i\veiten  Male   in    S  und  T   schneiden,    so   wird   die   Linie  ST 


parallel  der  QP;   sie  schneidet  also   die  Linie  J.)EF  in  einem 

Punkte  Cr,  der  durch  --=rp-  =  —  bestimmt  ist.     Dann   kommt 

es  darauf  an,  in  den  Kreis  um  A  ein  Dreieck  PST  zw  be- 
schreiben ,  dessen  Seiten  durch  die  bekannten  Punkte  G .  E 
und  F  gehen. 

Die  von  Pappus  angeführte  Lösung  dieser  Aufgabe  ündet 
man,  wenn  man  die  Sehne  TU  parallel  der  EF  Kieht,   sowie 
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die  Sehne  (7P,  welche  EF  in  H  schneiden  möge.  Das  Viereck 
SPHG  ist  dann  ein  Sehnenviereck,  da  die  Winkel  S  und  M 
Supplemente  sind;  Punkt  R  läfst  sich  also  dadurch  bestimmen, 
dafs  FG .  FE.  gleich  der  Potenz  des  Punktes  F  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  A  sein  mul's. 

Dann  ist  die  Aufgabe  wiederum  darauf  reduciert,  von  E 
und  H  an  einen  unbekannten  Punkt  P  des  Kreises  A  zwei 
gerade  Linien  zu  ziehen,  welche  den  Kreis  A  zum  zweiten 
Male  in  den  Punkten  JJ  und  T  so  schneiden ,  dafs  die  Sehne 
UT  der  Geraden  EH  parallel  wird.  Diese  Aufgabe  —  welche 
übrigens  identisch  ist  mit  der  folgenden:  den  Berührungspunkt 
P  des  Kreises  A  mit  einem  Kreise  zu  bestimmen ,  der  durch 
E  und  H  geht  —  löst  Pappus  in  einem  Hülfssatze  zum  ersten 
Buche  über  die  Berührungen')  dadurch,  dafs  er  den  Schnitt- 
punkt I  zwischen  EH  und  der  im  Punkte  U  an  den  Kreis  Ä 
gezogenen  Tangente  bestimmt.  Da  das  Viereck  UPEI  ein 
Sehnenviereek  wird,  so  geschieht  diese  Bestimmung  dadurch, 
dafs  HE .  HI  gleich  der  Potenz  des  Punktes  H  mit  Bezug  auf 
den  Kreis  A  wird. 

Wie  man  sieht,  ist  bei  der  hier  abgeleiteten  Konstruktion 
eines  Kreises,  der  drei  andere  Kreise  berührt,  eine  so  unmittel- 
bare Anwendung  von  Pappus'  Hülfssätzen  gemacht,  dafs  man 
kaum  bezweifeln  kann,  dafs  die  Lösung  nahe  mit  der  zusammen- 
fällt, an  weiche  Pappus  denkt.  Sie  mufs  dann  auch  im  wesent- 
lichen mit  ApoUonius'  eigener  Lösung  zusammenfallen,  selbst 
wenn  Pappus  bei  seinen  HüLfskonsti'uktionen ,  die  zu  schwierig 
sind,  als  dafs  ApoUonius  dieselben  ohne  weiteres  als  bekannt 
vorausgesetzt  haben  kann,  einzelne  Änderur^en  an  ApoUonius' 
Konstruktionen  oder  Beweisen  beabsichtigt  haben  sollte. 


1)  Ausg.  V.  Hultsch,  S.  83i  ff. 
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Für  die  Aufgabe,  die  ich  mir  gestellt  habe,  nämlich  ans 
Lictit  zu  ziehen,  was  die  Griechen  überhaupt  von  den  Kegel- 
schnitten wufsten,  sowie  zu  untersuchen,  me  sie  dieses  Wissen 
erwarben ,  befestigten  und  anwandten ,  hat  ApoUonius'  &e» 
Buch  keine  grofse  Bedeutung.  Denn  die  Sätze  über  Kon- 
gruenz und  Ähnlichkeit,  welche  dasselbe  enthält,  sind  meistenteils 
solche,  welche  man  in  der  Regel  als  unmittelbar  einleuchtend 
ansieht,  ciie  man  deshalb  ohne  Bedenken  vor  ApoUonius'  Zeit 
benutzt  haben  würde,  und  für  die  Beweise  enthält  das  erste 
Buch  eine  so  gute  Gnmdlage,  dafs  derjenige,  der  mit  diesem 
vertraut  ist,  nicht  in  Zweifel  darüber  sein  kann,  wie  man  sie 
zu  führen  habe,  Aufser  diesen  Sätzen  enthält  das  6te  Buch 
ein  Paar  hübscher  Konstruktionen  im  Räume,  von  denen  die 
eine  allerdings  nur  eine  weitere  Ausführung  einer  Konstruktion 
ist,  die  in  einer  bestimmten  Absicht  im  ersten  Buche  voige- 
nommen  wurde,  während  die  zweite  eine  Behandlung  einer 
verwandten  Aufgabe  darstellt. 

Aus  diesen  Gründen  werden  wir  im  6ten  Buche  keine  Ge- 
legenheit haben  zu  sehen ,  dafs  ApoUonius  irgendwie  neue, 
eigentlich  geometrische  Schwierigkeiten  übervrindet.  Dagegen 
sind  die  Verdienste  des  Buches  von  mehr  ordnender  und 
systematisierender  Natur,  indem  dasselbe  durch  Hinfflhrung  auf 
bestimmte  Defmitionen  und  Beweise,  welche  sich  an  das  im 
ersten  Buche  aufgestellte  System  anschliefsen,  zur  Beherrschui^ 
des  scheinbar  unmittelbaren  Wissens  verhilft,  so  dafs  der 
weniger  sichere  Forscher  vor  Irrtümern  behütet  und  der  vor- 
sichtige der  Unbequemlichkeit  enthoben  wird,  für  jeden  ein- 
zelnen von  den  Fällen,  die  unter  das  in  diesem  Buche  behan- 
delte allgemeinere  Gebiet  gehören,  Beweise  aufzustellen. 

Das  sechste  Buch  dient  also  nicht  dazu,  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  einen  gröfseren  Inhalt,  sondern  au^chliefslich 
da^n.   derselben  gröfsere  Festigkeit  zu  gehen.     Wenn   indessen 
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Apolloniiis  selbst  dasselbe  unter  die  für  besondere  Uiitei- 
suchungen  bestimmten  letzten  Büchern  geslelit  hat,  so  mufs 
das  darin  seinen  Grund  gehabt  haben,  dafs  die  au?drückhche 
Aufstellung  der  in  demselben  enthaltenen  Sätze  wenigstens 
teilweise  neu  war.  Wir  dürfen  also  in  diesem  Buche  ein  Bei- 
spiel für  solche  systematisierendeSpecialuntersuchungen  erblicken, 
die  gewifs  auch  zu  ihrer  Zeit  der  Aufführung  anderer  Teile 
des  griechischen  geometrischen  Lehrgebäudes  vorangegangen 
sein  müssen,  und  die  dazu  gedient  haben  diesem  Gebäude  seine 
bewunderungswürdige  Festigkeit  und  Zuverlässigkeit  zu  geben. 

Der  Umstand,  dafs  die  geometrischen  Schwierigkeiten,  welche 
im  6ten  Buche  zu  überwinden  waren,  an  und  für  sich  so  gering 
sind  und  dafs  der  Inhalt  dieses  Buches  sich  so  genau  an  den 
des  ersten  anschliefst,  liefert  eine  Bestätigung  für  unsere  im 
dreizehnten  Abschnitt  aufgestellte  Behauptung,  dafs  nicht  der 
Gegenstand  der  Untersuchung  den  Unterschied  zwischen  den 
vier  letzten  und  den  vier  ersten  Büchern  von  Apollonius'  Kegel- 
schnitten ausmacht. 

Dafs  man  sich  auch  vor  Apollonius  mit  kongruenten  und 
ähnlichen  Kegelschnitten  und  Bogen  von  solchen  beschäftigt 
habe,  wh-d  —  wie  es  scheint  —  durch  die  letzten  Worte  dei- 
Vorrede  zum  6ten  Buche  zu  erkennen  gegeben;  diese  drücken 
aus,  dafs  die  in  diesem  Buche  enthaltenen  Dinge  vollständiger 
und  klarer  behandelt  werden  als  von  denen  geschehen  ist,  die 
früher  darüber  geschrieben  haben.  Zwar  wäre  es  möglich, 
dafs  diese  Eemerkuiig  sich  nur  auf  die  Jm  selben  Buche  be- 
handelten Konstruktionen  bezöge;  aber  es  giebt  jedenfalls 
eine  erhaltene  ältere  Schrift,  in  der  ein  sehr  umfassender  Ge- 
brauch von  ähnlichen  Kegelschnitten  gemacht  und  der  Begriff 
Ähnlichkeit  sogar  auf  Umdrehungsflächen  zweiter  Ordnung  ange- 
wandt wird,  nämlich  Archimedes'  Buch  über  Konoide 
und  Sphäroide. 

Wie  man  aus  diesem  Buche  ersieht,  mufs  es  bekannt  ge- 
wesen sein,  dafs  alle  Parabeln  ähnlich  smd,  da  Archimedes 
den  hiermit  verwandten  Satz,  dafs  alle  Uradrehungsparaboloide 
ähnlich  sind,    als  unmittelbar  emleuchtend  betrachtet').     Das 

')  Ausg.  V.  Heiberg,  I,  S.  278. 
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von  ihm  benutzte  Kennzeichen  fCir  die  Ähnlichkeit  von  Ellipsen 
und  Hyperbehi  erfahren  wir  ausdi'ückhch ,  indem  gesagt  wird, 
dafs  parallele  Schnitte  derjenigen  Umdrehungsflächen  zweiter  Ord- 
nung, mit  denen  Archimedes  sich  beschäftigt,  ähnlich  sind,  wei! 
die  Quadi'ate  der  unter  rechten  "Winkeln  errichteten  Ordinalen 
bei  ailen  diesen  Schnitten  in  demselben  Verhältnis  zu  den  Recht- 
ecken aus  den  Abständen  der  Oi'dinaten  von  den  Scheitel- 
punkten stehen ').  Bestimmt  man  die  Länge  der  zweiten 
Hyperbeiaxe  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  von  Äpollonius  (und 
den  Mathematikern-  der  Gegenwart)  geschieht,  so  ist  dieses 
Kennzeichen  gleichbedeutend  mit  dem,  dafs  die  Axen  propor- 
tional sind.  In  Übereinstimmung  hiermit  werden  Umdrehungs- 
elhpsoide,  deren  Axen  proportional  sind,  ähnlich  genannt-), 
und  unter  den  von  Archimedes  betrachteten  Umdrehungshyper- 
boioiden  diejenigen,  deren  Äsymptotenkegel  ähnlich  sind.  Hierzu 
werden  noch  Defmitionen  für  die  Ähnlichkeit  von  Segmenten 
hinzugefügt. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  verschiedenen  Aussprüche  ist  man 
^  wie  schon  bei  Euklids  speciell  für  geradlinige  Figuren  oder 
Umdrehungskegel  geltenden  Definitionen  der  Ähnlichkeit  —  in 
einiger  Verlegenheit,  ob  man  sie  vom  rein  logischen  Gesichts- 
punkte aus  Definitionen  oder  Behauptungen  nennen  soll.  In 
Wirklichkeit  nämhch  haben  alle  diese  Fälle  etwas  gemeinsam, 
was  man  nicht  aussprach,  für  dessen  Erkennung  man  aber 
einen  sicheren  praktischen  Bück  deutlich  zeigte,  indem  man 
jedesmal  gerade  den  Figuren,  die  dieses  gemeinsam  hatten, 
und  keinen  anderen  den  Namen  ,ähnhch'  beilegte.  Dem  Mangel 
einer  Definition  dieses  , gemeinsamen'  half  mSn  dadurch  ab, 
dafs  man  in  den  einzelnen  Fällen  das  als  Definitionen  be- 
ti'achtete,  was  unter  der  Voraussetzung  einer  allgemeinen  De- 
finition der  Ähnlichkeit  Sätze  darsteüen  würde;  hierbei  spielen 
jedoch  die  Parabel  und  das  Paraboloid  eine  besondere  Rolle, 
da  der  Undefinierte,   aber  deutlich  erfafste  allgemeine  Begriff 


>)  a.  a.  0.  I,  S.  356. 
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,ÄhTilichkeit'  auf  sie  alle  pafst,  also  kein  Raum  blieb  für 
Aufstellung  einer  ausscheidenden  Definition. 

Einen  solchen  Weg  schlägt  Archimedes  ein,  jedenfalls  mit 
Bezug  auf  Flächen.  Was  dagegen  die  Kurven  betrifft,  so  ist 
CS  möglich,  dafs  er  sich  auf  frühere  Arbeiten  stützt,  welche  die 
Ähnlichkeit  direkt  behandelten,  und  dafs  Äpollonius'  angeführte 
Worte  in  der  Vorrede  auf  solche  hindeuten.  In  einer  solchen 
Schrift  war  vielleicht  eine  Definition  für  die  Ähnlichkeit  von 
Kegelschnitten  gegeben,  die  ebenso  beschaffen  war  wie  die- 
jenige, welche  sich  bei  ApoUonius  findet,  nämlich  [Def.  2]: 
Solche  Kegelschnitte  heifsen  ähnlich,  bei  denen  die  Ordmaten, 
die  senkrecht  auf  den  Axen  errichtet  werden,  den  entspre- 
chenden Abseissen,  die  von  einem  Scheitelpunkt  an  gerechnet 
werden,  proportional  sind,  wenn  zugleich  diese  Abseissen  den 
Axen  proportional  sind. 

Diese  Definition  ist  von  allgemeiner  Natm',  wenn  sie  auch 
unmittelbar  nur  an  Kegelschnitte  angeschlossen  ist,  die  auf  eine 
Axe  und  eine  Scheitelpunktstangente  als  Koordinatenaxen  be- 
zogen sind,  Sie  ist  nämlich  nur  eine  specielle,  für  den  Augen- 
blick verwendbare  Form  von  folgender  Definition  —  welche 
die  Alten  allerdings  nicht  ausgesprochen  haben  — :  Kurven 
heifsen  ährdich,  wenn  sie  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system sich  so  beziehen  lassen,  dafe  die  beiden  Koordinaten 
entsprechender  Punkte  in  einem  und  demselben  konstanten  Ver- 
hältnis stehen.  Dadurch  wird  es  ein  Satz,  dafs  alle  Parabeln 
ähnlich  sind  [llj,  und  gleichfalls  ein  Satz,  dafs  Ellipsen  oder 
Hyperbeln  ähnlieh  sind,  wenn,  nach  ApoUonius'  Ausdrucksweise, 
ihre  nFiguren"  über  einer  Axe  ähnlich  sind,  d.  h.  wenn  ihre 
eine  Axe  und  der  zugehörige  Parameter  in  demselben  Ver- 
hältnis stehen  [12].  Die  von  Archimedes  benutzten  Kennzeichen 
gehen  ans  diesen  ohne  weiteres  hervor. 

Wenn  ich  es  nicht  für  unmögHch  halte,  dafs  man  auch 
vor  ApoUonius  für  die  Kegelschnitte  diese  Definition  aufgestellt 
hat,  so  geschieht  das  deshalb,  weil  noch  ein  anderer  bestimmter 
Fortschritt  ApoUonius  veranlaföt  haben  kann  die  Lehre  von 
der  Ähnlichkeit  zu  behandeln.  Durch  die  gegebene  Definition 
sowohl  wie  durch  die  früher  bei  Archimedes  vorgefundenen 
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Kennzeichen  war  nämlich  nur  Rücksicht  genommen  auf  Kegel- 
schnitte, die  auf  die  Axen  bezogen  waren.  Apollonius,  der 
—  wie  er  selbst  in  der  Vorrede  zum  fünften  Buch  hervorhebt  — 
bestrebt  war  seinen  Sätzen  eine  so  allgemeine  Form  zu  geben, 
dafs  sie  alle  beliebigen  konjugierten  Durchmesser  mit  gleicher 
Vollständigkeit  umfafsten,  mufste  ein  Kennzeichen  wünschen, 
das  auch  an  diese  sich  anschiofs.  In  Satz  13  beweist  er,  dal's 
Kegelschnitte  ähnlich  sind,  wenn  die  „Figuren"  über  solchen 
Durchmessern,  welche  gleiche  Winkel  mit  den  zi^ehörigen  Or- 
dinaten  bilden,  ähnlich  sind  (d.  h.  wenn  diese  Durchmesser  den 
zugehörigen  Parametern  propoi-tional  sind).  Der  Beweis,  welcher 
sich  auf  die  zu  den  Axen  gehörende  Definition  stüken  mufs, 
läfst  sich  leicht  führen  durch  den  im  ei-sten  Buch  gezeigten 
Übei^at:^  von  einem  Koordinatensystem  mit  einem  beliebigen 
Durchmesser  zu  einem  solchen  mit  einer  Axe.  In  Wirklichkeit 
beruht  er  nur  darauf,  dafs  die  geradlinigen  Figuren,  mittels 
deren  dieser  Übergang  vollführt  wird,  äbnlich  sind. 

Ich  will  hier  bemerken,  dafs  es  in  allen  einzelnen  Fällen, 
in  denen  das  zuletzt  erwähnte  Kennzeichen  für  Ähnlichkeit  zut 
Verwendung  kommen  mufste,  an  und  für  sich  ebenso  natie 
gelten  hat  die  Kegelschnitte  als  ähnlich  zu  betrachten,  wie 
wenn  die  Koordinaten  rechtwinklig  waren,  und  dafs  namentlich 
die  Ähnlichkeit  der  auf  gleichartige  Weise  mit  den  Kegelschnitten 
verbundenen  geradlinigen  Figuren  ebenso  leicht  erkennbar  ge- 
wesen sein  mufs.  Deshalb  steht  dem  nichts  im  Wege,  dafs 
solche  Fälle  früher  [behandelt  worden  sein  können,  und  nament- 
lich dem  nichts,  dafs  man  die  Bestimmung  von  einem  Paare 
konjugierter  Durchmesser  eines  Ortes  zu  vier 'Geraden  so  durch- 
geführt haben  kann,  wie  ich  im  siebenten  Abschnitt  angenom- 
men habe.  Man  mufs  im  G^enteil  geradezu  annehmen,  dafs 
die  Beschäftigung  mit  solchen  Fällen  dazu  beigetragen  hat 
ÄpoDonius'  sechstes  Buch  hervorzurufen,  indem  sie  zeigte,  wie 
wünschenswert  es  sei,  die  Ähnhchkeit  der  Kegelschnitte  selbst 
nicht  zu  trennen  von  der  Ähnlichkeit  der  zugehörigen  gerad- 
linigen Figuren,  die  man  bermtzte.  Ebenso  mufs  man,  wenn 
Eratosthenes'  Örter  für  Mittelgröfsen  die  Kegelschnitte 
gewesen    sind,    die    wir    im    vierzehnten    Abschnitt    angeführt 
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haben,  jedenfalls  die  Ähnlichkeit  derselben  bemerkt  und  gevvifs 
auch  —  ^vie  wir  Yerimitnngsweise  aussprachen  —  zu  benutzen 
verstanden  haben.  Man  konnte  dieselbe  dann  entweder  als 
einleuchtend  betrachten,  oder  man  konnte  besondere  Beweise 
für  sie  führen.  In  beiden  Fällen  1^  hierin  eine  Auffordenmg 
zu  einer  so  allgemeinen  Behandlung,  wie  die  ist,  welche  Apol- 
lonius  im  ßten  Buche  giebt. 

Es  liegt  kein  Grand  vor  bei  den  Sätzen  des  Buches  zu 
verweilen,  die  über  Kongruenz  oder  über  solche  Fälle  handeln, 
in  denen  K^elschnitte  nicht  kongi'uent  oder  ähnlich  sein  können, 
ebenso  wenig  wie  bei  den  entsprechenden  Sätzen  über  Bogen 
von  Kegelschnitten  oder  über  die  Segmente,  welche  von  Sehnen 
abgeschnitten  werden  (z.  B.  dafs  Bogen  von  Kegelschnitten,  die 
selbst  nicht  ähnlich  sind,  nicht  ähnlich  sein  können,  oder  dafs 
ein  Bogen  einer  Ellipse  nur  drei  anderen  Bogen  derselben 
Eüipse  kongruent  ist,  dafs  kein  Teil  eines  Kegelschnittes  ein 
Kreisbogen  ist  u.  s.  w.). 

Dagegen  wollen  wir  die  Konstruktionen  am  Schlüsse  des 
Buches  berühren.  Die  letzte  von  diesen  stellt  nur  von  einer 
Konstruktion,  die  bereits  im  ersten  Buch  ausgeführt  worden 
ist,  eine  Wiedergabe  in  neuer  Fomi  dar.  Damals  kam  es 
—  wie  wir  im  dritten  Aischnitt  sahen  —  im  Grunde  nur 
darauf  an  zu  zeigen,  dafs  eine  Gleichung  von  der  Form 
(/*  ^  fx  4-  fi^^  immer  einen  Schnitt  eines  Umdrehungskegels 
darstellt.  Da  eine  solche  Darstellung  einer  Kurve  in  schief- 
winkligen Koordinaten  auf  eine  Darstellung  derselben  Form  in 
rechtwinkligen  Koordinaten  zurücl^eführt  wird,  so  war  es 
hierbei  nur  nötig,  irgendeinen  Umdrehungskegel  durch  eine  auf 
(he  angegebene  Weise  dargestellte  Kurve  zu  legen,  wobei  eine 
Axe  und  der  zugehörige  Parameter  gegeben  waren.  Um  das 
zu  erreichen,  wählte  Apollonius  von  vornherein  —  wenn  auch 
nur  mdirekt  durch  Einführung  eines  Kreises,  auf  dem  der 
Scheitelpunkt  liegen  sollte  —  den  Winkel  an  der  Spitze  beliebig, 
für  die  Hyperbel  allerdings  mit  einer  gewissen  Grenzbedingung. 

Der  Unterschied  besteht  nun  blofs  darin,  dafs  die  Aufgabe, 
einen  Umdrehungsk^el  zu  konstruieren,  der  einem  gegebenen 
ähnlich  ist  und  eine  gegebene  Hyperbel  [32]  oder  Ellipse  [33] 
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entliält,  im  sechsten  Buche  selbständig  gestellt  und  gelöst  und 
in  der  für  Konstruktionsaufgaben  beigebrachten  synthetischen 
Form  behandelt  wird.  Diese  Form  verlangt  hmsichtlich  der 
Hyperbel  im  voraus  eine  Aufstellur^  des  erforderlichen  Dio- 
rismus  und  eine  besondere  Untersuchimg  für  den  Grenzfall. 
Sowohl  für  die  Ellipse  wie  für  die  Hyperbel  werden  zugleich 
Beweise  dafür  geführt,  dafs  man  alle  Lösimgen  erhält,  etwas, 
das  sich  aus  der  der  synthetischen  Darstellung  entsprechenden 
Analysis  unmittelbar  ergeben  haben  würde.  Da  nicht  gesagt 
wird,  wie  man  sich  den  gegebenen  Kegelschnitt  g^eben  zu 
denken  hat,  so  ist  es  allerdings  auch  möglich,  dafs  man  sich 
denselben  gezeichnet  gedacht  hat,  und  dafs  die  Axe  mit  zuge- 
hörigem Parameter,  die  —  ebenso  wie  im  ersten  Buch  —  bei 
der  Konstruktion  benutzt  wird,  erst  mit  Hülfe  des  zweiten 
Buches  hat  konstruiert  werden  müssen.  Der  Sache  nach  aber 
findet  gar  kein  Unterschied  von  dem  statt,  was  im  ersten 
Buche  steht. 

Auch  für  die  Parabel  wählte  Apoüonius  im  ersten  Buch 
indirekt  den  Winkel  an  der  Spitze  des  geraden  Kegels,  den  er 
durch  die  Kurve  legte.  Daher  hat  auch  die  im  sechsten  Buche 
[31]  gegebene  Lösung  der  Aufgabe,  einen  geraden  Kegel,  der 
einem  gegebenen  ähnlich  ist,  durch  eine  gegebene  Parabel  zu 
legen,  kein  weiteres  Interesse. 

Vor  den  genannten  Aufgaben  behandelt  Äpollonius  die 
folgende:  an  einem  gegebenen  geraden  Kegel  ebene  Schnitte 
herzustellen,  die  einer  gegebenen  Parabel  [28],  Hyperbel  [29] 
oder  Ellipse  [30]  kongruent  sind.  Die  Lösung  dieser  Aufgaben 
hätte  sich  leicht  aus  den  Lösungen  der  umgekehrten  Aufgaben 
ableiten  lassen,  auf  die  wir  nun  zwemial  gestofsen  sind;  aber 
Äpollonius  ieitet  neue  Lösungen  ab  aus  den  im  ersten  Buche 
gegebenen  Bestimmungen  eines  beliebigen,  durch  einen  beliebigen 
Kreiskegel  gelegten  Schnittes. 

Ist  —  indem  wir  von  dem  einfachen  Falle  absehen,  wo 
die  Kmrve  eine  Parabel  ist  —  A  {Fig.  13)  die  Spitze  des  Kegels 
und  ABC  das  durch  die  Axe  desselben  gelegte  Dreieck,  dessen 
Ebene  die  Grundfläche  des  Kegels  in  einem  Durchmesser  BC 
schneidet,  der  senkrecht  auf  der  Spur  des  vorgel^en  Schnittes 
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in   der   Grundfläche   steht;    ist  ferner   TZ   die  Schnitthnie   der 
Schnittebene    mit   der   Ebene    der  Figur,    und    AD  \  TZ,    so 


wurde  das  Verhältnis  zwisdien  dem  Durcimiesser  a  des  Schnittes 
und  dem  entsprechenden  Parameter  p  im  ersten  Buche  be- 
p_        VI) .  DB 


stimmt  durch  ^  = 


AD^ 


um   ABC,    und   schneidet  dieser  AD   in   E, 
hieraus,  dafs 

jj  AD.  DE  DE 


Beschreibt  man  einen  Kreis 
ergiebt    sieh 


ÄD'' 
P 


AD  ' 


dadurch  läfst  sich,  wenn  —  gegeben  ist,  die  Linie  AD  leicht 

konstruieren.  Ist  die  Kurve  wie  in  Fig.  13  eine  Hyperbel,  so 
erhält  man  eine  Bedingung  für  die  Lösbarkeit.  Innerhalb  der 
Möglichkeit^renze  erhält  die  Aufgabe  für  die  Hyperbel  zwei 
Lßsungen,  für  die  Ellipse  immer. 

Die  Richtung  des  Durchmessers  des  gesuchten  Schnittes 
ist  also  bestimmt.  Ist  die  Länge  a  desselben  zugleich  bekannt, 
so  hat  man  nur  zwischen  die  Linien  AB  und  AO  eine  Strecke 
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TZ  von  der  gegebenen  Länge  parallel  der  gefundenen  Linie 
40  einzuschieben 

\polloniu'5  mdessen  1  ehmdflt  niu  die  iuf^at  e  ein  i 
^t^ebenen  Kegelschnitt  auf  emem  gegebenen  geiaden  te^el 
inzubiir^en  Die  Ebene  dei  Figui  kann  dann  ein  beliebigti 
Axeiischnitt  diese'!  kegeis  sein   und  e    ibt    IS  =   iC 

Da  di^e  letzte  Specialisieiung  durchius  keine  Veieinfachung 
dei  K.onstruktion  heibeifuhrt  «o  kann  eb  von  Intetesse  sein  zu 
erfahren  weldie  allgemeineie  Aufgabe  denn  sich  eben  so  leithi 
losen  kf  t  wie  lie  von  Äpolloniub  behandelte  Da'-  ist  di 
tolgende  wenn  ein  schiefer  Ke^el  und  ein  beliebige!  Avenbchnitt 
de  selben  gegeben  sind  einen  Schnitt  so  'mzubimgeii  difs  dt 
^elbe  in  der  Ebene  des  'bLcnschnitles  einen  Durchmes  er  von 
gegebene!  L-uige  erhalt  dafs  der  zugebouge  Paiamete!  gleich 
talls  von  gegebenei  Lai^e  wird  und  dafs  endlich  die  Spuien 
lei  beiden  Schnitte  in  der  Ebene  dei  (riundflacbe  auf  einmlei 
enkiecht  stehen  Mag  nun  die  Lo&ung  auch  eben  bo  eirfitt 
ein  so  \^ird  die  Aufgibe  dennoch  k.unsihche!  da  dei  kegel 
chnitt  nicht  mehi  einem  gegebenen  Kegelbcbnitte  kongiuent 
vird  de-ihalb  i-it  es  ■veistindlith  difa  Apolloniu^  sich  im  di  st 
lUgememeie  Aifgahe  nicht  bekümmert  h  it 

Ander  stellt  sich  die  Sache  nenn  im  zwo.  den  Keg  1 
■jchiet  sein  lafst  aber  innunn  t  dals  die  Ebene  dei  Figui  die 
Symmetneebene  des  Kegels  ibt  Dann  wurde  die  geloste  Ä  if^-il  t 
dann  bestehen  einen  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einei  \  gegc 
benen  Kreiskegel  senkrecht  zu  dessen  Symmetrieebene  anzu- 
bringen. Es  leuchtet  ein,  dafs  Apollonius  ebenso  wobi  die 
Lösung  dieser  Aufgabe  hätte  finden  können  als  die  derjenigen, 
wo  der  Kegel  gerade  war,  wenn  ihm  daran  gelten  gewesen 
wäi-e. 

Dasselbe  gilt  für  die  oben  erwähnte,  sowohl  im  sechsten 
wie  im  ersten  Bache  dargestellte  Lösung  der  Umkehrung  der- 
selben Aufgabe  ~  die  im  Grunde  nur  eine  andere  Lösung  der 
Aufgabe  selbst  ist.  Deshalb  war  es  uns  am  bequemsten  i)  auch 
diese  an  dieselbe  Figur  anzuschliefsen,  da  weder  der  Umstand, 

')  Vergl.  S,  7i. 
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dafs  AB  =-  AC,  noch  der,  dai's  der  Kegel  gerade  wurde, 
ii^end welche  Erleichterung  herbeiführte.  Indes  hatte  es  im 
ersten  Buche,  wie  wir  gezeigt  haben,  seine  guten  Gründe,  wenn 
Apolionius  eben  einen  geraden  Kegel  wünschte.  Dagegen  ist 
es  auffallend,  dafs  er  seiner  in  zwei  Fomien  auftretenden  Auf- 
gabe im  sechsten  Buche  nicht  die  erweiterte  Form  giebt,  welche 
seine  beiden  Lösungen  unmitte!bar  erhalten  können,  wenn  man 
die  Voraussetzungen  nur  nicht  willkürlich  beschränkt. 


Achtzehnter  Ahschnitt. 

Apolionius'  siebentes  und  aclites  Buch;    die  Längen  konjugierter  Diirchmesser, 

Von  gröl'serem  Interesse  als  das  sechste  ist  Apolionios" 
siebentes  Buch,  in  welchem  er  weiter  gehende  Untersuchungen 
über  die  Längen  konjugierter  Durchmesser  und  der  zugehörigen 
Parameter  führt,  wozu  ihm  vermutlich  die  Beschäftigung  mit 
konjugierten  Durchmessern  im  ersten  und  zweiten  Buch  Ver- 
anlassung gegeben  hat.  Die  wichtigsten  Resultate,  zu  denen 
er  gelangt,  sind  die  Sätze,  dafs  für  die  Ellipse  die  Summe  und 
für  die  Hyperbel  die  Differenz  der  Quadrate  von  einem  Paare 
konjugierter  Durchmesser  konstant  ist,  und  dafs  fär  beide 
Kurven  das  aus  einem  Paare  konjugierter  Durchmesser  und 
dem  zwischenliegenden  Winkel  gebildete  Parallelogram  einen 
konstanten  Inhalt  hat. 

Der  letzte  Satz  lafst  sich  für  die  Ellipse  ieicht  durch  Pro- 
jektion ableiten  oder  dadurch,  dak  man  sie  als  Schnitt  an 
einem  Cylinder  betrachtet,  oder,  wenn  man  in  einer  Ebene 
bleiben  wül,  durch  Ver^leichung  mit  einem  Kreise,  der  über 
einer  der  Axen  als  Duichmes^er  beschrieben  ist  Da  Archi- 
medes  im  Buche  über  Konoide  und  Spharoide  [Satz  4]  dieses 
letztere  Verfsdiren  in  anderer  Weise  benutzt,  so  ist  es  nicht 
unmöglich,  dafs  ApoUonms  den  Satz  auf  diesem  Wege  gefunden 
hat;  dann  hat  er  aber  jedenfalls  in  seinem  Buche  den  Beweis 
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mit  einem  anderen  vertauscht,  dor  auch  auf  die  Hyperbel 
anwendbar  ist. 

Dafs  dies,  ebenso  wohl  wie  das  Finden  und  Beweisen  der 
Sätj;e  über  Summe  und  Differenz  der  Quadrate,  nicht  so  leicht 
gewesen  sein  kann,  wie  man  nach  der  Einfachheit  der  Resultate 
vermuten  möchte,  ist  bekannt  genug.  Daher  hat  die  Frage,  wie 
Apollonius  zu  diesen  Sätzen  gelangt  ist,  für  uns  so  viel  Interesse, 
dafs  wir  es  für  richtig  halten,  vorläufig  von  der  Einordnung 
derselben  in  den  ganzen  Zusammenhang,  in  dem  ihnen  keine 
Hauptrolle  zuerteilt  ist,  abzusehen  und  nur  dasjen^e  anzu- 
führen, was  mit  zu  ihrer  B^ründung  gehört.  Der  Einfachheit 
wegen  will  ich  mich  zunächst  an  die  Ellipse  halten,  indem  ich 
hinsichtlich  der  Hyperbel  bemerke,  dafs  Apollonius  die  Längen 
beider  konjugierten  Durchmesser  deutlich  durch  die  gleich- 
zeitige Behandlung  von  zwei  konjugierten  Hyperbeln  hervor- 
treten läfst,  wodurcii  die  für  die  Ellipse  geltenden  Beweise 
auch  auf  die  Hj-perbel  anwendbar  werden. 

Wir  wollen  mit  dem  Satze  über  die  aus  zwei  konjugierten 
Durchmessern  und  dem  zwischenliegenden  Winkel  gebildete 
Fläche  beginnen,  für  dessen  Beweis  nur  6in  Hulfssatz  gefordert 
und  von  Apollonius  angewandt  wird. 

Es  sei  ÄC  (Fig.  70)  die  Axe  der  Ellipse,  BK  und  ZU 
ein  Paar  konjugierter  Durchmesser.     Es  wurde  nun  im  ersten 


Buche  (vei^l.  S.  95)  bewiesen ,   dafs  der  zu  dem  letzgenanntei 
Durchmesser  gehörige  Parameter  p'  bestimmt  wird  durch 
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wenn  /  und  N  die  Punkte  sind,  in  denen  die  Tangente  in  A 
die  Tangente  BD  und  den  Durehmesser  BK  setmeidet,  und  D 
der  Schnittpunkt  der  Tangente  BD  mit  der  Axe.  Setzen  wir 
die  Lärmen  der  beiden  konji^erten  Durchmesser  BK  =^  a' 
und  ZR  =  h',  und  stehen  BE  und  DP  senkrecht  auf  der 
Axe,  so  erliäJt  man  hieraus  ferner: 

b-^  ,         3  BD-- 

OW  _  _   a^  _    0E_ 
^^^'^  BD'-         i'.BP   '     ED  ■ 

[4  bei  Apollonius]. 

Zieht  man  nun   auch  die  Tangente  QR  in  R,   so   zeigt 
dieser  Hülfssatz,  dafs 

A.9MP-  —  ^^'  —  PJL  —     Q-^''      _  9^ 
'KOBD  "  'BW  ~  ~ED  ~  OE.ED  ~  ES^ ' 

■\vo  ES  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OE  und  ED  be- 
deutet, die  nach  einem  oft  angewandten  Resultate  des  ersten 

.  EB    ist,    wenn    «    und    b    die    Längen    der 
Axen  sind. 

iVun  zeig!  die  Figur,  dafs  das  Parallelogramm  RBOH  dk 
mittlere  Proportionale  zwischen  den  doppelten  Werten  der 
Dreiecke  QHO  und  OBD  ist.  Man  findet  also,  da  A  OBD 
=  }jEB.  OD  ist,  dafs 
Ol 
ES''-""'^"'  -  -^.g. 


weil  OE.OD  =  1-^1  .  Das  aus  zwei  beliebigen  konjugierten 
Halbmessern  und  dem  zwischenliegenden  Winkel  gebildete 
Parallelogramm  ist  also  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Halb- 
axen.  Durch  Multiplikation  mit  4  erhält  man  dann  den  ver- 
langten Satz  [31]. 

Der   einzige    unter   Apollonius'    verschiedenen    Hülfssätzen 
oder  waiiger  wichtigen  Sätzen,    der  wirklich  für  den  Reweis 
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des  zweiten  von  den  Sätzen,  mit  denen  wir  uns  hier  beschät- 
ügen,  nötig  ist,  giebt  eine  Bestimmung  von  dem  Abstände  eines 
Knrvenpunktes  L  (Fig.  70)  von  einem  Scheitelpunkt  C,   welche 
ganz  mit  der  algebraischen  Umformung 
CL^  =  j.*  +  ^«  =p^  +  {«  +  l)^=  =  («+l)^(-^  +  xj 

KHsammenfällt,  wenn  CA  zur  Abscissenaxe  und  C  zum  Anfangs- 
punkt genommen  wird,    x  ist  also  das  Stück  CM\   x-\ ±— r 

ist,  da   tt  =  ^  —  (beziehungsweise  für  Ellipse  und  Hyperbel), 

der   Abstand   XM   des   Punktes  M    von    einem   Punkt  X   der 
Axe,  der  bestimmt  ist  durch 


durch 

Man  erhält  also 


ITf 

#^±« 

4^  =  4 

"'■  -^l+„ 


CM.X21 

worin  die  Punkte  C  und  X  fest  sind,   während  die  Konstante 
I  +  a   genauer  bestimmt  ist  durch  -^-^  ■ 

Wälirend  ivir  hier  zwischen  Ellipse  und  Hyperbel  durch 
Vorzeichen  unterschieden  haben,  und  eine  consequente  Benut- 
zung dieses  Vorzeichens  auch  gestattet  eine  Ellipse,  deren 
kleine  Axe  AC  ist,  in  die  gegebene  Darstellung  mit  einzube- 
gi'eifen,  stellt  Apolionius  diese  drei  Fälle  an  besonderen  Figuren 
dar  [Satz  2  für  die  Hyperbel,  3  für  die  Ellipse]. 

Trägt  man  AY  =  XC  ab,  so  wird  auf  dieselbe  Weise 

AL''  _    AC    _    CA 

AM.YM  "'■'■'         YC  ~  XA' 

Soll  nun  das  gefundene  Resultat  angewendet  werden,  um 
den  Satz  von  der  Summe  oder  Differenz  «'^±6'^   der  Qua- 
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di'ate  zweier  konjugierter  Durchmesser  abzuleiten,  so  ziehe  man 
CL  (Fig.  70)  parallel  dem  einen  Durchmesser  KB;  die  zugo- 
hörige  Supplementarsehiie  ÄL  wird  dann  parallel  dem  anderen 
Diu-ehmesser  ZH.  Hieraus  folgt,  dafs  A  ALC  r^  A  BBO 
und  dafs 

0B_^  _  OE.OD 

G'L^'  ~  CM.  CA' 

woiin   OB.  OD  =   f  ■^\  =  — ^ —  und,   wie  soeben  bewiesen. 
V2/  4 

CL^   =   {\  +  a)CM  .XM.      Hieraus    folgt    wiederum,     dafs 

OB^  =  ^-±-^XM.CA,  oder,  da  2  Oß  =  a'  und  1  +  «  = 
CA       .  ,.   ■ 

«'ä         Ti/         MX '  ^  ' 

wo  nur  der  Punkt  M  sich  bewegt,  wenn  a'  sich  ändert. 

Auf  dieselbe  Weise  liefse  sich  nicht  nur  für  die  Ellipse, 
bei  der  kein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  konjugierten 
Durchmessern  a'  und  b'  existiert,  sondern  auch  für  die  Hyperbel, 
bei  der  der  Durchmesser  b'  die  konjugierte  Hyperbel  schneidet, 
ableiten,  dafs 

b-^         TM  '  ' 

(wenn  wir  die  Strecken  nicht  mehr  mit  Vorzeichen  uclimen). 
Darauf  erhält  man,  dafs 

«^        _    YC_ 

a-'^^jy  ~  YX  ' 

also  konstant  ist.    Drückt  man  diese  Konstante  durch  a  und  h 

aus,    so    erhält    «'^-l-ö'^  =  ß'^ö^    [Satz  12  für   die  Ellipse. 

13  f.  d.  Hyperbel]. 

Apollonius  beweist  Geichung  {!)  im  Verlaufe  des  Beweises 
für  den  augenblicklich  gleichgültigen  Satz  8  auf  dieselbe  Weise, 
wie  hier  geschehen  ist,  und  weist  später  auf  diesen  Beweis 
zurück;  aber  Gleichung  (5)  —  die  wir  nur  aufgestellt  haben, 
nm  rascher  ans  Ziel  zu  gelangen  —  hat  er  iii<;ht  nötig,  da  er 
vorher  auf  anderem  Wege  bewiesen  hat,  dafs 
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«^  _   MX 
J^  ~  YM' 
[Satz  (i   f.  d.  Hyperbel,   7  f.  d.  Ellipse].      Sein    Beweis    ist    fol- 
gender.   Er  hatte,  wie  wir  gesehen  haben,  vorher  bewiesen  |4], 
dafs  (Fig.  70) 

OH^   _    OE 

BD''   ~~  WJ' 

Hieraus  folgt  durch  Benutzung  ähnlicher  Dreiecke,  dafs 

h^  __  Qg^  _   0E_    BD^   _  CM^    AL'^   _  YM 

~^  ~  "Ößä"  ~  'ED  '  ~ÖW  ""  ~MA  '  CL-"    ~  MX ' 

wo  die  letzte  Umformung  ausgeführt  ist  durch  Anwendung  der 

oben  benutzten  Bestimmung   der  Abstände  der  Kurvenpunkte 

von  den  Scheitelpunkten  [2  und  3]. 

Zwischen  diesen  Satz,  der  den  Wert  — -  ansiebt,  und  die 

Sätze  über  a'^^J'^  sind  folgende  Bestimmungen  von  a' -\-h', 
a'  —  b'  und  a'b'  eingeschoben,  die  aus  unserer  Gleichung  1  und 

dem  soeben  für  —  gefundenen   Ausdruck    abgeleitet    werden 
und  sowohl  für  die  Ellipse  wie  für  die  Hyperbel  gelten: 

«5 _  YC .  MX  , 

(a-  +  ö-y         (MX->tVTM.MXy'  ^'■' 

0= _  YC .  MX 

(a-  -  b'y      "  (MX-  VYM.MXy  ' 

_a^_  _  YC 

a'b'  VTMTMX' 

Diese  Gleichungen  sind  einfache  Umformungen   von  Apol- 

lonius'  eigener  Darstellung  der  Sätze,  in  denen  VYM.MX  als 

die  Linie   bezeichnet  wird,    welche   das   Rechteck    YM.MX 

,mifst''    [potest  bei  Halley,    welches  das  griechische    ,S6'jo.t'm" 

wiedergiebt)  d.  h.  Seite  eines  Quadrates  von  gleicher  Gröl'se  ist. 

Neben  »'^ -|- &'*  für  die  Ellipse  und  «'^  —  ft'*  für  die  Hyperbel 

bestimmt  er  auch  «'^  +  &'"  für  die  Hyperbel  [11]  und  n'^  —  h'^ 

für  die  Ellipse  [14]. 

Es  hat   also   den  Anschein,    als    ob    die   Ausdrücke  iVir 
"'^i^'^  beziehungsweise  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel  nur 
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bei  einer  zusammenfassenden  Aufstellung  einer  Reihe  einfacher 
Funktionen  von  «'  und  6'  gefunden  seien,  deren  Zweck  wir 
bald  kennen  lernen  werden.  Indessen  ist  es  ebenso  waJir- 
scheinlich,  dafs  die  einfachen  Ausdrücke  für  a'^^b'''  die  Frage 
hervorgerufen  haben,  ob  nicht  auch  einige  von  den  Werten 
anderer  Funktionen  von  a'  und  b'  ebenso  einfach  werden.  Die 
gefundenen  Werte  sind  dann  nach  der  Beschaffenheit  der  Funk- 
tionen geordnet  worden.  Dagegen  ist,  wie  schon  erwähnt,  die 
7.U  Grunde  liegende  einfache  Bestimmung  von  «',  welche  in 
unserer  Gleichung  (1)  enthalten  ist,  in  keinem  Satze  aufgestellt, 
sondern  kommt  nur  im  Beweise  für  Satz  8  vor  und  wird 
darauf  in  den  folgenden  Beweisen  benutzt. 

In  den  folgenden  Sätzen  werden  Bestimmur^en  derselben 
einfachen  Funktionen  eines  Durchmessers  «■  und  des  gehörigen 

Parameter  p'  gesucht.  Bereits  in  6  und  7 ,  in  denen  —^^ 
gefunden  wurde,  wird  bemerkt,  dafs  derselbe  Ausdruck  für 
^  gilt.  Dieser  Umstand  ermöglicht  es,  mit  Leichtigkeit  Aus- 
drücke zu  finden  für  ^)'  selbst  [15],  für  a'  —  ?)'  [16],  fm- 
a'-\-p'  [17],  für  a'p'  [18]  —  ein  Resultat,  das,  da  &'*  =  a'p' 
ist,  mit  der  von  uns  aufgestellten  Formel  (2)  zusammeniallt  — 
für  ß'^  +  ^'^  [19]  und  für  «'^ — p'^  [20].  Alle  diese  Gröfsen 
werden  wie  die  vorhergebenden  bestimmt  durch  die  Lage  der 
Projektion  M  des  Punktes  L,  in  dem  die  Kurve  zum  zweiten 
Male  eine  durch  einen  der  Endpunkte  der  Axe  gezogene  Linie 
OL  schneidet. 

Darauf  geht  Apollonius  dazu  über.  Maximal-  und  Minimal- 
werte  der  verschiedenen  Gröfsen,  für  die  er  nunmehr  Aus- 
drücke gefunden  hat,  zu  bestimmen,  oder  richtiger,  da  die 
Darstellung  synthetisch  ist,  zu  beweisen,  dafs  Maxima  und 
Minima  m  den  Fällen  eintreten,  welche  in  den  Sätzen  angegeben 
werden.  Hieran  wird  beständig  der  Nachweis  angeschlossen, 
dafs  ^  innerhalb  der  für  die  verschiedenen  Maxima  und  Minima 
gegebenen  Grenzen  —  gröfsere  Abweichungen  in  der  Lage  von 
einem  Maximum  oder  Minimum  auch  mit  stärkeren  Abwei- 
chungen in  der  Gröfse  verbunden  sind. 
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Doch  kommen  auch  Sätze  von  anderer  Katur  vor,  z.  B. 
dafs  a'^-\-p'a'  für  die  Ellipse  [30]  und  a'^—p'a'  für  die 
Hyperbel  [29]  konstant  sind;  dajj'a'  ^=  &'*,  so  sind  dies  nur 
Umformui^en  der  früher  angeführten  Hauptsätze.  Indessen 
erwähnen  v/ir  dieselben,  um  anführen  zu  können,  dafs  biei' 
ausdrücklich  gesagt  wird,  die  Gröfsen  seien  konstant,  und 
dafs  kein  besonderer  Ausdruck  für  sie  aufgestellt  wird.  Dev 
Satz  über  das  aus  zwei  konjugierten  Durchme^ern  und  dem 
zwischenh^enden  Winkel  gebildete  Parallelogramm,  dessen 
Beweis  [31]  wir  früher  mitgeteilt  haben,  wird  auch  hier  ange- 
führt, zunächst  wohl  als  Illustration  des  unabhängig  hiervon 
bewiesenen  Satzes  [28],  dafs  a'b'  ein  Minimum  wird,  wenn  a' 
und  b'  die  Äxen  sind. 

Von  den  gefundenen  MasJmis  und  Mininiis  würde  nur  das 
folgende  Resultat  bervoi-zuheben  sein,  dafs  wenn  für  die  Hyperbel 
h  und  b'  die  Axe  und  den  Durchmesser  bedeuten,  welche  die 
Kurve  nicht  schneiden,  die  Bedingung  «  =  J  die  andere  mit 
sich  bringt,  dafs  «'  =  b'  [21—23].  Hierin  ist  der  Satz  über 
die  gleichseitige  Hyperbel  mit  einb^riffen ,  dafs  je  zwei  kon- 
jugierte Durchmesser  einer  solchen  gleich  grofs  sind  [23]. 

Was  die  Art  und  Weise,  wie  die  Resultate  gefunden  sein 
können,  betrifft,  so  hat  deren  Auffindur^,  wenn  das  Maximum 
oder  Minimum  denAxen  selbst  angehört,  ebenso  wenig  Schwie- 
rigkeiten bereifen  können  wie  die  Aufstellung  der  zugehörigen 
Beweise.  Ich  will  deshalb  nur  einige  Fälle  anführen,  deren 
sjTithetischer  Behandlung  die  Operation,  das  betreffende  Md\i- 
nium  oder  Minimum  zu  bestimmen,  vorang^angen  sem  muk 
Diese  Operation  konnte  überall  in  einer  einfachen  Annenduiüi 
der  Bedit^r^  für  die  Anwendbai'keit  von  Flächenanl^ungen 
bestehen,  welche  sich  bereits  in  Euklids  6tem  Buche  findet. 

Die  Gleichung,  durch  welche  Apollonius  [in  15]  den  Para- 
meter jj'  bestimmt,  der  zu  einem  beliebigen  Durchmesser  BK 
(Fig.  70)  gehört,  ist 

«^      rc.MX 
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WO  die  Punklc:  Y,  C  und  X  fest  liegen.     Setzen  \\\v   YM  =  a 


x^~!:i.Cy.x-\-it.CY.YX  =  0, 
die  allerdings  allgemeingültig  ist,  wenn  wir  die  Strecken  mit 
Vorzeichen  nehmen,  der  wir  aber  eine  solche  Form  gegeben 
haben,  dafs  die  Strecken  positiv  werden  in  den  Fällen,  in  denen 
wirklich  von  Grenzbedingungen  die  Rede  ist,  nämlich  bei  einer 
Hyperbel  (Fig.  71),  von  der  wir  vorläufig  nur  bemerken,  dafs 
CY       ,  XÄ 

'~"  WeilMIH 

p 

darstellen,  <  1. 


der  Hauptparameter  pXi,  mithin  -^j  ^^^  -^y'  '    "'^'"^^i®  ' 


/ 
/ 


\ 


Fig.  71. 
Die  Bedingung  für  die  Lösbariieil  der  Gloiclumg  ist 

/,.cr(/,.CY-s,rx)><i, 

oder,  da  in  der  Figur  (7F  >  0 , 


odei- 

Der  unteren  Grenze  entspricht 
ß.CY 


iYX 

■  er" 


y  Google 


40ä  Acht7.ebnter  Abschnitt. 

mithin,  da  x  =  YM,  XM  =^  YX.     Die  Bedingung  dafür,  dafs 

dies  Minimum  für  ^  überhaupt  soll  einü-eten  können,   ist  die, 

dafs  das  gefundene  x  >  YA,  oder  dafs  p  >  la.  Der  Minimal- 
wert für  fi  ei^ebt  nach  Gleichung  (1),  dafs  das  Minimum  von 
p'  bestimmt  viivi  durch 

((■'  CY  CY  a^ 

Der  gefundene  Wert  von  p'  ist  also  doppelt  so  grofs  wie  der 
entsprechende  von  a'. 

hl  Übereinstimmung  hiermit  zeigt  Apolionius  in  seiner 
synthetischen  Dai-stellui^  zuerst,   dafs,  wenn  für  eine  Hyperbel 

«  i".  4" '  -^  ^^^  kleinste  Parameter  ist,  welcher  zu  verschiedenen 
Durchmessern  gehört  [33  für  a  >p,  34  für  p  >  a  und  «  ^  4-  ■ 
Demnächst  spricht  er  aus  [35] ,   dafs  sich ,   wenn  a  <  4- .    auf 

jeder  Seite  der  Äxe  ein  Durchmesser  bestimmen  läfst,  der  halb 
so  grofs  ist  wie  der  zugehörige  Parameter  j.»',  und  dafs  dieser 
Parameter  kleiner  ist  als  diejenigen,  welche  zu  anderen  Durch- 
messern gehören,  sowie  dafs  diese  Durchmesser  um  so  gröfser 
werden,  je  mehr  sie  sich  nach  der  einen  oder  anderen  Seite 
von  den  erwähnten  beiden  Durchmessern  entfernen.  In  dem 
syntlietischen  Beweise  trägt  er  zunächst  XM  =  YX  ab  (Fig.  7 1) 
und  zieht  Durchmesser  parallel  den  Sehnen ,  welche  von  C  an 
die  Punkte  gezogen  sind,  deren  Projektion  auf  die  Axe  M  ist. 
Dafs  diese  Durchmessr  die  angeführten  Eigenschaften  haben, 
beweist  er  durch  die  Operationen,  welche  Euklid  auf  die  Be- 
handlung von  Gleichungen  zweiten  Grades  anwendet. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  Apolionius  [40]  für  eine 
Hyijerbel,  bei  der  a<i^p,  das  Minimmii  von  a'+p',  indem 
er(F^.71)  XM-=^^YX  macht,  wodurch  sich  zugleich  a'^-^^p)' 
ergiebt;  femer  [48]  für  eine  Ellipse,  bei  der  (n*  >  i(^ -f- a)  = 
(Fig.  70)  und  [46]  für  eine  Hyperbel,  bei  der  a^  <  J  {p>  —  a)^ 
(Fig.  71),  das  Minimum  von  a'^-{-p'^,  indem  er  ^XM^-=YX^ 
macht,  wodurch  sich  zugleich   «'*  =^(^'i«')^  ergiebt. 
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Die  Reihe  von  Grenzbestimmungen  schliefet  sich  an  die 
einzelnen  Äusdrüct;e  fijr  die  Gröfsen  -^7,  «'4-^')  ■  ■  -J^'i  P'^  "' 
u.  s.  w.  im  ersten  Teil  des  Buches  an.  Dadurch  erfahren  wir, 
welche  Absicht  ApoUonius  eigentlich  mit  diesen  Ausdrücken 
verfolgt;    denn   diese  kann  nicht   dailn  bestanden  haben,    die 

genannten  Gröfsen  -j~  u.  s.  w.  selbst  zu  berechnen.    Teils  würde 

dies  nämlich  leicht  ohne  diese  Ausdrücke  geschehen  können, 
wenn  man  nur  erst  a',  6',  j)'  einzeln  berechnet  hat,  und  dann 
würde  keine  Veranlassung  mehr  sein,  besondere  Ausdrücke 
für  ihre  Kombinationen  zu  suchen;  teils  würde  es  unnatürlich 
sein,  sich  die  konjugierten  Durchmesser,  für  die  man  die 
erwähnten  Werte  berechnen  will,  durch  den  Schnittpunkt  zwi- 
schen den  ihnen  parallelen  Supplementarsehnen  gegeben  zu 
denken.  Die  Bildung  aller  dieser  Gleichungen  wu'd  dagegen 
vollkommen  verständlich,  wenn  man  die  Gleichungen  als  Mittel 
aitffafst,  um  in  einem  gegebenen  Kegelschnitt  solche 
konjugierte  Durchmesser  zu  finden,  für  welche  die 
erwähnten  Gröfsen  gegebene  Werte  erhalten.  Ge- 
rade diese  Aufgabe  wird  auf  eine  Gleichmig  gebracht,  indem 
die  Äbscisse  des  erwähnten  Schnittpunktes  als  die  unbekannte 
Gröfse  betrachtet  wird,  oder  richtiger,  indem  die  Projektion  M 
dieses  Punktes  auf  die  Äxe  der  unbekannte  Punkt  ist,  durch 
dessen  Bestimmung  die  Angaben  gelöst  werden. 

Eine  solche  Gleichung  verlangt  aber  nicht  blofs  eme  Lösung, 
sondern  zu  ihrer  vollständigen  Behandlung  gehört  auch  noch 
eine  Diskussion,  welche  Bedingungen  für  die  Auflösbarkeit  an- 
giebt.  So  war  es  auch  im  AUeitura,  nur  pflegte  man  das  Re- 
sultat der  Diskussion  oder  den  Diorismus  vor  die  Lösung  zu 
stellen.  Die  in  dem  letzten  Teile  des  7ten  Buches  enthaltenen 
Bestimmungen  von  Maximis  und  Minimis  geben  den  Diorismus 
zu  eben  den  Aufgaben,  welche  im  ersten  Teile  auf  eine  Glei- 
chung gebracht  worden  sind. 

An  der  vollständigen  Behandlung  fehlt  also  nur  noch  die 
Lösung  der  Gleichungen,  Die  von  Halley  aufgestellte  An- 
nahme,   dafs    das    verlorene    Ste   Buch    die   Lösungen 
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einer  Reihe  von  Aufgaben  enthalten  habe,  die  im 
7ten  Bache  erst  auf  eine  Gleichung  gebracht  unA 
dann  einzeln  zum  Gegenstand  eines  Diorismus 
gemacht  waren,  stimmt  deshalb  im  vollsten  Mafse  zu  dem 
Inhalt  des  siebenten  Buches. 

Im  übrigen  stützt  Halley  seine  Annahme  auf  die  VoiTede 
zum  siebenten  Buche,  in  der  Apollonius  s^,  dafs  „dessen 
Sätze  alle  ihren  Nutzen  gewähren  bei  vielen  Arten  von  Auf- 
gaben und  namentlich  bei  deren  Diorismen' ,  und  dafs  ,meh- 
rere')  Beispiele  hierfür  in  den  {durch  Diorismen)  abgegrenzten 
Aufgaben  über  Kegelschnitte  sich  finden,  die  im  achten  Buche 
gelöst  «nd  bewiesen  sind".  Vielleicht  könnte  man  einwenden, 
dafs  das  siebente  Buch  nach  der  aufgestellten  Annahme  nicht 
nur  Sätze  enthalten  müsse,  die  nützlich  wären  für  die  Dioris- 
men der  im  achten  Buche  behandelten  Aufgaben,  sondern  eben 
diese  Diorismen  selber.  Indessen  versteht  man  unter  dem  Dio- 
rismus einer  synthetisch  behandelten  Aufgabe  diejenige  Angabe 
ihi'er  Grenzen,  welche  gleichzeitig  mit  der  Stellung  der  Aufgabe 
ausgesprochen  wü'd.  Diese  Angabe  der  Grenzen  kann  recht 
wohl  in  einem  vorbeigehenden  Satz  bewiesen  worden  sein  und 
ist  wohl  in  der  R^el  so  bewiesen  worden  —  z.  B.  in  Euklids 
sechstem  Buche,  wo  in  Satz  27  die  Grenzbestimnnmg  bewiesen 
wird,  die  in  den  Wortlaut  der  Aufgabe  über  die  elliptische 
Fläehenanl^ung  in  28  mit  aufgenommen  ist.  Der  Dioris- 
mus, der  nicht  nur  die  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  der 
Aufgabe  ausdrücken,  sondern  auch  angeben  soll,  wie  viele 
Auflösungen  (vergl.  S.  21)  dieselbe  in  verschiedenen  Fällen 
erhalten  könne,  hat  auch  Dinge  enthalten  müssen,  die  über  das 
im  7ten  Buch  ausgesprochene  hinausgehen,  zu  deren  Auffindung 
aber  das  7te  Buch  eben  die  Mittel  dai'bietet.  Aus  der  Bestim- 
mung des  Minimalwertes  für  den  Pai-ameter  p'  einer  gegebenen 
Hyperbel,  bei  der  p>^a,  ersieht  man  beispielsweise,  dafs  ein 
gegebener  Wert  von  p',  der  zwischen  dem  Minimalwerte  und  p 


')  Wii'  übersetzen  liier  plma  dureh  „mehrere",  nicht  durch  „mehr",  was 
dunkel  sein  würde.  Denn  im  7«"  Buche  finden  sich  keine  Aufgaben 
sondern  nur  Sätze. 
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liegt ,  zu  zwei  verschiedenen  Durchmessern  auf  jeder  Seite  der 
Axe  getiört,  ein  gröfserer  Wert  von  p'  aber  nur  zu  einem 
Durehmesser  auf  jeder  Seite.  Auf  ähnhche  Weise  können  auch 
die  übrigen  Aufgaben  des  achten  Buches  durch  Benutzung  der 
im  siebenten  gefundenen  Bestimmungen  in  so  bestimmt  abge- 
grenzten Formen  gestellt  worden  sein,  dafs  nicht  nur  die  Auf- 
"lösbarkeit  überall  gesichert,  sondern  auch  die  Anzahl  der  Auf- 
lösungen für  jeden  Fall  Tollkommeii  bestimmt  war. 

Als  einen  weiteren  Grund  für  die  Richtigkeit  seiner  An- 
schauung bezeichnet  Halley  noch  den  Unistand,  dafsPappus 
seine  Hülfssätze  zum  siebenten  und  achten  Buche  zusarninen 
anführt.  Diese  Hülfssätze  sind  allerdings,  me  Pappus'  HOlfe- 
sätze  zu  allen  Büchern  von  ApoUonius'  Kegelschnitten,  zu  un- 
bedeutend, als  dafs  man  aus  ihnen  selbst  etwas  über  den 
Inhalt  dieser  Bücher  schhefsen  könnte;  aber  aus  der  ange- 
führten Gemeinschaft  der  Hülfssätze  kann  man  ähnliche 
Schlüsse  ziehen,  wie  von  Ha  Hey  aus  der  Gemeinschaft  der 
Hülfssätze  zu  den  Schriften  über  den  Verhältnisschnitt  und  den 
Flächenschnitt  gezogen  worden  sind.  Die  Gleichungen,  durch 
welche  die  Aufgaben,  deren  Diorismen  im  siebenten  Buche 
bewiesen  sind,  die  selbst  aber  im  achten  gelöst  werden  sollen, 
-  ausgedrückt  werden,  sind  quadratisch,  wenn  auch  ihre  Form 
nicht  unmittelbar  die  Forderung  einer  Flächenanlegung  aus- 
drückt. Die  Lösung  hat  in  einer  Reduktion  auf  Flächenanlegung 
bestanden;  aber  dm-ch  dieselbe  Reduktion  hat  man  die  im 
siebenten  Buch  gegebenen  Grenzbedingungen  gefunden.  Hierin 
liegt  also  eine  gute  Erklärung  des  ümstandes,  dafs  dieselben 
Hülfssätze  an  beiden  Stellen  haben  benutzt  werden  können.  . 

Ich  glaube,  dafs  es  anderen  gehen  wird  wie  mir,  und  dafs 
das  Studium  des  siebenten  Buches  sie  mehr  und  mehr  von  der 
Richt%keit  von  Halleys  Annahme  über  den  Inhalt  des  achten 
Buches  überzeugen  wird.  Nach  dieser  Annahme  kann  man 
wenigstens  einen  Teil  von  den  Aufgaben,  die  in  diesem  Buche 
gelöst  sind,  einzeln  angeben. 

Was  die  Lösui^en  betrifft,  so  haben  dieselben  nirgendwo 
andere  Schwierigkeiten  darbieten  können,  als  solche,  zu  deren 
Überwindung  die  Alten  wohl  bekaimte  Mittel  besafsen.    Man 
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kana  sogar  auf  Einzelheiten  in  der  ßehandkmgsweise  schliefsen 
aus  der  eben  berührten  Übereinstimmung,  die  zwischen  den 
Beweisen  der  Diorismen  im  siebenten  und  den  Lösungen  tni 
achten  bestanden  haben  raufs.  Auf  der  einen  Seite  ist  des- 
halb das  Fehlen  dieses  Buches  weniger  hoch  anzuschlagen, 
als  das  anderer  verlorenen  Schi-iften;  auf  der  anderen  Seite 
mufsten  sich  die  Aussichten  aufserordenüich  günstig  für  eine 
Wiederherstellung  gestalten.  Da  eine  solche  überdies  von 
einem  Manne  wie  Edmund  Halley  versucht  ist,  der  gewifs 
mit  dem  Gedankengange  der  alten  Mathematiker,  namentlich 
mit  dem  des  Apollonius  vertrauter  war,  als  irgend  jemand  in 
der  neueren  Zeit,  so  darf  man  annehmen,  dafs  dieselbe  in 
allem  wesentlichen  dem  Original  nahe  genug  gekommen  ist, 
um  den  Platz  zu  verdienen,  den  ihr  Verfasser  ihr  durch  un- 
mittelbares Anschhefsen  an  seine  Ausgabe  der  7  überlieferten 
Bücher  gegeben  hat^). 

Die  Bedeutung,  welche  hier  den  Sätzen  des  siebenten 
Buches  zugeschrieben  wird,  gestallet  eine  Erklärung  eines  schon 
berührten  auffallenden  ümstandes:  dafs  nämlich  die  in  un- 
serer Gleichung  (1)  gegebene  Bestimmung  der  Länge  «'  eines 
Durchmessers,  welche  dieselbe  Form  hat  wie  die  folgenden 
Bestimmungen  von  a'  -]-  b',  a'  —  b',  .... p'  u.  s.  w.  und  in 
den  Beweisen  für  diese  Sätze  benutzt  wird,  nicht  selbst  als 
besonderer  Satz  aufgestellt  ist.  Der  Grund  mufs  der  sein, 
dafs  Apollonius  für  diesen  nicht  dieselbe  Verwendung  hatte 
wie  für  die  übrigen;  er  mufs  also  den  Diorismus  und  die 
Lösui'^  der  Aufgabe,  einen  Durchmesser  von  gegebener  Länge 
zu  konstruieren,  als  im  voraus  bekannt  betrachtet  haben.    Das 


I)  Wen     Hallej  Übe  e  n  t    1      \      e  le   z  }  e  I 

Bu  he  uch  e  nzeine  an  lere  Aufgaben  a  1  er  d  nen  1  e  na  ebeate 
Buche  ausdru  khch  auf  eme  die  chuUg  „A  acht  und  1  skut  ei  ni. 
mit  uu^enommen  1  at  so  1  at  e  ah  dadurch  elb  tve  "standl  ch  de 
Cetah  usoeaetzt  AI  ve  lu  ^en  on  AioUouub  e  oenem  Werke  im 
1  egel  en  Daf  er  es  n  ht  la  auf  abge  el  en  1  at  au  h  d  e  Form 
d  e  e  W  e  ke  na  hzual  n  en  a  eht  nan  be  sp  els^  e  se  da  aus  dafs  e 
de  D  isn  u  n  ht  gle  h  e  g  n  der  Aufgabe  elbat  a  ssp  1 1 
i  I  1  "\\  M        e     I      A        1         in  t  I  a 
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konnte  er  offenbar  auch  mit  Bezug  auf  den  Diorismus  Uiun; 
denn  dieser  würde  nwr  auszusagen  haben,  dafs  die  Durch- 
messer einer  Ellipse  um  so  grölser  werden,  Je  mehr  sie  sich 
der  grofsen  Axe  nähern,  was  bereits  in  Satz  11  des  5ten  Buches 
bewiesen  wurde,  und  die  einer  Hyperbel  um  so  gröfser,  je 
mehr  sie  sich  von  der  Hauptaxe  entfprnen,  was  ohne  weiteres 
einleuchtet.  Um  die  Konstruktion  eines  Durchmessers  von  der 
Länge  a'  zu  finden,  hatte  er  auch  nicht  nötig  diese  Aufgabe 
auf  eine  Gleichung  zu  bringen,  wenn  er  bereits  dieselbe  Auf- 
fassung von  einem  gegebenen  Kegelschnitt  besafs,  die  «ns 
zur  Erklärung  von  Pappus'  Kritik  der  Konstruktion  von  Nor- 
malen, die  von  einem  Punkt  an  eine  Parabel  gezogen  werden, 
gedient  hat.  L^  der  gegebene  Kegelschnitt  nämlich  vollstän- 
dig gezeichnet  vor,  so  konnte  man  den  gesuchten  Durch- 
messer unmittelbar  durch  einen  Kreis  uni  den  Mittelpunkt  des 

K^lschnittes  mit  dem  Radius  -=-   bestimmen.     Der  Umstand 

also,  dafs  unsere  Gleichung  (1)  sich  nicht  in  einem  besonderen 
Satze  aufgestellt  fmdet,  deutet  darauf  hin,  dafs  auch  Apollonius 
einen  gegebenen  K^elschnitt  als  vollständ^  gezeichnet  betrachtet 
hat,  so  dafs  derselbe  bei  den  Konstruktionen  benutzt  werden 
konnte  ^). 

Doch  würde  man  auf  diese  Weise  nicht  erklären  können, 
weshalb  sich  gleichfalls  kein  Ausdruck  für  den  konjugierten 
Durchmesser  h'  findet;  denn  wenn  die  Kurve  eine  Hyperbel 
war,  so  mufste,  damit  dieselbe  Konstruktion  benutzt  werden 
konnte,  die  konjugierte  Hyperbel  unmittelbai'  vorgelegt  sein, 
was  selbstverständlich  nicht  der  Fall  war.  Indessen  findet  sich 
indirekt  em  Ausdruck  für  h\  da  b'^==a'p',  und  diese  letzte 
Gröise  vrarde  in  Satz  18  bestimmt. 

')  Wenn  ich  hierinRecht  habe,  so  müfsten  Halleys  Au  Eaiigsworte  in.  den 
Aufgaben  des  S«"  Buches  ,Datis  Hj^perbolae  (Ellipseoa)  axe  majore 
et  latere  reeto"  überall  verändert  werden  in  „Data Hyperbola  (Ellipsi)'. 
Die  Aufgaben  am  ScWiis.se   des  zweiten   Buches   beginiiea  nül   kiüvou 
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Kegelflächen    und    Umdrehungsflächen   zweiter  Ordnung ;   Archimedes'   Buch    uber 
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Die  [.ehre  von  den  Flächen  zweiter  Ordnung  siehl,  in  so 
nalier  Verbindung  mit  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  dafs 
in  g^enwärtiger  Schrift  auch  über  das  berichtet  werden  mufs, 
was  die  Griechen  über  die  erwähnten  Flächen  wnfsten.  Wir 
wolien  mit  den  unter  diese  gehörenden  Kegel  flächen  be- 
ginnen, über  die  wir  allerdings  im  Vorhergehenden  niclit  ganz 
wenig  erwähnt  haben;  aber  dies  soll  hier  in  seinem  Zusammen- 
hang mit  anderen  Untersuchungen  über  diese  und  andere  Flä- 
chen zweiter  Ordnung  betrachtet  werden. 

Euklid  erwähnt  in  semen  Elementen  nur  Umdrehungs- 
kegel  Wenn  es  sich  dann  wie  im  zweiten  Abschnitt  bemerkt 
in  seinen  „Phänomenen  zeigt  daf  ei  wenigstens  lile  elhp 
tischen  bchnitte  an  gewis  en  Kegeln  kennt  so  ist  es  möglich 
d  ifs  ei  auch  hiei  nui  an  Umdi  ehungskegei  denkt  Indessen 
ist  es  auch  möglich  dafs  ei  sich  m  den  Elementen  absichtlich 
imt  der  Behandlung  dei  mehi  elementaren  Foimen  begnügt 
dals  ei  abei  andeiswo  sich  auch  mit  schiefen  Kegeln  beschxf 
tigt  hat  so  moglicherwei  e  «le  wir  bald  sehen  weiden  in  dei 
Schrift  uber  Obeiflachenortei  Indiiekt  enthalt  Eukhds  Optik 
einzelne  '-n.tze  uber  gewis&e  schiefe  Kegel  z  B  iii  Sitz  3t)  den 
dafs  alle  Axenschnitte  eines  Kreiskegels  hei  dem  dei  Abstand 
dei  Spitze  ^om  Mittelpunkte  dci  Gittndflache  gleich  dem  Radius 
dieser  ist  rechtwinklige  Dreiei:ke  sind') 

Wenn  Archimedes  von  Kt^eln  spiicht  sO  meint  ei 
damit  irgendwelche  kreisk^e!  und  difs  er  selber  daduich 
nichts  neues  bnngt  eigiebt  sich  daraus  daf  er  keine  besondere 
Definition  solchei  Kegel  autstelU  Einen  Umdi  ehungskegei  cha 
laitensieit  er  dmch   das  Bemort   gieichsrhenkl  „       \\ii  hibt 

>)  Dieser  Siit^  ist  ivieaevlioll  bei  Pappus,  Ausg.  v.  Hultsch,  S.  &8t. 
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iiii  zweiten  Abschnitt  erwähnt,  dafs  Archimedes  die  Beschaffen- 
heit von  Schnitten,  die  senkrecht  zur  Symmetrieebene  schiefer 
Kegel  geführt  waren,  kannte,  und  haben  gesehen,  wie  er  die 
Grundeigenschaften  derselben  bestimmte.  Hierzu  wollen  wir 
nun  die  Mitteilung  seiner  ebenen  Untersuchungen  fügen,  die 
er  in  der  Schrift  iTiber  Konoide  und  Sphäroide  an  solche 
Kegel  anschliefst,  und  die  den  Zweclf  haben  Kreisschnitte  an 
einer  Kegelfläche  zu  bestimmen,  deren  LeitkuiTe  eine  beliebige 
Ellipse  ist  und  deren  Spitze  in  einer  Ebene  hegt,  die  senkrecht 
auf  der  Ebene  der  Kurve  in  einer  der  Axen  eriichtet  ist.  Da- 
durch erlangte  er  das  Recht  diese  Fläche,  welche  an  mehreren 
Stellen  der  erwähnten  Schrift  benutzt  wird,  als  eine  Kegel- 
fläche, unter  der  er  nur  die  Oberfläche  eines  Kreiskegels  ver- 
steht, zu  betrachten  und  den  von  der  Kegelfläche  und  der 
Ellipse  begrenzten  Körper  ein  Kegelsegment  zu  nennen. 

Wir  kehren  zu  der  im  zweiten  Abschnitt  benutzten  {und 
auf  der  folgenden  Seite  abgedruckten)  Fig.  10  zurück,  welche 
die  Symmetrieebene  eines  Kreiskegels  darstellt,  NN^  ist  die 
Spur  eines  auf  dieser  Ebene  senkrechten  Schnittes,  MMi  die- 
jenige eines  beliebten  Kreisschnittes.  Die  in  P  errichtete  Or- 
dinate t/  des  Schnittes  NN^  wird  dann  bestimmt  durch 

yä  =  MP.PM,  =  x.NP.PN,, 
wo   X   eine  Konstante  bedeutet,   die  nur  von  den  Richtungen 
von  MMi  und  NNf ,  nicht  aber  von  der  Lage  des  Punktes  P 
abhängig  ist. 

Ist  nun  umgekehrt  die  Kegelfläche  durch  die  Ellipse  (NN-,) 
bestimmt,  so  läfst  sich  die  Richtung  der  Kreisschnitte,  welche 
senkrecht  auf  der  Ebene  der  Figur  stehen,  falls  es  solche 
giebt,  dadurch  bestimmen,  dafs  man  durch  einen  Punkt  P  von 
XN^  eine  gerade  Linie  MM^  so  zieht,  dafs  MP.PM-^  =  t/^, 
wo  y  nunmehr  bekannt  ist. 

Diese  Aufgabe  läfst  sich  leicht  dadurch  lösen,  dafs,  wenn 
man  P  fest  sein  und  M  die  Linie  TN  durchlaufen  läfst,  der 
durch  diese  Relation  bestimmte  Punkt  M,  einen  Kreis  durch- 
läuft, dessen  Schnittpunkt  mit  TN^  dann  den  Punkt  Jf,  liefert. 
Doch  läfst  sich  diese  Konstruktion  nur  dann  ausführen,  wenn 
der  Kreis  mrklich  die  gerade  Linie  schneidet. 
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Archimedes  hat  deshalb  pii  Satz  8  der  erwähnten  Schi-ift] 
die.  Aufgabe  auf  eine  andere  zurückgeführt,  die  sich  immer 
lösen  läfst.  Ein  Schnitt  {LL^)  senkrecht  auf  der  Halbierungs- 
linie TH  des  Winkels  NTN,  ist  eine  Ellipse;  denn  die  Rela- 
tion 

i/*  =  x.NP.PN,, 

welche  der  Angabe  nach  für  jeden  Punkt  des  Schnittes  (NN,^) 
stattfindet,  niufs  auch  für  jeden  Schnitt  RE^  gelten,  der  diesem 


parallel  ist.     Wählt  man  nun  von  diesen  solche,   welche  LL, 
in  dem  beweglichen  Punkte  Q  schneiden,  so  wird 

y^  =--  x.RQ.QB,  --=  x.X.LQ.QL,, 

wo  /  nach  dem  auch  im  vorigen  Beiveise  benutzten  lliilfsaatze 
eine  neue  Konstante  bedeutet. 

Die  Spitze  T  der  Kegelfläche  liegt  nun  senkrecht  über  dem 
Mittelpunkt  H  der  Ellipse  {LL,),  also  in  den  beiden  Ebenen, 
welche  in  den  Axen  senkrecht  errichtet  sind.  Man  kann 
also  daran  denken,  auf  die  oben  erwähnte  Weise  nicht  nm' 
solche  Kreisschnitte  zu  suchen,  die  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  Figur  stehen,  sondern  auch  solche,  die  auf  der  senkrecht 
zu  dieser  durch  TH  gelegten  Ebene  senkrecht  stehen.  Ist 
(LL,)  nicht  selbst   ein  Kreis,    so   sieht  man   leicht,    dafs  die 
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Kreisschnitte  senkrecht  auf  derjenigen  von  den  beiden  Ebenen 
stehen,  welche  die  kleine  Axe  von  (LL^)  enthält.  Das  hatte 
Archimedes  vorher  gezeigt  [m  7]. 

Es  ist  deuthch,  dafs  Archimedes,  wenn  er  aufser  für  (ü,) 
für  andere  ebene  Schnitte  senkrecht  auf  der  Symmetrieebeiie  der 
durch  T  und  den  Kegelschnitt  (NN^)  bestimmten  Kegelfläche 
Verwendung  gehabt  hätte,  ebenso  leicht  gesehen  haben  würde, 
dafs  dies  gewöhiiliche  K^elschnitte  waren.  Ferner  sieht  man, 
dafs  Archimedes  gewufst  haben  oder  jedenfalls  dm-ch  die  Ana- 
lysis,  die  seiner  synthetischen  Behandlung  entspricht,  erfahren 
haben  mufs,  dafs  nicht  nur  Schnitte  senkrecht  zur  Symmetrie- 
ebene eines  schiefen  Kreiskegels,  sondern  auch  solche,  die 
senkrecht  stehen  auf  derjenigen  senkrecht  zur  Symmetrieebene 
gelegten  Ebene,  die  den  Winkel  zwischen  den  in  der  Symme- 
trieebene enthaltenen  Erzeugenden  halbiert,  gewöhnliche  Kegel- 
schnitte sind.  Dies  ist  der  Fall  mit  {NN^),  wenn  ü,  die 
grofse  Axe  des  Kegelschnittes  (LL,)  ist. 

Auch  eine  Betrachtung  von  Archimedes'  eigener  Bestim- 
mmig  [in  7]  der  Kreisschnitte,  die  senkrecht  auf  der  durch  T 
und  die  kleine  Axe  von  (iL,)  gelegten  Ebene  stehen,  ist 
lehrreich  m  histonscher  Beziehung.  Wir  wollen,  um  dieselbe 
Figur  benutzen  zu  können,  annehmen,  dafs  LL^  die  kleine 
Axe  ist  dafs  die  Kreisschnitte  also  senkrecht  auf  der  Ebene 
der  Figui  stehen  Archimedes  sagt  dann,  dafs  die  Spur  des 
gesuchten  Kreisachnittes   bestimmt  wird,   indem   man  LIK  so 

zieht,  dafs  — =^ —  einen  gt^ebenen  Wert  erhält,  nämlich 
den  des  Verhältnisses  zwischen  dem  Quadrat  der  grofsen  Halb- 
axe  von  {LL^)  und  Tfi^,  sowie  dafs  die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe möglieh  ist,   weil  dieser  Wert  gröfser  ist  als   -  ■■  ■'       ■■!■■ 

Dafs  diese  Konstruktion  zmn  Ziele  führt,  wird  darauf  in  voll- 
kommener Übereinstimmung  mit  dem,  was  wir  bereits  ange- 
geben haben,  bewiesen.  Da|;egen  ist  es  auffallend,  dafs  er 
über  die  Ausführung  der  Konstruktion  nichts  sagt,  und  die 
Richtigkeit  der  für  die  Lösbarkeit  aufgestellten  Bedingung  nicht 
beweist. 
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Dies  niufs  daher  rühren,  dafs  er  meint,  beide  Teile  seien 
leicht  zu  finden,  oder  dafs  er  beide  für  bekannt  hält.  Im 
ersteren  Falle  würde  er  indessen  kaum  die  Aufgabe  in  einer 
besonders  schwierigen  Form  gestellt  haben.  Allerdings  erreicht 
er,  indem  er  die  Linie  durch  L  legt,  dafs  der  Kreisschnitt 
unterhalb  XIij  zu  ll^eo  kommt,  dafs  also  der  Kegel  mit 
der  Grundfläche  {LK)  wirklich  (üi)  enthält;  aber  die  un- 
mittelbare Einführung  dieser  Forderung  verbirgt  es  geradezu, 
dafs  die  Aufgabe  am  leichtesten  dadurch  gelöst  wird,  dafs  man 
mit  Hülfe  einer  durch  H  oder  einen  anderen  Punkt  von  TM 
gelegten  Linie  zuerst  die  Richtung  bestinunt.  Die  Bedir^ing 
für  die  Lösbarkeit  wird  auch  als  etwas  bekanntes  erwähnt. 

Hat  nun  Aj'chimedes  wirklich  die  Lösung  und  die  Bedin- 
gung für  die  Lösbarkeit  als  dem  Leser  bekannt  betrachten 
dürfen,  so  mufs  seine  Berechtigung  hierzu  in  einer  bekannten 
Anwendur^  jener  Lösung  gesucht  werden,  und  man  darf  mit 
der  gröfsten  Wahrscheinlichkeit  erwarten  diese  auf  demselben 
Gebiete  zu  finden  wie  die  vorUegende,  nämlich  bei  der  Unter- 
suchung ebener  Schrdtte  an  Kegeln.  Dies  deutet  zunächst, 
ebenso  wie  der  von  Archimedes  stets  angewandte,  sehr  allge- 
meine Hülfssatz  {S.  51),  im  allgemeinen  auf  eine  häufigere  Be- 
schäftigung mit  diesem  Gebiet,  als  man  sonst  bei  Archimedes' 
Voi^ängem  anzunehmen  pflegt;  aber  es  läfst  sich  sogar  eine 
bestimmte  Aufgabe  namhaft  machen,  auf  welche  dieselbe  Kon- 
struktion Anwendung  findet,  und  die  so  wichtig  ist,  dafs  Ar- 
chimedes annehmen  konnte,  die  Lösung  derselben  werde  den- 
jenigen Lesern  vollkommen  bekannt  sein,  die  ihm  überhaupt 
auf  diesem  Gebiete  folgen  könnten. 

Zu  dieser  Aufgabe  gelangen  wir,  wenn  wir  nur  unserer 
Fig.  10  eine  neue  stereometrische  Bedeutung  beilegen. 
Nehmen  wir  an,  dafs  LL^  die  Projektion  eines  Schnittes  dar- 
stellt, der  einer  kreisfönnigen  Grundfläche  parallel  ist,  so  wird 
der  Kegel  ein  TJmdrehungsfcegel,  und  der  in  LIE  projicierte 
elliptische  Schnitt  desselben  wird,  wenn  die  Höhe  des  Kegels  ä, 
der  Radius  seiner  Grundfläche  r  genannt  wird,  bestimmt  durch 

iL (^  p\  _  rl     ^^' 

XX,  V      a  )         Aä  '  LI.IK' 
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Soll  nun  diese  Ellipse  eine  im  voraus  gegebene  Form  und 


LI.IK 

des  Schnittes  wird  dann  durch  die  Lösung  genau 
derselben  Aufgabe  bestimmt,  welche  Ärchimedes  als 
bekannt  voraussetzt.  Ist  die  Richtung  erst  gefunden,  so 
ist  es  leicht  zwischen  TL  und  TK  eine  der  LK  parallele 
Linie  einzuschieben,  deren  Länge  gleich  a  ist.  Diese  ■wird 
dann  die  Lage  einer  Ellipse  von  gegebenen  Dimen- 
sionen auf  einem  gegebenen  Kegel  angeben.  Die  an- 
geführte Bedii^ur^  für  die  Lösbarkeit  fallt  mit  der  zusammen, 

dafs  ^  <  1,   und  drückt  aus,   dafs  LIK  in   diesem  Falle  die 

grofse  Axe  des  elliptischen  Schnittes  sein  mufs.  Bei  der  ent- 
sprechenden Bestimmur^  von  hyperboüsehen  Schnitten  würde 
man  die  Grenzbedingung  dadurch  erhalten,  dafs  in  diesem  Falle, 

TP 
wo  I  sich  auf  der  Verlängerung  von  LK  befindet,   ^  ,    j^j  <  1 

sein  mufs. 

Genau  dieselbe  Aufgabe   läfst  sich   noch   einfacher    darch 

eine  andere  Benutzung  derselben  Figur  und  derselben 

ebenen  Konstruktion  lösen;  dabei  entspricht  die  angeführte, 

von  Ärchimedes   gegebene  Bedingung  für  die  Lösbarkeit  der 

Grenzbedingung  für  die  hyperbolischen  Schnitte.   Bei 

dieser  Autlösung  mufs  Winkel  L  TK  der  Nebenmnkel  sein  zum 

Scheitelwinkel   des  gegebenen   Umdrehungskegels,   und  TI  die 

Spur   einer   der  Grundfläche   parallelen  Ebene.     Wenn   dann 

LIK  die  Spur  eines  zur  Ebene  der  Figur  senkrechten  hyper- 

bohschen  Schnittes  ist,    so  folgt  unmittelbar   aus  Ärchimedes' 

Hülfssatz,  dafs  für  diese  Hyperbel 

2_  _       TT' 

a   ~"  LI.IK 

TP  TIP 

ist.     Die  Bedingung    ^-f — rrr  "^  ^^^fr— rrr  -  drückt  dann  aus, 

Li.iii.  —  m.aij^ 

dafs  i-  seinen  Maximalwert  erreicht,  wenn  die  Ebene  der  Hy- 
perbel senkrecht  auf  der  Grundfläche  des  Kegels  steht. 
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Wenn  man  also  zu  Archimedes'  Zeit  verstand  einen  durch 
seine  Konstanten  gegebenen  Kegelschnitt  auf  die  eine  oder 
andere  Art  wie  ang^eben  auf  einen  Umdrehungskegel  zu  legen, 
dann  war  diese  Aufgabe  in  der  Lehre  ■von  den  Kegelschnitten 
zugleich  so  fundamental,  dafs  Archimedes  mit  gutem  Griuide 
die  hierzu  gehörende  Konstruktion  sowie  den  Diorismus  als 
wohl  bekannt  betracJiten  konnte.  Unsere  Annahme  erklärt 
also  völlig  die  Kürze,  mit  der  Archimedes  sich  ausdrückt,  und 
zugleich  stimmt  sie  zu  den  Äufserungen  in  Apollonius'  Vorrede 
zum  sechsten  Buche'),  nach  denen  man  früher  die  hier  be- 
sprochene Aufgabe  behandelt  hatte,  wenn  auch  weniger  „voll- 
ständig imd  klar"  als  er  selbst  sie  behandelt.  Ob  dieses  Urteil 
richtig  ist,  können  wir  —  die  Richtigkeit  unserer  Annahme 
vorausgraetzt  ^  nicht  ivissen,  weil  Archimedes  über  die  Äus- 
fübrimg  der  Konstruktion,  die  er  als  bekannt  betrachtet,  nichts 
sagt. 

Die  gröfsere  Vollständigkeit  bei  Apollonius  besteht  viel- 
leicht darin,  dafs  er  im  sechsten  Buche  derselben  Aufgabe  eine 
doppelte  Form  giebt  und  jede  von  diesen  für  sieh  behandelt, 
nämlich  einmal:  durch  einen  gegebenen  Kegelschnitt  einen  Um- 
drehungskegel mit  g^ebenen  Winkel  an  der  Spitze  zu  legen, 
und  zweitens:  auf  einem  gegebenen  Umdrehungskegel  einen 
K^elschnitt  mit  gegebener  Äxe  und  zugehörigem  Parameter 
anzubringen.  Äufserdem  haben  wir  bei  Apollonius  die  allge- 
meir^ltige  Bestimmung  von  ebenen  Schnitten  an  Kreiskegeln 
gefunden. 

Ohne  wesentliche  Bedeutung  für  die  Theorie  der  Kegel- 
flächen ist  eine  Arbeit  von  einem  wahrscheinlich  viel  jüngeren 
Schriftsteller  Serenus^)  über  Schnitte  an  Kegeln.  Diese  be- 
handelt nämlich  nur  Schnittebenen,  welche  durch  die  Spitze 
gelegt  sind,  und  enthält  namentlich  eine  Reihe  von  Aufgaben 
über  Maxima  und  Minima  der  Flächen  derjenigen  Dreiecke, 
in  denen  die  durch  die  Grundfläche  begrenzte  Kegelfläche  von 


')  Vergi.  Anhang  1. 

-)  Tannery  vevlegt  die  Zeit  seines  Lebens  ins  4'^  JahAundci't  n.  Chr. 
(Bulletin  des  Sciences  raath.  S"""  s^rie,  VII,  S.  238). 
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solchen  Ebenen  geschnitten  wird ;  übrigens  entbehren  diese  Auf- 
gaben keineswegs  des  Interesses. 

Gröfsere  Bedeutung  möchte  ich  aber  einer  Konstrulttion 
beilegen,  welche  von  dem  römischen  Feldmesser  Hyginus^) 
angegeben  ist,  und  die  bedeutend  gröfsere  stereometrische 
Kenntnisse  verrät,  als  die  römischen  Feldmesser  sonst  besafsen. 
Ich  trage  deshalb  kein  Bedenken,  di^elbe  mit  Gantor  als 
eine  Üb  erlief  er  ung  aus  der  griechischen  Astronomie  anzusehen 
und  sie  als  ein  Beispiel  für  Operationen  mit  Kegelflächen  zu 
betrachten,  das  durch  seinen  deskriptiv-geometrischen  Ghai'akter 
etwas  von  dem  abweicht,  was  wir  sonst  bei  den  griechischen 
Geometern  angetroffen  haben. 

Die  behandelte  Aufgabe  besteht  darin,  sich  zu  orientieren, 
wenn  gegeben  sind:  die  Länge  eines  senkrechten  Stabes  AB 
und  die  Länge  und  Lage  dreier  seiner  Schatten,  BC,  BD  und 
BE,  weiche  er  an  drei  Augenblicken  desselben  Tages  auf  eine 
wagerechte  Ebene  geworfen  hat.  Dann  sind  AC,  AD  und  AE 
Erzeugende  einer  ümdrehungskegelfläche,  und  eine  Ebene  senk-- 
recht  zur  Axe  dieses  Kegels  wird  die  wagerechte  Ebene  in  der 
gesuchten  Ost-Westünie  schneiden.  Eine  solche  Ebene  erhält 
man  in  FGE,  wejin  man  auf  den  Erzeugenden  AC  und  AD 
die  der  AE  gleichen  Stöcke  AF  und  AG  abträgt.  Ein  Punkt 
von  der  Spur  dieser  Ebene  ist  E;  einen  zweiten  erhält  man 
durch  den  Schnittpunkt  der  CD  mit  der  Projektion  F-  G'  von 
FG  auf  die  wagerechte  Ebene.  Die  Punkte  F'  und  G'  Hegen 
beziehungsweise  auf  BC  und  BD,  und  ihre  Abstände  von  B 
findet  man  leicht,  wenn  man  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC 
und  ABD  in  ihrer  wahren  Gröfse  konstruiert.  Die  verdorbenen 
Figuren  machen  es  ubr^ensunmöglich  zu  erkennen,  in  welche 
konstruktive  Verbindung  man  diese  Hülfsflguren  mit  der  Haupt- 
figur gebracht  hat. 

Was  die  Gylinder flächen  betriff,  so  könnte  man  sich 
aus  dem  Umstände,  dafs  Apollonius  dieselben  nicht  nennt, 
leicht   zu    dem    Glauben   verleiten   lassen,    dafs    sie    und    ihre 
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ebenen  Schnitte  zu  seiner  Zeit  nicht  beachtet  wurden.  Walu- 
scheinlich  ist  Serenus  durch  eine  solche  Vorstellung  dahin 
gebracht  worden,  in  seiner  Schrift  über  Cylinderschnitte  eine 
Behandlmig  dieser  durchzuführen,  die  Schi'itt  für  Schritt  —  wenn 
auch  nicht  immer  mit  Glück  —  Apollonius'  Behandlung  der 
Kegelschnitte  folgt.  Wenn  man  indessen  sieht,  dafs  Archimedes 
in  der  oben  von  uns  benutzten  Schrift  über  Konoide  und  Sphä- 
roide  Untersuchui^en  über  Cylinderschnitte  seinen  entspre- 
chenden Untersuchungen  über  Kegelschnitte  folgen  läfst;  wenn 
man  sich  femer  erinnert,  dafs  Euklid  in  den  „Phänomenen'- 
elliptische  K^elsehnitte  anführt  und  daneben  bemerkt,  dafs 
ebene  Schnitte  an  Cylindem  Ellipsen  sind,  so  kann  Apollonius' 
Schweigen  über  Cylinderschnitte  nicht  daher  röhren,  dafs  er 
diese  Art  Ellipsen  zu  erzeugen  nicht  kennt.  Vielmehr  darf  man 
annehmen ,  dafs  er  die  Cylinderschnitte  unerwähnt  gelassen 
hat,  einmal  weil  sie  an  sich  nur  gerir^e  Schwierigkeiten  dar- 
bieten, und  zweitens  weil  seine  Behandlung  der  Kegelschnitte 
eine  emfache  Anleitung  zur  entsprechenden  Behandlung  der 
Cylinderschnitte  giebt.    Serenus  ist  dieser  Anleitung  nur  gefolgt. 

Im  ganzen  dürfen  wir  gewifs  annehmen,  dafs  das  Studium 
des  Gylinders  so  weit  fortgeschritten  war,  dafs  man  die  Sätze 
über  Cylinder  kannte  und  die  Aufgaben  über  Cylinder  lösen 
konnte,  welche  nach  moderner  Auffassung  als  Grenzformen 
derjenigen  Sätze  und  Aufgaben  über  Kegel  dat^estellt  werden 
würden,  welche  die  griechischen  Schriftsteller,  wie  wir  gesehen 
haben,  kannten  und  behandelten. 

Die  Alten  sind  indessen  nicht  bei  Kegel-  und  Cyhnder- 
fiächen  stehen  geblieben,  sondei'n  bei  Archimedes  treffen 
wir  in  der  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide  auch  Unter- 
suchungen über  Umdrehungsparaboloide,  die  er  recht- 
winklige Konoide  nennt,  über  Umdrehungshyperboloide, 
gebildet  durch  Umdrehung  um  die  erste  Axe,  die  er  stumpf- 
winklige Konoide  nennt,  und  Umdrehungsellipsoide,  die 
er  Sphäroide  nennt  und  näher  als  länglich  oder  breit  bezeichnet, 
je  nachdem  die  Umdrehungsaxe  die  grofse  oder  kleine  Axe 
der  Meridiankurve  ist.  Wenn  wir  im  Folgenden  von  Parabo- 
loiden,  Hyperboloiden  und  Ellipsoiden  sprechen,  so  meinen  wir 
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diese  ümdrehungsflächen.  Das  Ziel,  welches  Archimedes'  Unter- 
suchungen verfo^en,  ist  die  Berechnung  der  Volumina  von  den 
Segmenten,  welche  zwischen  den  Flächen  und  Ebenen  abge- 
schnitten werden,  und  hierin  Icann  wenigstens  der  Grund  dafür 
li^en,  dafs  er  die  Flächen,  welche  durch  Umdrehung  um  die 
zweite  Axe  der  Hyperbel  hervorgebracht  werden,  nicht  auch 
behandelt  hat.  Über  die  Volumenbestimmui^en  werden  wir 
im  folgenden  Abschnitt  sprechen;  hier  wollen  wir  nur  die  allge- 
meinen Eigenschaften  hervorheben,  die  Archimedes  bei  den 
Volumenbesümmungen  benutzt  und  deshalb  mit  angeführt  hat. 
Archimedes  untersucht  alle  elliptischen  Schnitte  der 
genannten  Plächen  vollständig  und  beweist ,  dafs  dieselben 
ähnlich  werden,  wenn  ihre  Ebenen  parallel  sind.  Elliptisch 
werden  alle  Schnitte  an  Paraboloiden ,  welche  der  Axe  nicht 
parallel  sind,  und  alle  Schnitte  an  Hyperboloiden,  deren  Ebenen 
alle  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  schneiden,  Dafs  diese 
sowohl  wie  alle  Schnitte  am  EUipsoid  wirklich  Ellipsen  werden, 
wird  [in  12,  13  und  14]  auf  gleichartige  und  mit  Archimedes' 
Bestimmung  von  Schnitten  an  K^eln  vollkommen  überein- 
stimmende Weise  mit  Hülfe  des  Potenzsatzes 


Stellt  nämlich  Fig.  72  den  Meridian  dar,  der  auf  dem  zu 
untersuchenden  Schnitte  senkrecht  steht,  und  NN,  die  Projektion 
■  des  Schnittes  auf  dessen  Ebene,  so  wird  die  in  P  errichtete 
Ordinate  y  des  Schnittes,  wenn  man  durch  dieselbe  einen  auf 
der  Umdrehungsaxe  senkrechten  Schnitt  legt,  der  in  MM^ 
projicieii  ist,  bestimmt  durch 
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y^  =  MF.PM^  =  x.NP.FA\, 

MF  FM, 

wo  X  der  konstante  Wert  ist,   den   das   Verhältnis   -=rj.p — jy^- 

nach  dem  Potenzsatz  erhält.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Schnitt 
eine  Elhpse  ist. 

Da  X  nun  nicht  nur,  wegen  der  Parallelität  der  Linien 
MMi ,  unverändert  bleibt,  wenn  P  die  feste  Linie  JVJV;  durch- 
läuft, sondern  auch  wenn  NN^  sich  parallel  mit  sich  selbst 
bewegt,  so  ist  hiermit  zugleich  bewiesen,  dafs  die  parallelen 
elüptischen  Schnitte  unter  einander  ähnlich  sind,  weil  das  Verhält- 
nis X  zwischen  den  Quadraten  ihrer  Axen  unverändert  bleibt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  hier  gemachte  Anwendung  des 
Potenzsatzes  wollen  wir  bemerken ,  dafs  dieselbe  zu  der  Aus- 
dehnung stimmt,  in  der  dieser  Satz  aufgestellt  werden  konnte, 
bevor  Apollonius  die  regelmäfsige  Benutzung  zusamraengehö- 
i'^er  Hyperbeläste  eingeführt  hatte.  Es  müssen  nämlich  bei  den 
Hyperboloiden  sowohl  die  Spuren  der  elliptischen  Schnitte  in 
der  auf  ihnen  senkrechten  Meridianebene  wie  die  Spuren  der 
Kreisschnitte  den  als  Meridiankurve  benutzten  Hyperbeiast  selbst 
schneiden. 

An  die  Bestimmung  der  elliptischen  Schnitte  sehliefst  sich 
Archimedes'  Bestimmung  einer  Berührungsebene  dieser 
Flächen.  Er  bestimmt  dieselbe  als  eine  Ebene,  welche  eine 
Tangente  einer  Meridiankurve  enthält  und  senkrecht  auf  der 
Meridianebene  steht,  und  benutzt  für  den  Beweis  den  Umstand, 
dafs  diese  Ebene,  wenn  sie  mehr  Punkte  mit  der  Fläche 
gemeinsam  hätte,  die  Fläche  in  einer  Ellipse  schneiden  müfste. 
Seine  Beweisführung  weicht  also  nicht  viel  ab  von  der,  welche 
sich  darauf  gründen  läfst,  dafs  die  genannten  Ebenen  die  Fläche 
in  einer  Elhpse  schneiden,  die  in  einen  Punkt  zasammen- 
schrumpft.  Zugleich  stützt  er  sich  aber  auf  einige  Sätze  (bei 
denen  za  verweilen  hier  kein  Grund  vorliegt) ,  die  davon  han- 
deln, welche  Stücke  schneidender  Geraden  innerhalb  oder 
aufserhalb  der  Flächen  fallen.  Aus  der  Bestimmung  der  Be- 
i'ührungsebenen  leitet  er  ab,  dafs  die  Linie  eines  EUipsoids, 
welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Berährui^sebenen  mit 
einander  verbindet,  ein  Durchmesser  ist  [15 — 17]. 
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Aufser  der  allgemeinen  Bestimmung  elliptischer  Schnitte 
giebt  Archimedes  noch  die  Bestimmung  gewisser  besonderer 
Schnitte.  Obgleich  die  hierher  gehörenden  Sätze  [in  11]  den 
anderen  vorangehen  und  in  15 — 17  benutzt  sind,  so  erwähnen 
wir  sie  doch  zuletzt,  weil  Archimedes  sie  für  einfach  genug 
Jiält,  um  ihren  Beweis  fortlassen  zu  können,  während  wir  nur 
durch  die  Beweise  für  seine  nachfolgenden  Sätze  uns  eine  zuver- 
lässige Meinur^  darüber  bilden  können,  wie  er  sie  bewiesen 
haben  will. 

Diese  unbewiesenen  Sätze  sagen  aus:  1)  ebene  Schnitte 
parallel  der  Axe  eines  Paraboloids  sind  Parabeln,  die  der  Me- 
ridiankurve kongruent  sind;  2)  ebene  Schnitte  parallel  der  Axe 
eines  Hyperboloids  sind  Hyperbeln,  welche  der  Meridiankurve 
ähnlich  sind;  3)  ebene  Schnitte  durch  den  Mittelpunkt  eines  Hy- 
perboloids sind  Hyperbeln;  4)  ebene  Schnitte  parallel  der  Axe 
eines  Elüpsoids  sind  Ellipsen,  die  der  Meridiankurve  ähnlich  sind. 

Wenn  Archimedes  keinen  Beweis  für  diese  Sätze  angeführt 
hat,  so  darf  man  zunächst  schliefsen,  dafs  er  sie  nicht  durch 
einen  Kunstgriff  bewiesen  haben  wollte.  Seine  Beweisführung 
ist  deshalb  sicherhch  in  allem  wesentlichen  auf  dieselben  Prin- 
cipien  gegründet  gewesen,  wie  seme  früheren  Bestimmungen 
von  Schnitten  an  Kegelflächen  und  die  später  folgende,  von 
uns  schon  besprochene  Bestimmung  der  elliptischen  Schnitte 
an  Umdrehui^flächen.  Bei  diesen  letzteren  wird  der  Potenz- 
satz benutzt;  aber  dieser  ist  ein  Mittel,  das  nur  dem  zu  Ge- 
bote stand,  der  etwas  liefer  in  die  Lehre  von  den  K^el- 
schnitten  eingedrungen  war;  Archimedes  hält  es  deshalb  für 
notwendig  an  denselben  zu  erinnern,  bevor  er  ihn  anwendet 
[in  3].  Wenn  nun  Archimedes,  bevor  er  die  hierauf  gegrün- 
deten allgemeinen  Untersuchui^en  der  elliptischen  Schnitte  vor- 
genommen hat,  den  hierin  speciell  einbegriffenen  Satz  über 
Schnitte  parallel  der  Umdrehungsaxe  des  Elüpsoids  als  beson- 
ders leicht  zu  beweisen  betrachtet,  so  mufs  der  Grund  dafür 
der  sein,  dafs  der  specielle  Fall  des  Potenzsatzes,  der  hier  be- 
nutzt werden  soll,  eben  nur  die  Äxengleichung  der  Elhpse  oder 
eine  einfache  Umformung  derselben  ist.  Um  die  beiden  vorher- 
gehenden Sätze  mittels  des  Potenzsatzes  beweisen  zu  können, 
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müfste  er  die  aügemeine  Form  gekannt  haben,  die  derselbe  erst 
durch  ÄpoUonius  erhalten  hat;  aber  auch  hier  kommt  der  Potenz- 
satz selbst  nicht  zur  Verwendui^,  sondern  besondere  Formen 
und  Grenziälle  desselben,  die  wohl  bekannt  waren.  Die  Beweise, 
welche  Archimedes  wirklich  durchgeführt  hat,  geben  also  aus- 
reichende Erläuterungen  darüber,  wie  seine  Leser  seinen  Ab- 
sichten gemäfs  die  Behauptungen  zu  beweisen  hatten,  die  er 
otine  Beweis  anführt.  Dem  entsprechend  gelangen  wir  zu 
iden  Beweisen. 


1)  Fig.  72  möge  eine  Meridiankurve  eines  Paraboloids  mit 
der  Axe  ÄC  dai'stellen,  und  LP  sei  die  Projektion  eines  senk- 
recht zur  Meridianebene  und  parallel  der  Axe  gefiihrten 
Schnittes.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  von  der  Spur  dieses 
Schnittes,  und  steht  MPMj  senkrecht  auf  der  Axe,  so  wird 
die  Ordinate  «/  der  in  P  projicierten  Punkte  des  Schnittes  wie 
früher  bestimmt  durch  y^  =  MP.  PJ/^.  um  diesen  Avisdruck 
weiter  umfonnen  zu  können,  wollen  wir  die  Koordinaten  der 
Parabelpunkte  M  und  L ,  bezogen  auf  Axe  und  Scheitelpunkt 
der  Pai'abel,  mit  s,  w  und  z',  x'  bezeichnen.  Dann  erhält  man 
ys  =  x^  —  x'^.  Bedeutet  p  den  Parameter  der  Parabel,  so  ist 
fem  er : 

1  ^  ^  =  ^  =        ^^        =  _^^_  . 
pz        ps'        p{z—z-)        p.LP' 

woraus  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  hervorgeht. 

3)  Ist  die  Fläche  ein  Hyperboloid,  so  haben  wir  in  diesem 

Beweise  nur  die  Gleichung  der  Parabel  mit  der  der  Meridian- 

hypeibel  zu  vertauschen.   Bezeichnet  a  die  Länge  der  ersten  Axe 

und  X  eine  Konstante  j  — )  ,    so  erhalten  wir: 


v'' 


hieraus  einlebt  sich,  da  z'  konstant  ist,  dafs  der  Schnitt  eine 
Hyperbel  wird;  diese  ist  der  Meridianhyperbel  ähnlich,  da  die 
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Konstante   x   dieselbe  bleibt.     Der  vierte  Satz  wird   auf  ganz 
dieselbe  Weise  bewiesen. 

3)  In  dem  Beweise  dafür,  dafs  Schnitte  durch  den  Mittel- 
punkt eines  Hyperboloids  Hyperbeln  sind,  mrd  es  natürlich 
sein,  in  unserer  Umformung  der  Gleichung,  welche  die  Alten 
der  Hyperbel  gaben,  denMittelpunkt  zum  Anfangspunkt  genommen 
zu  denken.  Bedienen  wir  uns  im  übrigen  derselben  Bezeich- 
nungen, so  haben  wir  für  den  Punkt  M 


Lassen  wir  nun  x'  die  auf  dasselbe  Koordinatensystem  bezo- 
gene Ordinate  des  Punktes  P  von  der  Spur  der  Schnittebene 
bezeichnen,  so  ei^ebt  sich  x'  =^  az.  wo  a  eine  Konstante  be- 
deutet.   Folglich  wird 

^2  _  x^  —  x-"  =  (y.~-a^)z^  —  x^- 

Da  s  der  Abscisse  des  Punktes  F  von  der  Spur  des  Schnittes 
proportional  ist,  und  da  a^  <  x,  so  wird  hierdurch  ausgedrückt, 
dafs  der  Schnitt  eine  Hyperbel  ist. 

Die  hier  geführten  Beweise  sind  so  dargestellt,  dafs  die 
Übertragung  in  die  Darstellungsform  der  Alten  an  keiner  Stelle 
schwierig  sein  kann.  Weitere  Vermutui^en  über  Einzelheiten 
dieser  Form  anzustellen  ist  kein  Grund  vorhanden,  da  Ärchi- 
medes, weil  er  selbst  keine  Beweise  aufstellt,  es  unterlassen 
hat,  einer  einzelnen  Form  den  Vorzug  zu  geben.  Wir  wollen 
nur  bemerken,  dafs  diese  Beweise,  wenn  sie  im  Stile  der  Alten 
durchgeführt  werden  sollen,  zum  Teil  weitläufiger  werden  dürften 
als  diejen^en  sind,  welche  Ärchimedes  für  die  allgemeineren 
Sätze  über  die  elliptischen  Schnitte  führt;  denn  bei  diesen  konnte 
er  den  Potenzsatz  benutzen.  Dies  kann  vielleicht  dazu  beige- 
tragen haben,  dafs  Ärchimedes  diese  Beweise  fortgelassen  hat; 
dabei  setzen  mr  voraus,  dafs  er  die  Weitläufigkeit,  welche  der 
Beweis  seiner  Behauptungen  erforderte,  nicht  als  von  sach- 
lichen Schwierigkeiten  herrührend  betrachtete.  Derartige 
Schwierigkeiten  können  die  einfachen  Formen  für  die  Gleichun- 
gen der  Kegelschnitte  und  die  Umformungen,  welche  hier  nötig 
waren,  solchen  Lesern  nicht  dargeboten  haben,  welche  zu  jener 
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Zeit  seinen  Arbeiten  im  ganzen  gewachsen  waren;  merkwürdig 
ist  dag^en  der  umstand,  dafs  er  auch  die  räumlichen  Opera- 
tionen, welche  in  Wirklichkeit  eine  analytische  Geometrie  mit 
drei  Dimensionen  darstellen,  für  so  selbstverständlich  hä\t,  dals 
er  die  hierauf  gegründeten  Beweise  den  Lesern  überiäist. 

Diese  analytische  Geometrie  mit  drei  Dimensionen, 
welche  Archimedes  auf  Untersnchungen  sowohl  der  Schnitte 
an  Kegeln  als  der  Schnitte  an  den  drei  Umdrehungsflächeii 
anwendet,  stimmt  vollkommen  überein  mit  der  analytischen  Ge- 
ometrie mit  zwei  Dimensionen,  welche  die  Alten  auf  Unter- 
suchungen der  Kegelschnitte  anwenden.  Bei  dieser  letzteren 
wird  die  Ordinate  eines  Punktes  in  der  Regel  als  Funktion 
der  L^e  ihres  Fufspunktes  auf  der  Abscissenaxe  bestimmt, 
weniger  als  Funktion  der  von  einem  bestimmten  Anfar^spunkt 
an  gerechneten  Abscisse.  Auf  dieselbe  Weise  wird  die  Ordi- 
nate eines  Punktes  im  Räume,  die  wie  hier  y  genannt  haben, 
als  Funktion  der  Lage  ihres  Fufspunktes  in  der  Grundebene 
bestimmt.  Die  Gleichung  emer  Umdrehungsfläche  oder  einer 
Kreisk^elfläche  wu'd  demnach  bestimmt  durch 

y^  =  MF.PM^,  (1) 

wo  P  den  Fufspunkt  der  Ordinate  bezeichnet  und  M  und  M^ 
die  Punkte  sind,  in  denen  eine  Linie,  welche  in  der  Gi-und- 
ebene  durch  P  in  einer  gewissen  g^ebenen  Richtung  gezogen 
ist,  eme  Meridiankurve  oder  zwei  feste  Geraden  schneidet.  Von 
der  durch  eine  gegebene  Ellipse  als  Leitkurve  in  Satz  7  und  8 
des  hier  erwähnten  Werkes  bestknmten  Kegelfläehe  läfst  sich 
auf  ähnliche  Weise  sagen,  dafs  sie  durch  die  Gleichui^ 

'NP^.PN,    °  ™nstans  (2) 

dargeateilt  werde,  wo  auch  N  und  N^  auf  zwei  Geraden  gleiten. 
Archimedes'  Beweise  für  die  Beschaffenheit  der  ebenen  Schnitte 
bestehen  in  Umwandelungen  einer  dieser  beiden  Formen  für 
die  Gleichung  emer  Fläche  in  die  andere,  oder  in  der  Umwan- 
delung  der  Gleichung  (3)  in  eine  neue  Gleichung  von  derselben 
Form. 

Die  Voraussetzungen   sowohl,   welche  wir  Archimedes   in 
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Betreff  der  Fähigkeit  seiner  Leser,  dieses  Verfahren  selbst  anzu- 
wenden, haben  machen  sehen,  als  auch  die  Voraussetzungen, 
welche  er,  wie  ^vir  gesehen  haben,  hinsichtlich  der  Bekannt- 
schaft seiner  Leser  mit  dem  Apparate  machte,  der  bei  der  Än- 
wendimg  dieses  Verfahrens  auf  Kegelfiächen  benutzt  wird,  zeigen 
uns,  dafs  dasselbe  vor  seiner  Zeit  nicht  unbekannt  gewesen 
sein  kann,  sondern  dafs  es  wenigstens  auf  verschiedene  Schnitte 
an  Umdrehungskegeln  angewandt  worden  sein  mufs.  Wenit 
man  nun  in  den  überlieferten  Mitteilui^en  über  verlorene 
Schriften  nach  einer  Schrift  sucht,  die  diese  Voraussetzungen 
erfüllt  haben  kann,  so  wird  man f schon  durch  den  Namen 
dahin  gebracht  an  Euklids  OberflächenÖrter  zu  denken. 
Eine  genauere  Untersuchung  der  wenigen  erhaltenen  Angaben 
über  diese  Schrift  wird.es  wahrscheinlich  machen,  dals  das 
soeben  erwähnte  Verfahren  wirklich  darin  benutzt  worden  ist 
und  nicht  ausschüefslich  auf  Umdrehungskegel  Anwendung  ge- 
funden hat. 

An  Quellen  für  die  Kenntnis  des  Inhaltes  von  Euklids  beiden 
Büchern  über  OberflächenÖrter  haben  wir  zunächst  ihren  Name» 
und  ihren  Platz  in  Pappus'  Verzeichnis  derjenigen  Schriften, 
welche  zur  antiken  analytischen  Geometrie  gehören,  tojtoc  -apaQ 
knupavsiff.  bedeutet  nach  den  Angaben,  welche  im  ganzen  über 
die  rdnoi'^)  der  Alten  vorliegen,    einen  geometrischen  Ort  fiii- 

')  Ich  kann  mich  in  dieser  Sache  im  ganzen  auf  die  betreffeßden  Be- 
merkungen von  Heiberg  {Litterargeschichthche  Studien  Sber  Eukhd, 
S.  79—83)  beziehen,  ohne  doch  allen  von  ihm  ausgeführten  Einzelheiten 
beizupflichten.  So  meine  ich,  dafs,  gerade  wenn  der  Name  eine  solche 
Allgemeingültigkeit  besitzt,  dafs  man  von  ihm  auf  den  Inhalt  der 
Scbrifl;  achliefsen  kann,  kein  Grund  vorliegt  zu  glauben,  es  sei  jedes- 
mal Euklids  Schrift  gememt,  wenn  dieselbe  Bezeichnung  gebraucht 
wird.  Einen  besonderen  Grund  dies  zu  bezweifeln  hat  man  da,  wo  von 
transscendenten  Flächen  die  Rede  ist;  denn  diese  dürften  kaum 
in  einer  Schrift  behandelt  worden  sein,  die  Pappus  zum  Tiiroq  änaXoö- 
/i£noe  rechnet.  Es  scheint  indessen,  als  ob  Heiberg  sich  haie  ver- 
leiten lassen  zu  übersehen,  dafa  dies  der  Fall  ist  an  der  Stelle,  die  er 
besonders  hervorhebt  (Pappus,  Ausg.  v,  Hultsch.  S.258,24),  und  zwar 
aus  dem  Umstände,  dafe  Hultsch  in  seiner  Ausgabe  (S.  260. 13— u) 
eine  Fläche,  deren  Benennung  sich  aus  den  Handschriften  nicht  er- 
kennen läfst,  cylindrisch  genannt  hat,  obgleich  dieselbe  offenbar 
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einen  Punkt  im  Räume,  der  einer  Bedingung  unterworfen  ist. 
—  vielleicht  zugleich  für  eine  bewegliche  Gerade ')  —  also  einen 
Ort,  der  eine  Oberfläche  wird.  Da  zugleich  die  Schriften  in  Pappus' 
Verzeichnis,  welche  die  Planimetrie  betreffen,  nur  gerade  Linien, 
Kreise  und  Kegelschnitte  behandeln,  so  mufs  man  annehmen, 
dafs  Euklid  in  den  Oberflächenörlem  nur  solche  geometrische 
Örter  behandelt  hat,  welche  Ebenen  (?),  Kugeln,  K^el  und 
Cylinder  werden,  sowie  andere  Flächen  zweiter  Ordmuig,  falls 
ihm  solche  bekannt  waren. 

Wenn  man  nun  mit  diesen  Voraussetzungen  genauere  Auf- 
schlüsse in  Pappus'  Hülfssätzen^)  zu  der  verlorenen  Schrift 
sucht,  so  mufs  man  zunächst  darauf  achten,  wie  nahe  die  im 
ersten  Hülfssatze  gebrauchten  Ausdrücke  denjenigen  kom- 
men, welche  man  in  einer  Darstellui^  von  Archimedes'  ana- 
lytisch-stereometrischer Methode  benutzen  würde. 

Dieser  Hülfssatz,  den  man  bis  dahin  für  unverständlich 
gehalten  hat,  ist  vor  kurzem  von  Tannery^)  etwa  auf  folgende 
Weise  interpretiert  worden,  die  fast  nur  eine  Änderung  der 
Figur  verlangt: 

„Ist  (Fig.  73)  AB  eine  gerade  Linie  und  CD  einer  gegebenen 
Geraden  parallel,   und  ist   das  Ver- 


auf  einem  Kegelschnitt.  Bewegt  sich 
nun  die  gerade  Linie  AB,  und  sind 
A  und  B  nicht  mehr  gegeben,  sondern 
bewegen  sie  sich  auf  geraden  Linien 
„.    -g  AE  und  EB  von  gegebener  Lage, 

so   befindet  sich   der  oberhalb    der 

Ebene   liegende  Punkt   C  auf  einer   der  Lage  nach  gegebenen 

Fläche." 


eine  windschiefe  's  hiaubenflaihe  i^t  naiilich  ^anz  i 
terher  auf  eine  etwa=  weniger  c  tad  p  \\pip  let 
PJektoide  genannt  wn  1 

')  Pappus,  Ausb  V  Hnltsch   S  j(  2  3 

')  Ausg.  V.  Hwltch,  S.  1004  ff. 

■■)  Bulletin  des  Sciences  math,     S^e  serie.  T.  VI.  S.  14i^. 
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Nach  dieser  Lesart  wird  hier  ausgesagt,  dafs  ein  gewisser 
geometrischer  Ort ,  dargestellt  auf  dieselbe  Weise  wie  bei 
Archimedes  (mit  Ausnahme  des  Umstandes,  dafs  die  Linie  AB, 
statt  sieh  parallel  mit  sich  zu  bewegen,  dieselbe  Länge  behält), 
eine  —  nicht  näher  bestimmte .  —  Fläche  ist.  Ein  solcher  Satz 
stimmt  zu  denen,  welche  Pappus  an  anderen  Orten  aufstelt 
und  beweist^),  und  die  aussagen,  dafs  gewisse  geometiische 
Örter  für  Punkte  im  Räume  Kurven  sind.  Die  Fläche,  zu 
der  man  hier  gelar^,  ist  indessen  sehr  komplieiert  und  die 
Untersuchung  derselben  war  deshalb  von  zu  geringem  Nutzen, 
als  dafs  wir  annehmen  dürften,  Euklid  habe  sich  in  seiner 
Schrift  sonderlich  lai^e  bei  derselben  aufgehalten.  Es  ist  mög- 
lich, dafs  er  er  den  ei'wähnten  geometrischen  Ort  gelegentlich 
genannt  hat,  und  dafs  Pappus  sich  darum  verpflichtet  gefühlt  hat 
anzugeben,  dafs  dieser  Ort  eine  Fläche  wird.  Auch  ist  es  mög- 
lich, dafs  Pappus  (oder  der  Verfasser  des  Hülfesatzes)  aus  irgend 
einem  Umstände  in  Euklids  Schrift  Veranlassui^  genonunen  hat 
diesen  Ort  zu  envähnen. 

In  beiden  Fällen  würde  die  nächstliegende  Veranlassung 
darin  bestehen  können,  dafs  Euklid  in  seiner  Schrift  den  spe- 
eiellen  Fall  untersucht  hat,  wo  die  Linien  parallel  sind,  wo 
also  die  Fläche  eine  Cylinderfläche  wird,  hervorgebracht  durch 
den  mit  AB  sich  bewegenden  Kegelschnitt.  Wie  aus  der  Sot^falt 
hervorgeht,  mit  der  Archimedes  bemüht  ist  kreisförmige  Grund- 
Slächen  für  die  Kegel-  und  Cylinderflächen  zu  finden,  auf  die 
er  stöfst,  hat  diese  Fläche  das,  was  die  Alten  unter  der  krum- 
men Oberfläche  eines  Cylinders  verstanden,  doch  nur  dann 
sem  können,  wenn  der  Cylinder  sich  zwischen  zwei  kreisför- 
migen Schnitten  abschneiden  liefs,  wenn  also  der  bewegliche 
Kegelschnitt  eine  Ellipse  war.  In  diesem  letzten  Falle  konnte 
es  auch  nicht  schwierig  sein  die  Kreissclmitte  zu  bestimmen, 
wenn  man  nur  anfänglich^)  einen  Schnitt  senki-echt  zur  Er- 
zeugenden des  Cylinders  legte.   Dafs  dieser  Schnitt  eine  Ellipse 


')  Ausg.  V.  Hultsch,  S,  260,1;  262,16, 

')  Archimedes  iöst,  wie  bereits  erwähnt,  dieselbe  Aufgabe  in  Satz  9  des 
Buches  ober  Konoide  und  Sphäroide,  wenn  auch  nur  in  einem  speci- 
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ist,  und  dafs  femer  ein  auf  zweckmäfsige  Weise  durch  die 
grofse  Ase  oder  parallel  der  grofsen  Äxe  dieser  Ellipse  gelegter 
Schnitt  ein  Kreis  ist,  liefs  sich  demnächst  durch  dasselbe  Ver- 
fahren dai-thun,  welches  Archimedes  sowohl  auf  Kegel-  wie  auf 
Cylinder-  und  Umdrehungsflächen  anwendet.  Der  Umstand, 
dafs  parabohsche  und  hyperbolische  Cylinder  von  den  Alten 
nicht  als  Cylinderflächen  aufgefafst  wurden,  spricht  übrigens 
nicht  absolut  gegen  die  Möglichkeit,  dafs  solche  Flächen  in 
Euklids  Schrift  untersucht  worden  sind. 

Wie  bekannt  kann  das  hier  erwähnte  Fehlen  von  Kreis- 
schnitten nur  eintreten  bei  Cylinderflächen,  und  nicht  bei  Ke- 
gelflächen. Hierin  könnte  eine  Aufforderur^  hegen,  die  Ver- 
anlassung zum  Hülfssatze  etwas  ferner  zu  suchen  und  anzu- 
nehmen, dafs  auch  in  Euklids  eigenen  Untersuchungen  die  Linien, 
auf  denen  A  und  B  liegen  sollen,  beliebig  gewesen  sind,  dafs 
aber  die  Lmie  AB,  statt  eine  konstante  Länge  zu  besitzen, 
em  gegebene  Richtung  gehabt  habe.  Die  von  ihm  untersuchten 
Flächen  sind  dann  im  allgemeinen  Kegelflächen  gewesen. 

Viefleicht  dürfte  es  selbst  erlaubt  sem  eben  diesen  Hülfs- 
satz  dahin  zu  ändern  und  anzunehmen,  dafs  er  von  demselben 
Herausgeber,  der  die  Figur  mifshandelt  hat,  noch  weiter  mifs- 
handett  worden  sei;  in  solchem  Falle  braucht  Tannerys  Re- 
stitution, welche  die  nächstliegende  ist,  nicht  die  richt^e  zu 
sein.  In  der  That  würde  es  etwas  überraschend  sein,  eine  so 
komphcierte  Fläche  wie  die  ist,  die  man  bei  konstanter  Länge 
von  AB  erhält,  unter  den  Hülfssätzen  in  Pappus'  siebentem  Buche 
zu  finden,  die  sich  sonst  niemals,  ebenso  wenig  wie  die  kom- 
mentierten Schriften,  über  Formen  des  zweiten  Grades  erheben. 
Eine  Änderung  des  Inhaltes,  dahin  gehend,  dafs  AB  sich  selbst 
parallel  bliebe  und  sich  von  einer  der  beiden  festen  Linien 
bis  zur  anderen  erstreckte,  würde  kaiun  grofse  Änderungen  des 
Textes  beanspnichen.  Die  Veranlassung  zum  Hülfssatze  würde 
dann  darin  bestehen  können,  dafs  Euklid  dieselben  Oberflächen- 
örter  —  vielleicht  allerdings  in  beschränkter  Weise  —  unter- 
eilen Falle,  der  indessen  allein  mit  Röcksicht  auf  daü  Zeichnen  dar 
Figur  eine  wirkliche  Erleichterung  mit  sich  bringt. 
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suchte  und  fand,  dafs  sie  Kegelflächen  seien,  dafs  aber  Pappus 
der  Meinung  war,  es  müsse  vor  einer  Untersuchung,  was  für 
Flächen  diese  Örter  seien,  hervorgehoben  werden,  dafs  sie 
überhaupt  Flachen  seien.  Wenn  am  Schlüsse  des  Hülfssatzes 
gesagt  wird,  dafs  dies  „bewiesen  sei",  so  kann  man  dabei  an 
die  Anfangsworte  denken,  die  in  der  That  einen  Beweis  ent- 
halten, oder  daran,  dafs  Euklid  durch  den  Beweis,  dafs  der 
Ort  eine  Kegelfläche  ist.  auch  bewiesen  hat,  dafs  er  eine 
Fläche  ist. 

Indessen  möchte  ich  doch  nicht  die  Annahme  wagen,  dafs 
Euklid  die  K^elflächen  in  so  grofser  Allgemeinheit  behan- 
delt hat,  wie  sich  auf  diesem  Wege  ei^eben  würde,  wenn 
die  Ordinate  CD  eine  ganz  beliebige  Richtung  haben  soll. 
Was  mich  hiervon  abhält,  ist  nicht  gerade  der  Umstand,  dafs 
dann  bereits  Euklid  alle  möglichen  Schnitte  auch  an  schiefen 
Kegeln  gekannt  haben  müfste.  Meine  Bedenken  rühren  viel- 
mehr daher,  dafs  dann  bereits  Euklid  die  Kreisschnitte  an 
jedem  Kegel  mit  einem  Kegelschnitt  als  Leitkurve  hätte  müssen 
bestimmen  können.  Denn  um  das  zu  können,  wäre  zunächst 
die  Bestimmung  der  Hauptschnitte  des  Kegels,  die  von  einer 
kubischen  Gleichung  abhängen,  erforderlich  gewesen.  Allerdings 
war  man  nach  meiner  Meinung  bereits  zu  Euklids  Zeit  in  der 
Behandlung  körperlicher  Aufgaben  durch  körperliehe  Örter  wohl 
bewandert;  aber  die  hier  berülirte  Aufgabe  ist  von  zu  grofser 
Bedeutung,  als  dafs  sie  in  der  gesamten  Litteratur  des  Alter- 
tums gar  kerne  Spuren  hätte  hinterlassen  können,  wenn  schon 
Euklid  sie  gelöst  hatte.  Hatte  Euklid  sie  gelöst,  so  würde 
Archimedes  sich  gewifs  damit  begnügt  haben  auf  ihn  zu  ver- 
weisen statt  selbst  Kreisschnitte  in  dem  speciellen  Falle  zu 
bestimmen,  wo  bereits  ein  Hauptschnitt  bekannt  war. 

Wir  gelangen  also  nicht  zu  voller  Klarheit  über  den  Hülfs- 
satz  und  über  den  Satz  bei  Eukhd,  zu  dem  derselbe  gehört. 
Was  wir  über  seine  Beschaffenheit  gesagt  haben,  trägt  indessen 
jedenfalls  dazu  bei  die  Vermutung  zu  stützen,  dafs  Euklids 
beide  Bucher  über  Oberflächenörter  neben  anderen  Unter- 
suchungen auch  solche  über  Örter  enthielten,  die  Cylinder- 
oder  Kegelflächen  waren,  dafs  diese  dargestellt  und  durch  Be- 
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niitzung  der  Darstellung  auf  ebensolche  analytisch-stereometrisehe 
Weise  untersucht  waren  wie  bei  Archimedes.  Der  HüLfesatz 
bestätigt  also  durchaus  die  Vermutung,  dafs  die  Voraussetzungen, 
welche  Archimedes  in  der  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide 
mit  Bezug  auf  methodische  Auffassur^  und  besondere  Vor- 
kenntnisse seiner  Leser  macht,  aus  Euklids  Oberflächenörtem 
zu  entnehmen  waren.  Eben  diese  Voraussetzungen,  auf  die 
wir  schon  hingedeutet  haben,  dürften  deshalb  vielleicht  am 
besten  auf  Einzelheiten  schliefsen  lassen ,  die  in  der  letzt- 
genannten Schrift  enthalten  waren. 

Wenn  man  nun  auf  diesem  Wege  zu  dem  Ei^ebnis  gelangt 
ist,  dafs  Euklid  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  sich  in  seiner 
Schrift  mit  Kegelflächen,  diese  als  geometrische  Örter  aufge- 
fafst,  beschäftigt  hat,  so  wii'd  man  dadurch  auch  auf  eine  Ver- 
mutung über  das  gebracht,  was  Pappus  mit  seinem  zweiten 
Hülfssatz  beahsicht^  hat.  Dieser,  der  uns  bereits  manche 
Dienste  bei  unseren  Untersuchungen  über  die  Bekaimtschaft 
der  Alten  mit  Bremipunktse^enschaften  geleistet  hat,  enthalt 
die  vollständige  Bestimmung  der  Kegelschnitte  als  Örter  für 
Punkte,  deren  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkte  (Brenn- 
punkt) und  einer  gegebenen  Geraden  {der  entsprechenden  Leit- 
linie) in  einem  g^ebenen  Verhältnis  stehen.  Waren  nun  diese 
Örter  zu  Euklids  Zeit  vollständig  bekannt  (was  gerade  aus  dem 
Grunde,  weil  Pappus  es  für  notwendig  gehalten  hat.  Beweise 
für  dieselben  hinzuzuft^en ,  wahrscheinlich  wird),  so  hat  sich 
gleichsam  von  selbst  die  Aufgabe  dargeboten  den  Ort  für 
Punkte  zu  bestimmen,  deren  Abstände  von  einer  gege- 
benen Geraden  und  einer  gegebenen  Ebene  in  gege- 
benen Verhältnissen  stehen. 

Wir  sind  imstande  vollständig  anzugeben,  wie  Euklid  diese 
Aufgabe  gelöst  haben  kann,  wenn  er  «irklich  auf  den  Gedanken 
kam,  sich  dieselbe  zu  stellen.  Durch  den  Hülfssatz  wird  der 
Ort  nämlich  als  eine  K^elfläche  (nach  unserem  Sprachgebrauch) 
bestimmt,  die  den  Schnittpunkt  zwischen  der  g^ebenen  Ge- 
raden und  der  gegebenen  Ebene  zum  Scheitelpunkt  hat  und 
einen  Kegelschnitt  enthält,  der  in  einer  senkrecht  auf  der  gege- 
benen Geraden  stehenden  Ebene  liegt  und  seinen  Brennpunkt 
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in  der  Spur  der  g^ebenen  Geraden  in  dieser  Ebene  hat.  Dafs 
diese  Kegelfläche  wirküch  auch  dem  entspricht,  was  die  Alten 
unter  einer  solchen  verstanden,  hat  durch  Bestimmung  der 
Ki'eisschnitte  bewiesen  werden  müssen.  Da  die  Spitze  des 
K^els  senkrecht  über  dem  Brennpunkt  li^,  so  hat  diese  Be- 
stimmung sieh  etwa  ebenso  wie  bei  Archimedes  ausführen 
lassen,  während  freilich  dieser,  der  einen  allgemeineren  Fall 
behandelte,  sich  nicht  mit  einem  Hinweis  auf  Euklid  begnügen 
konnte. 

Indessen  ist  die  nächstliegende  Ausdehnung  der  in  Pappus' 
zweitem  Hülfssatze  bestimmten  geometrischen  Örter  auf  den 
Raum  die  Bestimraur^  des  geometrischen  Ortes  für  Punkte, 
deren  Abstände  von  einem  g^ebenen  Punkte  und  einer  gege- 
benen Ebene  in  einem  gegebenen  Verhältnis  stehen.  Diese 
führt  zu  den  Umdrehungsflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
einen  Brennpunkt  haben,  oder  zu  denselben,  welche  Arctiiniedes 
unter  dem  Namen  ,Konoide  und  Sphäroide'  untersucht.  Es  ist 
bekannt,  dafs  diese  Untersuchungsmethode  zugleich  ein  frucht- 
bares Mittel  zur  Darstellung  der  Eigenschaften  dieser  Flächen 
abgiebt. 

Chasles  hat  deshalb  mit  gutem  Grunde  die  Vermutung 
aufgestellt,  dafs  EukUds  Schrift  über  Oberflächenörter  ober 
diese  drei  Flächen  gehandelt  hat,  und  auch  ich  würde  dieser 
Vermutung  vor  der  im  Vorhergehenden  festgehaltenen  gewifs 
den  Vorzug  gegeben  haben,  wenn  man  sich  allein  auf  Pappus' 
zweiten  Hülfssatz  hätte  stützen  müssen.  Sollte  es  unrichtig  sein, 
wenn  ich  mit  Tannery  den  ersten  Hülfesatz  dahin  gedeutet 
habe,  dafs  die  Punkte  A  und  B  (Fig.  73)  sich  auf  i 
Linien  bew^:en  müssen,  so  würde  auch  der  erete  J 
nicht  höherem  Grade  auf  E^elflächen  als  auf  irgendwelche 
beliebige  Flächen  zweiter  Ordnung  hinweisen.  Wie  jedoch 
von  den  meisten  Schrittstellern,  die  diese  Frage  später  be- 
handelt haben,  bemerkt  worden  ist,  spricht  ein  Umstand,  der 
von  Ghasles  selbst  zu  Gunsten  seiner  Ansicht  ai^efflhrt  wird, 
erheblich  gegen  dieselbe,  nämlich  Archimedes'  Behandlung 
derselben  drei  Flächen.  Die  ganze  Art  und  Weise  nämlich, 
wie  Archimedes  diese  Flächen,  ihre  Benennung  und  die  zu- 
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gehörigen  Definilionen  einführt ,  deutet  darauf  hin ,  dafs  er 
etwas  neues  darstellt.  Wenn  er  seine  Untersuchungen  auf 
etwas  specielles.  richtet,  nänihch  auf  die  Volumina,  die  von 
diesen  Flächen  und  von  Ebenen  begrenzt  werden,  so  könnte 
das  allerdings  darauf  deuten,  dafs  dieselben  im  voraus  nach 
anderen  Richtungen  untersucht  worden  seien;  war  das  aber 
der  Fall,  so  mufste  Archimedes  sich,  hier  wie  andei-swo,  damit 
begnügen  können  einen  Teil  von  dem,  was  doch  nicht  dem 
eigentlichen  Ziel,  das  er  erreichen  wollte,  angehörte,  als  von 
anderen  Schriftstellern  her  bekannt  anzuführen.  Besonders 
hervorzuheben  ist  es,  dafs  er  von  den  Sätzen,  für  die  er  selbst 
keinen  Beweis  giebt,  nicht  sagt,  dafs  sie  bekannt,  sondern 
dafs  sie  leicht  zu  beweisen  seien. 

Vielleicht  reichen  diese  Umstände  nicht  hin,  um  vollständig 
zu  entscheiden,  ob  Euklid  gar  nichts  über  Umdrehungsfiächen 
zweiter  Ordnung  angeführt  hat;  denn  es  wäi-e  ja  denkbar,  dafs 
Archimedes  das  Material  nicht  genau  in  der  Form,  in  der  er 
es  gebrauchen  mufste,  voi^efunden  habe.  Immerhin  machen 
sie  Ghasles'  Annahme  zu  einer  wenig  wahrscheinlichen,  Ist 
dieselbe  nicht  richtig,  so  deuten  beide  Hülfssälze  auf  eine  Be- 
handlung von  Kegel-  und  Cylinderflächen  hin,  die  nicht  bei 
der  primitivsten  Bestimmung  dieser  Flächen  als  geometrischer 
Örter  stehen  geblieben  ist.  Jedoch  steht  der  Annahme  nichts 
im  Wege ,  dafs  auch  Kugelflächen  in  derselben  Schrift  als 
geometrische  Örter  bestimmt  worden  sind. 

Welchen  Gebrauch  auch  Euklid  von  der  erwähnten  ana- 
lytisch-stereometrischen Darstellung  gemacht  hat:  jedenfalls  hat 
sich  ei^eben,  dafs  Archimedes  diese  Darstellung  mit  so 
grofser  Fertigkeit  benutzte  und  ein  solches  Vertrautseiii  mit 
derselben  bei  seinen  Lesern  voraussetzte,  dafs  man  erwarten 
könnte,  dieselbe  werde  auch  seinen  Nachfolgern  einen  hervor- 
ragenden Nutzen  gewähi't  haben.  Archimedes'  e^ene  Beweisfüli- 
rung  für  die  Bestimmung  elliptischer  Schnitte  läfst  sich  unmit- 
telbar anwenden  auf  alle  möglichen  ebenen  Schnitte  an  allen 
Umdrehungsflächen  zweiter  Ordimng,  wenn  man  nur  den  durch 
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Apüllonius  vervollständigten  Potenzsatz  an  Stelle  der  engeren 
Form  desselben  Satzes  setzt,  die  Archimedes  benutzte.  Das- 
selbe Verfahren  läfst  sich  durch  eine  Wiederholung  benutzen 
für  die  Bestimmung  aller  möglichen  ebenen  Schnitte  an  joder 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wenn  man  dieselbe  nur  durch  die 
Gleichung 

MF  FiM,         '•""^"'1'' 

1 11  teilt  WL  1/1/,  eme  Sehne  eme'^  Kegelschn  ttes  bedeutet, 
die  sich  paialltl  mit  einer  gegebenen  Geladen  bew^t,  P  einen 
Pimkt  diesei  Sehne  und  y  die  Lange  eiiiei  von  P  aus  in 
^^ebener  Richtung  gezcgenen  üidmdte  Bei  einer  hierauf 
gegründeten  Untersuchung  der  Flachen  zweitci  Ordnung  wird 
nun  keinen  emstlithen  Schwiengkeiten  begegnen,  bevor  man 
m  dem  Falle  w  o  die  Ordmaten  mcht  senkrecht  auf  der  Grund- 
flache stehen  die  Hauptschnitte  bestimmen  « ül  Diese  Schwie- 
iigkeiten  sind  indessen  dieselben  welche  '■ich  bei  den  Kegel- 
flachen daibieten  und  zu  deien  Ubeiwmdung  man,  wenn 
dieselbe  auch  Euklid  nicht  ^oU-^tandig  gelang  später  bessere 
Hulfsmittel  eiwiib 

Wenn  wir  dies  nun  angeführt  haben,  um  den  Wirkungs- 
bereich der  beschriebenen  Untersuchui^smethode  zu  zeigen, 
die  Ai'chimedes  mit  vollständ^er  Beherrschung  und  so  vielem 
Glück  anwandte,  so  müssen  wir  uns  beeilen  hinzuzuf^en,  dafs, 
abgesehen  von  ApoUonius'  Untersuchui^en  aller  mögüehen 
Schnitte  an  K^eln,  in  der  überlieferten  Litteratur  sieh  keine 
Andeutung  findet,  dafs  ii^end  ein  späterer  Schriftsteller  des 
Altertums  die  von  Archimedes  betretene  Bahn  weiter  verfo^ 
habe.  Wir  besitzen  durchaus  keine  Mittel,  um  zu  entscheiden, 
ob  die  Zeit  des  Verfalls  eintrat,  bevor  ein  anderer  Forscher 
wahi^enommen  hatte,  dafs  hier  em  Boden  bereitet  sei,  auf 
dem  man  mit  Leicht^keit  neue  und  reiche  Früchte  ernten 
könne,  oder  ob  solche  Arbeiten  vielleicht  entstanden,  aber  ver- 
loren gingen,  weil  sie  z«  hoch  lagen  für  diejenigen  Männer 
des  späteren  Altertums,  denen  wir  die  überlieferten  Schriften 
und  Angaben  über  verlorene  Schriften  aus  der  alten  Zeit  zu 
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verdanken  hahen.  Im  zweiten  Fall  wäre  es  vielleicht  wesent- 
lich der  angesehene  Name  des  Archimedes,  der  die  Schrift  über 
Konoide  und  Sphäroide  vor  dem  Untei^ange  bewahrt  hat. 


Zwanzigster  Abschnitt, 

Archimedes'   Bestimmungen  von  Flächen,  Rauminhalten   und  Schwerpunkten, 


Wie  bekannt  benutzten  die  Alten  den  sogenannten  Ex- 
haustionsbeweis  tim  Resultate  sicher  zu  stellen,  die  man 
jetzt  durch  Infinitesimalrechnung  fmdet.  Zu  allen  Zeiten  hat 
man  die  exakte  Strenge  dieser  Beweisart  bewundert,  und  ich 
brauche  dieselbe  deshalb  hier  nicht  nachzuweisen.  Wenn  man 
gleichzeitig  über  die  grofse  Beschwerlichkeit  derselben  geklagt 
hat,  so  mufs  man  bedenken,  dafs  diejenigen,  welche  in  unseren 
Tagen  die  Principien  der  Infinitesimalrechnung  mit  ausreichender 
Gründlichkeit  darl^en  wollen,  auch  nicht  sonderlich  leichter 
davon  kommen,  ja  zum  Teil  genau  dieselben  Betrachtungsai'ten 
benutzen,  welche  dem  Exhaustionsbeweise  zu  Grunde  liegen'). 
Der  Gebrauch  jedoch,  den  die  Alten  von  ihm  machen,  wird 
dadurch  beschwerlicher,  dafs  sie  den  ganzen  Beweis  bei  jeder 
einzelnen  Anwendung  wiederholen,  während  die  entsprechenden 
Betrachtui^en  jetzt  dazu  dienen,  ein  für  allemal  die  allgemeinen 
Methoden  zu  begründen,  die  sich  dann  hinterher  ohne  die 
in  diesem  Beweise  liegende  grofse  Vorsicht  anwenden  lassen. 

Dieser  wichtige  Unterschied,  der  zeigt,  dafs  Untersuchungen 
über  Infinitesimalgröfsen  nicht  zu  einem  Hülfsmittel  entwickelt 
waren,  welches  in  Jedermanns  Hand  brauchbar  war,  kann 
indessen   kein   grofses  Hindernis  für   diejenigen  Mathematiker 
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abgegeben  haben,  welche  auf  diesem  Gebiete  Sicherheit  genug 
besafsen,  um  die  einzelnen  Anwendungen  der  erwähnten  Be- 
weisfühmng  machen  zu  können.  Diese  konnten  nicht  zweifel- 
haft sein,  welche  Voraussetzungen  erfüllt  werden  mufsten,  damit 
derselbe  Beweis  in  gegebenen  FäUen  durcl^eführt  werden  konnte. 
Da  dieser  Beweis  selbst  einen  rein  demonstrativen  und  gar 
keinen  deduktiven  Charakter  hat,  so  ist  es  weniger  wesent- 
lich, ob  man  denselben  vor  oder  nach  der  Anwendung  der- 
jenigen Zerlegungen  und  Transformationen  führt,  mit  deren 
Hülfe  das  Resultat  gefunden  wird:  ob  man,  wie  jetzt,  diese 
Zerlegungen  erst  benutzt,  nachdem  man  zu  Anfai^  der  Inflni- 
tesimalrechnung  die  Beweise  für  ihre  Anwendbarkeit  geführt 
hat,  oder  ob  man,  wie  es  im  Altertum  der  Fall  gewesen  sein 
mufs,  damit  beginnt,  mit  ihrer  Hülfe  Resultate  und  Gründe  für 
diese  Resultate  aufzusuchen,  und  sich  dabei  stets  dessen  bewufst 
bleibt,  was  erforderlich  ist,  um  hinterher  den  vollständigen  for- 
malen Beweis  aufzustellen. 

Dasjenige  also,  wonach  wir  in  Übereinstimmung  mit  dem 
Zweck  dieser  ganzen  Arbeit  fragen  müssen,  sind  nicht  die 
Formen  des  Exhaustionsbeweises,  sondern  der  Umfang,  in  dein 
die  Alten  die  eben  berührten  deduktiven  Hülfsraittel  kannten 
und  benutzten,  die  der  Art  nach  ganz  mit  denen  überein- 
stimmen, welche  wir  in  unserer  Infmitesimalrechnui^  benutzen. 
AVas  wir  davon  fmden,  würde  —  wenn  wir  von  der  damit 
verwandten  Proportionslehre  im  öten  Buche  Euklids  absehen  — 
unter  die  Bestimmung, von  Tangenten,  unter  die  An- 
wendung konvergenter  unendlicher  Reihen  und  unter 
die  Anwendung  von  Integrationen  gehören,  selbstver- 
ständlich jedoch  ohne  dafs  die  beiden  letzten  Begriffe  aufgestellt 
worden  wären. 

Für  die  Benutzung  der  Infimtesimalmethode  zur  Bestim- 
mung von  Tangenten  haben  wir  in  dieser  Arbeit  keine 
Verwendung,  da  diese  Bestimmung  liinsichtlich  der  Kegelschnitte, 
wie  wir  (S.  Slff.)  gesehen  haben,  auf  den  Diorismus  der  qua- 
dratischen Gleichui^  gegründet  wurde.  Wir  haben  femer  nach- 
gewiesen, wie  andere  Aufgaben  über  Berührung  und  über  die 
Bestunmung  von  Maximis  und  Mininiis  bei  den  Alten  auch  an 
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die  Diorismen  körperlicher  Aufgaben  angeschlossen  wurden. 
Bei  Archimertes  findet  man  dagegen  eine  Bestimmung  einer 
Tangente,  nämlich  der  Tangente  einer  Spirale,  welche  sehr 
genau  mit  der  Art  und  Weise  übereinstimmt,  wie  die  Diffe- 
rentialrechnung Tangenten  an  Kurven,  die  auf  Polarkoordinaten 
bezogen  sind,  bestimmt.  Hier  ist  indessen  durchaus  nicht  von 
etwas  allgemeinem  die  Rede,  und  der  grofse  Apparat,  den  die 
exakte  Beweisführung  verlaugt,  erhält  nur  diese  eine  Anwen- 
dung in  der  uns  überlieferten  griechischen  Geometrie. 

Gröfseres  Interesse  beansprucht  die  mit  der  jetzigen  voll- 
kommen gleichartige  Anwendung  des  Hülfsmittels,  welches  wir 
konvergente  unendliche  Reihen  nennen,  auf  unter  ein- 
ander verschiedene  Untersuchungen.  Hierhin  gehören  bei  Euklid 
(XII,  2  und  5)  die  Beweise  dafür,  dafs  die  Flächen  zweier 
Kreise  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien,  und  zwei  dreiseitige 
Pyi'amiden  mit  derselben  Höhe  sieh  wie  die  Grundflächen  ver- 
halten. Die  vollkommene  Übereinstimmung  zwischen  den  Be- 
weisen, die  wahrschemhch  vonEudoxus  herrühren,  ebensowohl 
wie  die  unmittelbare  Zusammenstellung  von  Anwendimgen  auf 
verschiedenen  Gebieten  zeigen ,  dafs  man  sich  vollkommen  be- 
wufst  war,  dafs  die  beiden  Beweise  auf  demselben  Piincip 
aufgebaut  sind.  Dieses  Princip,  das  jedoch  nicht  ausgesprochen 
wird,  läfst  sich  nach  modemer  Ausdrucksweise  vollkommen 
genau  folgendennafsen  ausdrücken:  warn  zwei  Reihen  von 
Näherungswerten,  die  in  einem  konstanten  Verhältnis  stehen, 
bestimmte  Grenzwerte  haben,  so  stehen  diese  in  demselben 
Verhältnis.  Diese  Beweise,  unter  welche  wir  die  Beweise  füi' 
Satz  1  nebst  3  und  4  desselben  Buches  mit  einbegriffen  denken 
wollen,  haben  den  Zweck,  einmal  in  jedem  der  beiden  Fälle 
die  Richtigkeit  dieses  gemeinschaftlichen  Princips  zu  zeigen, 
und  zweitens  den  vollkommen  exakten  Nachweis  zu  führen, 
dafs  alle  Voraussetzungen,  namentlich  das  Konvergieren  gegen 
die  angegebenen  Grenzen,  wirklich  vorhanden  sind. 

Im  ersten  Falle  werden  die  Näherungswerte  der  Kreise 
durch  einbeschriebene  Polygone  dargestellt,  deren  Seitenzahl 
beständig  verdoppelt  wird.  Wenn  man  will,  so  kann  man 
dieselben    als  Reihen  betrachten,    deren   Glieder   die   Summen 
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der  Dreiecke  sind,  welche  bei  jeder  neuen  Verdoppelung  Inn- 
zugefügt  werden  müssen.  Jeder  Kreis  wird  dann  in  Wirklich- 
keit als  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  beti'achtet,  welche 
man  erhält,  wenn  man  die  Verdoppelung  der  Seitenzahl  bis 
ins  Unendliche  fortsetzt. 

Diese  Betrachtungsweise  wird  direkter  auf  die  dreiseitigen 
Pyramiden  angewandt.  Jede  von  diesen  wird  nämlich  in  2 
Pyramiden  und  2  Prismen  zerlegt,  alle  mit  einer  Grundfläche, 
die  ein  Viertel  der  Grundfläche  oder  einer  Seitenfläche  der 
gegebenen  Pyramide  beträgt,  und  mit  der  halben  dazu  ge- 
hörigen Höhe.  Werden  die  neuen  Pyramiden,  die  den  gege- 
benen ähnlich  sind,  wieder  auf  dieselbe  Weise  zerlegt,  so 
entstehen  vier  neue  Prismen  mit  halb  so  gi'ofsen  Längen- 
dimensionen wie  die  beiden  ersten.  Die  nächste  Zerlegung  giebt 
wieder  8  Prismen  u.  s.  w.  Da  nun  ausdrücklich  der  Beweis 
dafür  geführt  wird,  dafs  bei  Fortsetzung  des  Verfedirens  das  an 
der  Pyramide  Fehlende  kleiner  gemacht  werden  kann  als  jede 
gegebene  Grenze,  so  wird  die  Pyramide  wnklich  durch  eine 
—  wie  wir  sagen  —  konvergente  unendliche  Reihe  dargestellt, 
deren  Glieder  aus  den  Summen  der  Prismen  gebildet  wei'den, 
welche  bei  jeder  neuen  Zerlegung  des  Restes  entstehen.  Der 
Beweis,  dafs  die  Pyramiden  den  Grundflächen  proportional 
sind,  beruht  auf  der  Proportionalität  der  einander  entspre- 
chenden Glieder  der  beiden  Reihen,  welche  die  Pyramiden 
darsLellen. 

Obgleich  Euklid  sich  mit  dieser  Anwendung  der  Reihen 
begnügt  und  für  die  weitere  Bestimmung  des  Inhaltes  einer 
Pyramide  die  bekannte  Teilung  eines  dreiseitigen  Prismas  m 
drei  Pyramiden  benutzt,  so  kann  es  doch  wegen  des  Vergleichs 
mit  dei'  einen  Bestimmung,  welche  Ar  chimedes  für  die  Fläche 
eines  Parabelsegmentes  giebt,  von  Interesse  sein  anzufühi-en,  dafs 
die  zur  Darstellung  einer  Pyramide  benutzte  Reihe,  wenn  man 
nur  die  im  voraus  bekannten  Sätze  über  Prismen  benutzt,  fol- 
gende geometrische  Reihe  wird: 

"(1-^+1^  + ). 

wo  n  ein  Prisma  mit  derselben  Grundfläche  und  Höhe  wie  die 
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Pyramide  bedeutet.     Dieselbe  unendliche  Reihe  benutzt   und 
summiert  Ärchimedes. 

Das  Volumen  der  Pyramide  Hefse  sich  auch  auf  eine  Weise 
bestimmen,  die  mit  der,  durch  welche  Ärchimedes  den 
Schwerpunkt  des  Parabeisegmentes  findet ,  Ähnlichkeit  hat. 
Dann  müfste  man  zuerst  aus  der  hier  angewandten  Auflösung 
geschlossen  haben,  dafs  es  zwischen  den  Pyramiden  und  Pris- 
men mit  derselben  Grundfläche  und  Höhe,  welche  bei  der 
Zerlegung  entstehen,  ein  konstantes  Verhältnis  giebt.  Nennt 
man  dieses  x,  so  erhält  man  oiTenbar 

X  =  \-T  \x  oder  x  =  \. 
Unter  den  die  Parabelsegmente  betreffenden  Bestim- 
mungen, welche  ich  durch  diese  Bemerkungen  vorbereitet  habei 
ist  diejenige,  welche  sich  auf  die  Fläche  des  Parabelsegmentes 
bezieht,  die  zweite  von  denen,  welche  sich  in  Ärchimedes' 
Schrift  über  die  Quadratur  der  Parabel  [18—24]  finden. 
Ärchimedes  selbst  nennt  sie  die  geometrische  im  Gegensatz 
zu  der  sogenannten  mechanischen,  die,  wie  er  selbst  sagt, 
ihn  zuerst  zum  Ziele  führte,  die  wir  aber  erst  hinterherher  be- 
sprechen wollen. 

In  das  Segment  ABC  (Fig.  74)  wird  das  Dreieck  ABC 
beschrieben,  dessen  Spitze  B  auf  dem  zur  Sehne  AC  gehörigen 


Durchmesser  BD  liegt.  In  die  abgeschnittenen  Segmente  wer- 
den Dreiecke  AEB  und  BFC  von  gleicher  BeschalTenheit  be- 
schrieben; EG  und  FH  sind  die  entsprechenden  Abschnitte 
der  Durchmesser.     Da  DA  =^  "IIE  ist,  wo  IE  die  zum  Durch- 
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messer  BD  gehörige  Ordinate  von  E  bedeutet,  so  ergiebt  sich, 
t.Ms  BI=\BD,  miWAn  EG  ^  ID—  \BD  ^  \BTJ.  Ebenso 
ist  FH  =  {BD,  woraus  wiederum  folgt,  dai's 

AAEB+  ABFC  =  il,ABC. 
Bescbreibt  man  nun  wieder  in  jedes  der  vier  Segmente  AE, 
EB,  BF  und  FC  ein  Dreieck  von  gleicher  Beschaffenheit,  so 
wird  jedes  von  ihnen  ^  von  jedem  der  eben  erwähnten,  ihre 
Summe  also  gleich  Q)'.  AABC.  Fährt  man  auf  diese  Weise 
fort,  so  wu:d  jedesmal  die  Summe  der  neuen  Dreieelte  ein 
Viertel  von  der  Summe  der  eben  vorher  benutzten  wei'den. 
Es  wird  also 

Segment  ABC  =  [l +^-f  ^-f  ...)  A  ^BC  =  -J-A^BC. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dafs  Archimedes  bei  Anwen- 
dung höherer  Grenzen  einen  exakten  Beweis  dafür  führt,  dafs 
die  Reihe  gegen  die  beiden  Werte  konvei^iert,  deren  Gleichheit 
auf  diesem  Wege  gefunden  wird. 

Diese  Bestimmung  beruht  der  Hauptsache  nach  darauf, 
dafs  die  Zerlegung  des  Parabelsegmentes  in  Dreiecke  voükom- 
men  unabhängig  von  dessen  eigener  Gestalt  und  GrOfse  ist. 
Diese  Bemerkung  gut  indessen  nicht  nur  für  die  Gröfsenver- 
hältnisse  der  successiven  Dreiecke,  sondern  auch,  mit  Rücksicht 
auf  die  Beziehimgen ,  welche  bei  Schwerpunktsbestimmungen 
in  Betracht  kommen,  für  ihre  gegenseitige  L^e.  Der  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  ABC  teilt  die  Linie  BD  nach  einem  ganz 
bestimmten  Verhältnis,  nämlich  2:1;  nach  demselben  Ver- 
hältnis teüen  die  Schwerpunkte  der  gleich  grofsen  Dreiecke 
AEB  und  BFC  die  Linien  EG  und  FH.  Der  Schwerpunkt 
für  die  Summe  dieser  Dreiecke  fallt  auf  BD  und  teilt  diese 
Linie  nach  einem  ganz  bestimmten  Verhältnis.  Da  ferner  das 
Verhältnis  zwischen  den  Flächen  von  AABC  und  von  £iAEB 
-\-  ABFC  ein  bestimmtes  ist,  so  teilt  auch  der  Schwerpunkt 
für  die  Summe  aller  3  Dreiecke  BD  nach  einem  ganz  be- 
stimmten Verhältnis.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  die 
vier  Di'eiecke  hinzufi^,  die  in  die  Segmente  AE,  EB,  BF,  FC 
beschrieben  werden,  ferner  wenn  man  die  acht  folgenden  hin- 
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zufügt  11. S.W.  Der  Schwerpunkt,  der  sich  auch  dadurch  be- 
stimmen läfsl,  dafs  man  die  euibeschriebene  Figur  in  Trapeze 
zerlegt,  deren  Grundlinien  AO  parallel  sind,  mrd  sich  auf  SD 
mehr  und  mehr  von  D  entfernen;  aber  das  A'erhältnis,  nach 
dem  derselbe  BD  teilt,  hängt  ausschhefslich  davon  ab,  wie 
weit  man  in  der  Hinzufügung  von  Dreiecken  geht,  und  ist 
unabhängig  von  der  Beschaffenheit  des  Parabelsegmentes,  von 
dem  man  ausgegangen  ist.  Da  man  in  der  Hinzufügung  von 
Dreieclcen  so  weit  gehen  kann,  wie  man  will,  so  ergiebt  sich, 
dafs  der  Schwerpunkt  eines  Parabelsegmentes  auf 
dessen  Durchmesser  liegt,  und  dafs  die  Stücke,  in 
welche  die  Durchmesserabschnitte  zweier  Parabel- 
segmente von  den  Schwerpunkten  der  Segmente 
geteilt  werden,  proportional  sind. 

Ist  S  der  Schwerpunkt  des  Parabelsegmentes  ABC  und 
wird  BD  von  GH  m  0  geschnitten,  so  wird  nach  dem  eben 
angegebenen  Hülfssatz  der  Schwerpunkt  N  für  die  Summe  der 
Segmente  AEB  und  BFC  bestimmt  durch  ON'  =  -^DS,  da 
wie  oben  bewiesen  GE  =  HF  =  Ji>B.  Ist  femer  T  der 
Schwei'punkt  des  Dreiecks  ABC,  so  mufs 

TS  =  JiSN 
sein,  da  das  Dreieck  ABC  dreimal  so  grofs  ist  wie  die  Summe 
der  kleinen  Segmente.    Setzt  man  nun  DS^x  und  DB  =  c, 
so  erhält  man,  da  DT  -^  ^c  und  DO  =  ^e, 

x  —  lc  =  l{lc  —  x  +  lx)  ^ic  — i^r  =  t\c  —  -\(x-:^c), 
woraus  x — ^-c  =  j^v, 

dadurch  ist  S  bestimmt. 

Diese  algebraische  Bestimmung  ist  eine  möglichst  treue 
Wiedergabe  von  Ärchimedes'  eigener  Bestimmung,  die  sich  in 
seinem  zweiten  Buche  über  das  Gleichgewicht  ebener  Figm-en 
[8]  findet.  Nur  sind  bei  ihm  wie  gewöhnlich  die  Abstände 
von  verschiedenen  Punkten  der  Linie  BD  aus  gerechnet.  So 
führt  Arciiimedes,  statt  den  Ausdruck  ^{^c  —  x-{-  \x),  der  ja 
nur  eine  andere  Form  für  iSN  ist,  in  ^c  —  -\-x  umzuformen, 
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einen  Funkt  K  auf  der  Linie  BD  in  die  Figur  ein,  der  dadurcli 
bestimmt  ist,  dafs  BK  =  :lBD,  also  KO  =  ^BD,  KN  = 
^c  —  {x  oder  SN  =  ZNK. 

Auch  den  Gedankengang,  der  Arcliimedes  zu  dem  vorlier- 
geiiannten  Hülfssatz  geführt  hat,  glaube  ich  genau  so  wieder- 
gegeben zu  haben,  wie  derselbe  sich  teils  aus  der  Verwendung, 
die  Ärchimedes  von  ihm  macht,  teils  aus  der  vorangehenden, 
Beweisreihe  [2 — 7]  ei^ebt.  Eine  direkte  Darstellung  der  Be- 
weisreihe würde  nicht  dasselbe  geleistet  haben;  denn  einmal 
hat  Ärchimedes  wie  gewöhnlich  nicht  die  Absicht  gehabt  in 
dieser  den  leitenden  Gedankei^ai^  darzustellen,  welcher  der 
Beweisführung  vorangehen  mufste,  sondern  er  hat  auf  unan- 
fechtbare Weise  das  dadurch  gewonnene  Resultat  beweisen 
wollen,  und  zweitens  inufs  der  Text  hier  eine  grohe  Entstel- 
lung erfahren  haben.  Derselbe  nennt  und  beweist  in  Wirklich- 
keit nicht  den  von  uns  angeführten  schönen  Hulfssntz,  welcher 
hinterher  in  der  oben  wiedergegebenen  schliefshchen  Bestmimmig 
des  Schwerpunktes  benutzt  wird,  sondern  nur  den  Satz,  dal«! 
die  Schwerpunkte  zweier  ähnlichen  Parabelsegmente  ihie 
Durchmesserabschnitte  in  proportionale  Teile  teilen  Es  hegt 
auf  der  Hand,  dafs  ein  Schriftsteller,  der  den  allgemeinen  Salz 
über  zwei  beliebige  Parahelsegmente  kennt  und  anzuwenden 
versteht,  nicht  geglaubt  haben  kann  sich  mit  dem  über  z\iei 
ähnliche  Parahelsegmente  begnügen  zu  dürfen.  Die  Unfrucht- 
barkeit desselben  sprii^  in  die  Augen,  wenn  man  bedenkt,  dafs 
die  Schwerprmkte  von  zwei  beliebigen  ähnhchen  ebenen  Figuren 
ebensowohl  einander  homolog  sind.  Die  angeführten  Beweise 
des  ausgesprochenen  Satzes  passen  nicht  auf  beliebige  ähnliche 
Figuren,  sind  aber  in  allem  ivesentlichen  auf  zwei  ganz  belie- 
bige Parabelsegmente  anwendbar. 

Man  raufs  deshalb  annehmen ,  entweder  dafs  diese 
Beweise  in  Wirklichkeit  von  Ärchimedes  für  zwei  beliebige 
Parabelsegmente  geführt  worden  sind,  dafs  aber  seine  Aus- 
drücke ,  Behauptungen  und  Figuren  von  einem  ängstlichen 
Herausgeber,  der  nicht  die  Tragweile  seiner  Begründung  und 
deren  spätere  Anwendui^  verstand,  so  verändert  wurden,  dafs 
nur  noch  von  ähnlichen  Segmenten  die  Rede  war,  oder  dafs 
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ein  wichtiger  Teil  des  Textes  ausgefallen  ist').  Dieser  kann 
flbrigens  sehr  wohl  ganz  kurz  gewesen  sein  und  die  Bemerkung 
enthalten  haben,  dafs  dieselben  Beweise,  welche  für  ähnliche 
Parabelsegmente  geführt  wai-en,  sich  auch  für  beliebige  Parabei- 
s^mente  führen  liefsen.  Archimedes  b^nnt  nämlich  durch- 
gehende mit  den  niehi'  speciellen  Fällen  und  schliefst  seine 
allgemeine  Begründung  an  diese  an. 

Wir  wollen  uns  nicht  bei  Archimedes'  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  eines  zwischen  zwei  Parallelen  abgeschnittenen 
Parabelstreifens  aufhalten.  Das  Interesse  näraUch,  welches  sich 
hieran  knüpft,  ist,  wenn  der  Schwerpunkt  des  Segmentes  erst 
bestimmt  ist,  wesentlich  statischer  und  algebraischer  Natur. 

.  Während  die  letzgenannte  Untersuchung  keine  absolute 
Übereinstimmung  mit  der  modernen  Benutzung  unendlicher 
Reihen  darstellt,  stimmen  die  bei  Archimedes  vorkommenden 
Bestimmungen  von  Flächen  und  Volumina  durch  Zerl^mg  in 
Teile,  die  alle  beliebig  klein  werden  können,  vollkommen  genau 
mitdei  Beieihnung  dei-ielbenduichintegi  ^tion  überein.  Dafs 
die  Anzahl  dei  Teile  '-o  giofs  gemacht  werden  kann,  dafs  die 
Summe  ihi er  Abweichungen  vonGiofsen  deien  Summe  man  be- 
rechnen kann  klemer  wird  als  eme  beliebige  gegebene  Grenze, 
ist  namlich  dieselbe Betiachtung  ■weiche  uns  m  der  Int^ralrech- 
nung  erlaubt  eine  Giolse  als  eine  Summe  \on  unendUch  vielen 
unendlich  kleinen  Giof&en  zu  berechnen  Aichimedes  wendet 
alleulmgs  nur  eine  «ehr  begrenzte  Anzahl  hierher  gehöriger 
allgemeinen  batze  oder  —  wie  es  bei  unmittelbarer  tjbersetzung 
in  die  Teimmologie  dei  Gegenwart  heifsen  müfste  —  Integra- 
tionsformein  an  (n-imentlich  (4)  und  (5)  im  Folgenden);    aber 


I  Im  Qleileferten  Text^  Heibigs  \i=^ale  BJ  II  8.301,3,  winl,  was 
liier  voUkomn  en  üerflussig  ist  \  orausgeaetzt  daXs  dei-  Satz,  weicher 
in  dei  ganzen  Beweisiethe  lüi  ähnliche  Segmente  bewiesen  wird,  für 
ntei  gleich  giolae  abei  mcht  Bhnhche  Segmente  bekannt  sei.  Viel- 
leicht konnte  diesei  Umstand  darauf  hindeiten  dafs  Archimedes  zu 
dem  allgemeinen  Satze  daduich  gelangt  ist  dafa  er  den  Satz  zuerst  für 
gleich  grof  e  und  darauf  für  ähnliche  'iegmente  bewies.  So  wie  diese 
Stelle  hier  steht  ist  sie  ein  ferneiei  Beweis  füi  die  Mifshandlung,  die 
iei    IX  ir'lTi„lifhp  Te\t  erl  tfen  1  iben  nif 
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da  er  dieselben  auf  ganz  vei'schiedene  Aufgaben ')  anwendet, 
die  teilweise  umgefoi-mt  werden  müssen,  damit  dies  geschehen 
kann,  so  giebt  er  deutlich  zu  erkennen,  dafs  er  sie  als  allge- 
meines Hülfsmittel  betrachtet.  Archimedes,  der  diese  Sätze 
einzeln  und  vollständig  begründet,  hat  also  einen  soliden  Grund 
für  die  Integralrechnung  gel^t  und  auf  diesem  Grmide  ist  sie 
auch,  wie  wir  später  zeigen  werden,  wirkhch  in  der  neueren 
Zeit  aufgebaut. 

Übersetzen  wir  die  Umformungen  von  Quadraturen  und 
Kubaturen  in  Summierungen,  welche  sich  bei  Archimedes 
finden,  in  die  moderne  Zeichensprache,  so  können  wir  sagen, 
dafs  er,  von  der  foi'malen  Aufstellung  abgesehen,  folgende 
Integrale  kannte  und  anwandte:   erstens 

a[kdx  (1) 


als  Ausdruck  Kir  eine  Fläche,  bei  welcher  auf  der  der  1 
X  entsprechenden  Ordinate  die  Sehne  h  abgeschnitten  wird, 
während  a  und  b  die  Grenzwerte  für  x  sind  und  a  eine  Kon- 
stante, welche  von  dem  Winkel  zwischen  Abscissen  und  Ordi- 
naten^)  abhängt;   zweitens 

rÄAdx  (2) 

als  Ausdruck  für  ein  Volumen,  bei  dem  auf  der  durch  einen 
gewissen  Wert  von  x  bestimmten  Ebene  die  Fläche  A  abge- 
schnitten wird.  Des  Zusammenhangs  wegen  wollen  wir  noch 
hinzufügen,   dafs  Archimedes   in   der  Schrift  über  die  Spiralen 

')  Heimite  sagt  in  Jei  Einlcituiy:  zu  seiaem  ^Oours  d'Analyse  de  Tficole 
Poljtechnique"  Cest  lappheation  rifiitie  de  ces  memes  propriStSa  qui 
eonsttftie  ee  qu  on  noinme  la  mefhode  infmitesimale, 

')  Man  hat  za  beachten  dafs  die  Alten  in  ihren  geometrischen  Sätzen 
nicht  das  Veihfiltnis  von  Stieeken,  Flächen  oder  Rauminhalten  zu 
einer  im  voiaus  angenommenen  Einheit  angeben,  sODdem  nur 
ihr  VerhaltniB  zu  einandei  bestimmen  oder  homogene  Gleichungen 
zwischen  ihnen  eutsMcteln  In  im''erei  Dar=te!lung  messen  wir  also, 
wenn  die  Kooidmaten  nicht  rechtniniliK  sind  einen  Faktor  a  hinzu- 
ftigen  dei  nicht  m  den  Bestimmungen  der  Alten  vorkommt,  da  er  den 
triöfjen  gemeinsam  ist   deien  Veihältni'i  bestimmt  «iid 
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die  Formel  für  die  Bestimmung  des  Flilciieninhalis  l)ei  Polyr- 
koordinaten : 


auf  die  genannlen  Kurven  anwendet,  für  die  jedoch  —  =^  -— 

konstant  ist').  Ferner  besitzt  Archimedes,  da  er  den  Satz 
über  das  statische  Moment  kennt,  dasselbe  Mittel  wie  die 
moderne  Mathematik,  um  die  Bestimmur^  der  Entfernui^  des 
Schwerpunktes  von  einer  Ebene  oder  einer  Linie  auf  Inte- 
grationen zurückzuführen.  Die  wichtigste  von  allen  seinen 
Integrationen,  die  Berechnung  der  Kugeloberfläche  durch 
Umformm^en,  die  aus  unseren  Elenientarbüchem  bekannt  sind, 
li^  uns  hier  feiner. 

Für  die  weitere  Berechnung  stehen  Archimedes  vor  allem 
die  Sätze  zu  Gebote,  welche  folgenden  Integraüonsformeln  ent- 
sprechen : 

\xdx  ^-=   i.r5  (4) 


y^lx  =\<:K  (5) 

Dieselben  werden  selbständig  aufgestellt,  der  erste  in  der  Ein- 
leitung zu  der  Schrift  über  Konoide  und  Sphäroide '),  der  zweite 
in  einem  KoroJlar  zu  Satz  10  der  Schrift  über  die  Spiralen^), 
und  würden  in  mehr  unmittelbarer  Übertragung  folgende  For- 
men annehmen: 

A  _^  2/,  -f  3/,  4  . .  .  -f  nh  >  -'-  /(  I 


fi  -f  2A  -f-  3A  -!-...  +  (»-  1)  ft  <  -^-  b"- 


(4  b) 


')  Bei  Arcliimedea  kommt,  da  er  ilas  VeiMltnis  der  Fläclie  v.m  eiiiei 
Kreise  bestimmt,  der  Faktor  i  eheiisoweiii-f  vor  nie  dev  Faktor  .;  i 
(1)  und  (2). 

')  Au?g.  w.  Heibei^,  I,  S.290. 

')  Ausg.  T.  Heiliei-g,  !!,  S,  40  ff. 
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s' +  (ä;,)>  + (3*)' +  ...  +  (»*)'> -3- 

*<  4-  (9*)<  +  (34)'  +  . . .  +  ((»-!)*)■  <  T*'- 1 


(3  b) 


Bei  dem  ersten  Satze  bemerkt  Archiniedes ,  dafs  der  Beweis 
leicht  sei:  die  Richtigkeit  desselben  folgt  auch  aus  den  Aus- 
di'ücken  für  die  beiden  Summen,  welche  im  Altertum  unter 
dem  Namen  „Dreieckszahlen"  bekannt  waren.  Die  Richtigkeit 
des  zweiten  Satzes  folgt  aus  der  Gleichung 

3  [h^  -\-  (Uy  +  (3Ä)«  -f  . . .  +  ("/')*] 
=  (n  +  i)  {«Ä)=  -Jrh(k  +  M-\-Sk  +  ...  +  nh), 
die    in    demselben  Satz  10   über   die  Spiralen    aufgestellt    und 
bewiesen  wh-d.    Um  hieraus  auch  die  letzte  Ungleichheit  {5  b) 
m  erhalten,  hat  man  nur  die  letzte  Ungleichheit')  in  (4b)  zu 
benutzen  und  zu  beachten,  dafs 


nin-iy- 


-<n^ . 


IUI-,  iiLinnedes  die  Ungleicliheiten  (4b)  und  (5b)  auf 
dieselbe  Vi  ei'se  benutzen  konnte  wie  wJr  die  Integrale  (4) 
und  (j)  gebrauchen     ergiebt   ^ich     wenn  iiian   h  =  dx    und 


')  Dei  Umstand    daf    de    genaue  A    d-uct  - 


>-l    1  i 


It  le 


nutzt  wird  oder  nicht  beieit'.  be     tzt     t    un  den  Äu&druck  [lil  er  d  e 
Spiralen  10]  fiir  die  Summe  der  Quad  ate  de    Gl  eder  z     rei  ce  e 
hat  hei  Cantor  (Vorlesungen    S  i&t)  en^en  Zwefel  wac!    gerufea 
ot  Archnmede'i  direkte  Kenatnia  von  der  Fora    hesafs    unter  de      1 
die   '^umme   einei    anthmetischen   Reil  e  be  echnen      D  e  e    Zwe  fei 
eraehemt  mii  uabegrlndet    wenn  n  an  bedenkt     ennal  dafs  A  cl 
n  edes  hier  nur  \erviendimg  fi     de  Ui^le   hhelen  hat  unl  z  ve  ten. 
lar-,  die  E  Qfuhrung  jeaes  Ausd  ucks     hm  das  Aussprechen    l 
ba.ties  10  duichaus 


d  d  &s  11      1      h   J 


nn-erer  Zeichenspiache 
vereiDfacht   —  Zu  bemerken  1  t        h    d  f 
lechnung  dei  Summe    1er  Qu  d    t  B 

deutet    dafs  die  Alten  den  Au  dni  k  n     1     is 
dieselbe  Weise  gefunden  hate  j  t  t 

metrischer  Dai>.tellung 


i   A      tr     k 


t^fi 
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nh  =  e  setzt.  Neben  diesen  benutzt  er,  wie  sich  aus  den 
Anwendungen  ei^eben  wird,  auch  einige  von  den  Inlegrations- 
prlncipien,  die  am  unmittelbarsten  dei'  Auffassung  der  Integrale 
als  Grenzen  fiär  Summen  entsprechen.  Auch  diese  werden 
zum  Teil  unabhängig  von  den  geometrischen  Anwendungen  auf- 
gestellt. 

Es  könnte  den  Anschein  haben,  als  ob  eine  wen^er  direkte 
Ableitung  den  Alten  näher  gelegen  habe  als  die  selbständige 
Aufstellung  und  Anwendung  der  den  Integrationsformeln  (4) 
und  (5)  entsprechenden  Relationen. (4  b)  und  (5  b).  Die  in  den 
Foraieln  (1)  und  (2)  ausgedrückten  Bestimmungen  von  Flächen 
und  Rauminhalten  lassen  sich  nämlich  auch  auf  Dreieck  und 
Pyi'amide  anwenden.    Die  im  voraus  bekannten  Ausdrücke  für 

diese  werden  dann  die  Bestimmungen  von  \xdx  und  \x'^dx 


geben.  Traf  man  dami  bei  anderen  Untersuchungen  auf  diese 
Integrale,  so  konnte  man  sie  mit  der  Fläche  eines  Dreiecks 
oder  dem  Volumen  einer  Pyramide  vertauschen. 

Diese  indirekte  Bestimmung  liegt  der  direkten  Aufstellung 
von  (4  b)  und  (5  b)  nicht  so  fem,  wie  die  moderne  Darstellur^ 
vermuten  lassen  könnte.  Das  ei'giebt  sich,  wenn  man  beachtet, 
dafs  die  benutzten  Summen  von  den  Alten  als  Dreiecks- 
zahlen und  Pyramidalzahlen  dargestellt  werden.  Die 
angeführte  Vertauschung  fmdet  ausdrückliche  Anwendung  in 
dein  neuen  Beweise  für  Archimedes'  Bestimmung  der  Fläche 
des  ersten  Umganges  einer  Spirale,  welcher  sich  in  Pappus' 
viei-tem  Buche')  findet.  In  diesem  Beweise  nämlich  wird  das 
Integral  (5)  dadurch  vermieden,  dafs  durch  Operationen,  die 
den  Formeln  (3)  und  (2)  entsprechen,  gezeigt  wird,  dafs 
die  Fläche  in  einem  bekannten  Verhältnis  zu  dem  Volumen 
eines  K^els  steht.  Auch  Archimedes  weist  bei  einer  An- 
wendung des  Integrals  (4)  in  Satz  21  der  Schrift  über  Konoide 
und  Sphäroide  deutlich  auf  dessen  Zusammenhang  mit  der 
Dreiecksfläche  hin.  Das  geschieht  durch  eine  bei  der  Darstel- 
lung benutzte  Hülfslinie  AB. 

')  Aiisg,  V.  Hult?ch,  .S.536. 
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Archimedes  benutzt  auch  andere  Übürtragiiiigen  von  der- 
selben Art  wie  die  hier  beschriebene.  So  werden  wir  gleich 
sehen,  dafs  die  Fläche  der  Ellipse  durch  die  des  Kreises  aus- 
gedräckt  wird,  und  im  folgenden  Beispiele  wendet  Archimedes 
die  im  voraus  bekannte  Lage  des  Schwerpunktes  eines  Dreiecks 
bei  seiner  ersten  Bestimmung  der  Fläche  eines  Parabelsegmentes 
an.  Die  Integration ,  welche  er  dadurch  vermeidet ,  würde 
übrigens  gleichbedeutend  sein  mit  derjenigen,  die  er  an  einer 
anderen  Stelle,  nämlich  bei  der  Berechnung  des  Volumens  eines 
EUipsoids,  auf  Anwendungen  der  Int^rale  (4)  und  (5)  zurück- 
führt; wahrscheinlich  kannte  er  aber  damals  noch  nicht  das 
Integral  (5).  Ein  bekanntes  und  sehr  umfassendes  Mittel  zur 
Übertragung  von  Integrationsresultaten  von  einem  Gebiete  auf 
ein  anderes  Ist  der  später  als  Guldinsche  Regel  bezeich- 
nete Satz,  der  sich  bei  Pappus')  findet. 

Nun  wollen  wir  die  Anwendungen  auf  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  und  auf  Flächen  zweiter  Ordnung  anfuhren,  die 
Archimedes  von  den  zusammengestellten  Prineipien  macht. 
Wir  beginnen  mit  seiner  Anwendung  der  Formel  (1)  zur  Be- 
stimmung der  Fläche  der  Elhpse.  Er  konstituiert  einen  Kreis 
über  der  einen  Axe  a  als  Durchmesser.  Wir  wollen  annehmen, 
dafs  die  Abscissen  auf  dieser  gerechnet  werden ,  imd  dafs  der 
Kreis  auf  der  Senkrechten  auf  dieser  Axe  die  Sehne  k^  ab- 
schneidet, während  die  Ellipse  auf  derselben  Senkrechten  die 
Sehne  k  abschneidet.  Ist  nun  b  die  zweite  Axe,  so  erhält  man 
[über  Konoide  und  Sphäroide  4]  für  alle  Werte  von  x: 

[kdx 
A  =,    ^  _    fcrf^  ^  J^^_  Ellipse 

a    ~   kf   ~  k^dx  '^  ^  '^'    Kreis"  ' 

In  den  folgenden  Sätzen  [5—6]  werden  hieraus  Ausdrücke 
abgeleitet  für  das  Verhältnis  zmschen  den  Flächen  einer  El- 
lipse und  eines  beliebigen  Kreises  oder  zwischen  zwei  Ellipsen, 


')  Au^.  V.  Hultsth,  S.  6 
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im  besonderen  der  Satz,  dafs  älmiiche  Ellipsen  sich  wie  die 
Quadrate  über  den  grofsen  oder  über  den  kleinen  Axen  ver- 
halten. Es  ist  klar,  dafs  Archimedes  ebenso  leicht  ein  Segment 
hätte  bestimmen  können,  das  von  einer  auf  der  Axe  senk- 
rechten Sehne  begrenzt  wird,  oder,  bei  Benutzui^  schiefwink- 
liger Koordinaten,  ein  von  einer  beliebigen  Sehne  begrenztes 
Segment.  Der  Gedanke  hieran  kann  ihm  auch  nicht  fern 
gelten  haben,  da  er  die  entsprechenden  Bestimmungen  am 
EUipsoid  vornimmt;  aber  die  Flächenbestimmung  ist  nur  eine 
Hülfsuntersuchimg ,  und  von  solchen  berücksichtigt  er  für  ge- 
wöhnlich nur  dasjenige,  wofür  er  Verwendung  hat. 

Archimedes'   zweite  Anwendung  derselben  Formel  (1)   hat 
die  Bestimmung  der  Fläche  eines  Parabels^mentes  zum  Gegen- 


stand. Die  hierauf  abzielende  Umformung  der  Gleichung  der 
Parabel  haben  wir  bereits  im  zweiten  Abschnitt  ei' wähnt. 
Daselbst  wurde  (S.59ff.}  bewiesen,  dafs,  wenn  (F%.  11)  eine 
Sehue  AC  ^=  a  einer  Parabel  zur  Abscissenaxe  genommen 
wird,  und  zwar  ihr  Endpunkt  A  zum  Anfangspunkt,   während 
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die  Ordinaten  dein  Durchmesser  BI)  der  Sehne  parallel  sind, 
das  Verhältnis  -^  zwischen  den  Ordinaten  der  Parabel  nnd  ihrer 
Tangente  in  C,  welche  derselben  Abscisse  x  entsprechen,  gleich 
—  sei.     Dies  wird  angewandt  für  die  Transformation 


a\y dx  - 


Diese  Gleichung  drückt  Archiniedes  aus,  indem  er  sagt, 
dafs  die  Fläche  des  Segments,  angebracht  an  dem  Ende  eines 
Hebelamis,  dessen  Länge  gleich  dem  senkrechten  Abstände 
des  Punktes  C  von  der  Linie  ÄG  ist,  einem  Dreieck  ÄGC  das 
Gleichgewicht  hält,  welches  so  an  dem  anderen  Hebelarm 
angebracht  ist,  dafs  A  im  Unterstiätzungspunkte  liegt  und  die 
Schwere  parallel  AG  wirkt.  Dann  werden  sich  nämlich  die 
demselben  Werte  von  x  entsprechenden  Elemente  das  Gleich- 
gewicht halten.  Da  nun  der  Abstand  des  Schwerpunktes  des 
Dreiecks  von  AG  gleich  ^  des  Abstandes  des  Punktes  G  von 
dei'selben  Geraden  ist,  so  ist  das  Parabelsegment  gleich  ^  A  AGC 
=  I  A  ABC. 

Nun  hat  Archimedes,  wie  am  Schlüsse  des  vierten  Ab- 
schnittes (S.  103)  angeführt  ist,  bewiesen  [Über  Konoide  und 
Sphäroide  3] ,  dafs  bei  derselben  Parabel  die  Flächen  solcher 
einbeschriebenen  Dreiecke  wie  ABC  gleich  grofs  sind,  wenn 
die  Durchraesserabsclmitte  BD  es  sind.  Dadurcli  ist  dann,  wie 
er  am  selben  Ort  bemerkt,  auch  bewiesen,  dafs  Segmente  der- 
selben Parabel  gleich  grofs  sind,  wenn  die  in  denselben  ent- 
haltenen Abschnitte  der  zu  den  b^enzenden  Sehnen  gehören- 
den Durchmesser  gleich  grofs  sind. 

Weder  in  der  hier  mitgeteilten  Bestimmung,  noch  in  der 
späteren  „geometrischen" ,  die  wir  bereits  ar^eführt  haben, 
benutzt  Archimedes  die  Zerlegung  des  Parabelsegmentes  durch 
Parallelen  zur  Grundlinie  AC;  dadurch  venneidet  er  das  Inte- 
gral Wxdx.  Dagegen  wird  die  entsprechende  Zerlegung  der 
S^mente'  von  Umdrehungsflächen  zweiter  Ordnung,  nämlich 
durch  Ebenen  parallel  der  Grundfläche,   benutzt  bei  der  ße- 
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Stimmung   des  Volumens  dieser  Segmente  in   der  Schrift  lÜDcr 
Konoide. 

Wie  Arcliimedes  selbst  [19—22]  wollen  auch  wir  mit  rtem 
Paraboloid  beginnen;  aber  während  er  zuerst  ein  Segment 
durch  einen  senkrecht  zur  Axe  geführten  Schnitt  abschneidet, 
wollen  wir  hier  und  bei  den  übrigen  Flächen  sofort  zu  seiner 
Benutzung  eines  beliebigen  Schnittes  (wie  der  ist,  dessen  Pro- 
jektion auf  die  senkrecht  auf  ihm  stehende  Meridianebene  In 
Fig.  75  durch  AC  dargestellt  wird)  übergehen.  Die  Fläche  der 
Elhpse,  in  der  das  Paraboloid  geschnitten  wird,  bezeichnen  wir 
mit  G,  das  Stück  BG,  weidies  auf  dem  durch  den  Mittelpunkt 
dieser  Ellipse  gezogenen  Durchmesser  abgeschnitten  wird,  mit  c, 
und  auf  demselben  Durchmesser  rechnen  wir  die  Abscissen  x 
von  semem  Schnittpunkt  B  mit  der  Fläche  als  Anfai^punkt. 
Bestimmt  wird  das  Verhältnis  des  Paraboloidsegments  zu  einem 
Gj'linder  mit  der  Grundfläche  G,  der  zwischen  dieser  und  der 
ihr  parallelen  Berührungsebene  des  Paraboloids  abgeschnitten 
wird.  Man  erhält  dann  durch  (2)  und  (4),  wenn  y  und  q 
(=  GC)  diejenigen  Halbaxen  des  durch  x  bestimmten  Schnittes 
und  der  Grundfläche  bedeuten,  welche  in  die  auf  G  senkrechte 
Meridianebene  des  Paraboloids  fallen. 


\ä4x 


1'"^    &' 


Gviinder         l^  i"  l" 

\Gdx  \Gdx  \Gdx 


Hieraus  zieht  Archimedes  [23]  den  Schlufs,  dafs  wenn  in 
zwei  Segmenten  die  zugehörigen  Durchmesserabschnitte  gleich- 
grofs  sind,  die  Segmente  es  auch  sind.  Denn  sind  (Fig.  75) 
(ABC)  und  (DEF)  zwei  Segmente  mit  den  in  AC  und  DF 
projicierten  Ellipsen  als  Gnmdflächen'),  während  BG  und  EH 
die    zugehörigen   Durchmesserabschnitte    darstellen,    und    sind 


')  Dafs  beide  Grundflächen  senkrecht  auf  derselben  Meiidianebene  stellen, 
■    erreicht  Archimedes   dadurch,   dafs  er   die   eine   senkrecht  «uv   Aüe 
sein  läfst. 
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ferner  y  und  z  die  in  G  und  H  senkrecht  auf  der  gezeichneten 
Meridianebene  errichteten  Ordinaten  des  Paraboloids,  so  erhält 
man  aus  dem  gefundenen  Resultat,  dafs 

{ABC)    ^  AÄBC     y_ 
(DEF)   ~  ADEF  '  z  ' 
Ist  nun  BG  =  EH,  so  ist  AABO  =  A  DEF,  wie  am 
Schlüsse  des  vierten  Absclmittes  bewiesen  wurde,  und  y  =  a. 


weil  die  auf  der  Meridianebene  senkrechten  Schnitte  durch  BG 
und  EH  kongruente  Parabeln  sind.  Im  allgemeinen  verhalten 
sich  Segmente  desselben  Paraboloids  wie  die  Quadrate  von  BG 
und  EH.  Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  [24]  kann  Archi- 
medes  sich  auf  Grund  des  bereits  gewonnenen  Resultates  an 
den  Fall  haiten,  wo  die  Grundflächen  senkrecht  auf  der  Axe 
stehen. 

Ein  Segment  eines  Hyperboloids  wird  auf  dieselbe  Weise 
bestimmt  [25—26],  nur  tritt  der  Unterschied  ein,  dafs  man 
hier  wegen  der  Gleichung  der  Hyperbel  erhält: 

Unter  Hinweis  auf  die  anderswo  gefundene  Bestininiioig   der 


Integrale  (4)  und  (5)  wird  hier  i 


(gewiesen  [2],  dafs 


\x(a-\-  x)dx  =  c*(^«  +  ic). 


Durch  eine  Vertauschur^  von  +  mit  —  wiirde  dieselbe 
Bestimmung    sich    auf    das   Elhpsoid    anwenden   lassen ;    aber 
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merkwürdig  genug  benutzt  Archimedes  nicht  die  Flächen- 
anlegung, um  hier  die  Gleichung  der  Ellipse  ebenso  darzustellen, 
ivie  früher  die  Gleichung  der  Hyperbel.  Dagegen  stellt  er  sie 
in  seiner  Bestimmung  des  Volumens  eines  halben  Ellipsoids 
durch  einen  Gnomon  dar,  d.  h.  durch  die  Differenz  zwischen 
zwei  Quadraten,  die  einen  Winkel  gemeinsam  haben;  mit  anderen 
Worten:  er  bedient  sich  nicht  der  Scheitelgleichung  der  Ellipse, 
!/2  ^  xx(a  —  x),  wo  X  eine  Konstante  bedeutet,  sondern  ihrer 

Mittelpunktsgleichung,  ?/^  =  ;;  |  —  —  a:* ) .    Dieser  Umstand  giebt 

Archimedes  Gelegenheit,  das  Integral  Xx'^dx  in  einer  neuen 
Verbindung  zu  gebrauchen,  nämlich: 


"3^27 


Da  Archimedes  auf  diesem  Wege  die  Stücke  des  Ellipsoids, 
die  durch  einen  Diaraetralschnitt  senkrecht  zur  Axe  [27]  und 
durch  einen  beliebigen  Diametralschnitt  [28]  abgeschnitten 
werden,  gesondert  bestimmt,  und  da  er  vorher  bewiesen  hat 
[18],  dafs  man  in  beiden  Fällen  das  halbe  Ellipsoid  erhält,  so 
hat  er  hier  indirekt  den  Beweis  für  den  Satz  geführt,  der 
mit  Bezug  auf  das  Umdrehungsellipsoid  dem  einen  von  Apol- 
lonius'  Sätzen  über  Durchmesser  im  7ten  Buche  entspricht,  und 
der  sich  unter  anderem  folgendermafsen  ausdrücken  läfst:  alle 
um  beschriebenen  Cylinder  eines  Umdrehungsellipsoids  sind  gleich 
grofs. 

Bei  der  Berechnung  eines  von  einem  halben  Ellipsoid  ver- 
schiedenen Segments  mrd  das  Integral  (6)  in  einer  neuen  Ver- 
bindung bennutzt.  Fig.  76  möge  eine  Meridianebene  und  ÄO 
die  Spiu'  einer  darauf  senkrechten  Ebene  vorsteilen,  die  das 
Ellipsoidsegment  (ABC)  abschneidet.  Dann  werde  der  durch 
die  Mitte  ß  der  Sehne  AC  gezogene  Durchmesser  zur  Ab- 
scissenaxe  und  7>  zum  Anfangspunkt  genommen.  Setzen  wir 
nun  OD  =-  e  und  wie  vorhin  ßC  =  q,  so  ei^ebt  sich: 
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^      "       (|-^)(f-) 
Es  kommt  also  darauf  an,  das  Integral 


S 


zu  bestimmen,   welches,   da   das  erste  Glied   in   der  Klammer 
konstant  ist,  von  selbst  zerfällt  in 


,   welches,   da   das  erste  Glied   in   d 
on  selbst  zerfällt  in 


Hier  ist  das  letzte  Integral  dasjenige,  welches  wir  (6)  genannt 
haben,  und  dessen  AVert  Archimedes  ausdrücklich  vorher  be- 
stimmt [2]  und  bei  der  Berechnung  des  Hyperboloidsegments 
benutzt  bat. 

Die  Unbebolienheit ,   die  Archimedes  an  den  Tag  zu  legen 
acheint,  indem  er  verschiedene  Behandlungsarten  auf  das  Hyper- 
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boloid  und  das  Ellipsoid  anwendet  und  sich  dadurch  hinsichtlich 
des  letzleren  scheinbar  selbst  Schwierigkeiten  schaiTt,  mufs  uns 
allerdin^  befremden.  Aber  bei  einem  genaueren  Eingehen  auf 
die  Sache  müssen  wir  zugeben,  dafs  ein  grofser  Teil  der  Un- 
beholfenheit seinen  Gnmd  hat  in  der  Dürftigheit  der  Dar- 
slellungsmittel,  die  ihm  zu  Gebote  standen,  namentlich 
dann,  wenn  es  sich  um  etwas  so  neu^  wie  Integrationen  han- 
delte, und  in  den  im  Verhältnis  hierzu  äufserst  strengen  For- 
derur^en  an  die  Vollständ^keit  der  Darstellung,  und  dafs  diese 
formalen  Schwierigkeiten  hier  wie  so  oft  in  den  Schriften  der 
griechischen  Mathematiker  dem  Verfasser  Gelegenheit  geben, 
sachliche  Stärke  zu  zeigen. 

Um  gerecht  urteilen  zu  können,  müssen  wir  davon  aus- 
gehen, dafs  die  Sprache  nun  einmal  so  beschaffen  war,  dafs 
es  mit  formalen  Schwierigkeiten  verbunden  gewesen  sein  ivürde, 
den  Beweis  für  (6)  so  zu  fähren,  dafs  gleichzeitig  bewiesen 
wurde,  es  sei 


Jn«-^)'''-  =  'Mi  ' 


0 


Der  Satz,  welchei  sich  m  um>eiei  mathenidtisdien  ^pMi,h<. 
durch  diese  Foimel  ausdrutken  liefse,  wuide  also  ein  neuei 
Hülfssatz  sein.  Da  \oi  ihm  keine  Integialiechnung  exi^tieite, 
so  konnte  Archimede^  sich  nicht  auf  einen  \on  fruhei  her 
existierenden  Satz  stutzen  ww  üei  i'-t  den  wii  duirli  diL  Glei 
chung 

S[y(i)  +  lS(a,)]di  _  y(x}dx  +  \f{x)dx,  (7) 

ausdrücken,  wie  klar  auch  das  in  diesem  enthaltene  Princip 
ihm  vor  Ai^en  gestanden  haben  mag.  Ein  vollständiger  Beweis 
dieses  Satzes,  der  sowohl  auf  positive  wie  negative  ip  Rücksicht 
nehmen  mufste,  liefs  sich  auch  nicht  ohne  Zerlegung  in  mehrere 
Sätze  führen.  Um  den  Apparat,  der  vorher  bewiesen  werden 
mufste,  so  viel  wie  möghch  einzuschränken,  begnügt  sich  des- 
halb Archimedes,  der  aus  der  Schrift  über  die  Spiralen  die 
Formeln  (4)  und  (5)  zur  Verfügung  hat,  damit  aufser  Satz  1, 
der  an  Stelle  von  iadx  =  aidx  tritt,  in  Satz  2  die  Formel  (6) 
zu  beweisen.     Statt  die  Anzahl  von  allgemeinen  Integrations- 
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formeln  noch  weiter  zu  vermehren,  bemüht  er  sich  vielmehr, 
die  verlangten  Kubaturen  auf  die  wenigen  zurückführen,  die 
hier  ar^egeben  sind.  Das  gehngt  auf  die  dai^esteUte  Art  und 
Weise,  da  die  vorher  nicht  bewiesene  Formel  (7)  in  den  FäUen, 
wo  <p{x)  konstant  ist,  einfach  genug  wird,  um  die  Beweise  für 
ihre  Anwendung  in  die  einzelnen  Beweise  hineinziehen  zu 
könneil. 

Hierzu  stimmt  es,  daJs  Archimedes  in  der  Schrift  über  die 

'^piralen  nicht  \  —  \  —  \    il«    illgemeine?    Princip    aufstellt, 

'lOndem  ^i  h  dimit  b^mugt    nachdem  ei  \x^dx   gefunden  hat 

fin  10]    \x' Ix  besondfio  7\\  berethnen  [11]. 

Wii  wollen  nitht  bei  den  loimen  verweilen,  in  denen 
Ai  himede  die  gefundenen  Resultate  beivortreten  lafst,  son- 
dern nui  bemeiken  dafb  ei  in  diese  einige  Aufgaben  anschliefst, 
welche  ei  wdiihchembth  selbst  gelobt  hit  und  aus  denen  wir 
deshilb  emige  Beispiele  für  koiperhche  Aofgaben,  die  von  den 
Alten  behandelt  %^  jrdtn  =!ind  haben  entnehmen  können. 

Noch  eme  hieihei  gehuiige  Beotimmung  hat  Archimedes, 
wie  sich  ergiebt  gekannt  namhch  die  de'5  Schwerpunktes 
\oi!.  einem  Segn  ent  eine=!  Umdrehungspar aboloids,  das 
durch  eine  beliebte  Ebene  abgeschnitten  wird^).  Diese  Be- 
stimmung kann  lücht  wohl  auf  ähnlichem  Wege  vorgenommen 
worden  sein  wie  die  entsprechende  beim  Parabelsegment;  aber 
ebenso  wie  die  Bestimmung  vom  Schwerpunkte  dieses  letzteren 
sich  an  die  von  dessen  Fläche  anschliefst,  könnte  man  auch 
den  Versuch  machen,  ob  die  Bestimmung  vom  Schwerpunkte 
des  Paraboloids^ments  sich  nicht  auch  an  die  von  dessen 
Vokimen  angeschlossen  haben  könne.  Macht  man  diesen  Ver- 
such,   so   gelangt  man   zu  demselben  Verfahren,    welches    die 


')  Die  Li^e  dieses  Schwerpunktes  ivii-d  direkt  und  indirekt  im  ganzen 
zweiten  Buch  der  Schrift  über  schwimmende  Körper  benutzt.  Als 
Beispiel  (ttr  eine  Stelle,  an  der  die  Lage  für  ein  schief  abgeschnittenes 
Segment  bestimmt  ang^eben  wird,  will  ich  S.  397,  9  und  ii  des  2"° 
Bandes  von  Heibei^s  Ausgabe  anfahren. 
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Integralrechnung:  jetzt  anwendet,  und  es  zeigt  sich,  dars  weder 
die  Äiiwendung  des  Satzes  vom  statischen  Moment  noch  die 
Integrationen  ii^end welche  Schwier ^keit  dai^eboten  haben 
können,  die  Archimedes  nicht  anderswo  überwunden  hätte. 

Eine  Form,  unter  welcher  der  Satz  vom  statischen  Moment 
angewandt  worden  sein  kann,  lernten  wir  kennen  bei  der  An- 
wendung des  statischen  Moments  eines  Dreiecks  auf  die  Be- 
rechnung des  Parahelsf^ments,  Diese  wollen  wir  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  übertragen.  ABC  sei  die  Spur  des  Para- 
boloidsegmentes  in  der  Meridianebene,    welche  senkrecht   auf 


D 

B 

'^ 

\     >s 

n 

\ 

A 

dessen  Gnmdfläche  steht,  BF  der  durch  die  Mitte  F  der  Sehne 
AC  gezogene  Dui'chmesser ,  und  das  Segment  sei  so  an  einem 
horizontalen  Hebel  BF  mit  dem  Unterstützungspunkt  in  B 
angebracht,  dafs  die  Schwere  parallel  zu  der  Spur  AC  der 
Grundfläche  wirkt.  BD  sei  der  andere  Arm  des  Hebels,  an 
dessen  Endpunkt  D  das  ganze  Gewicht  /7  des  homogenen 
Paraboloidsegments  aufgehängt  ist.  Dann  wird  Gleichgewicht 
stattfinden,  wenn  BD  ■=  z  gleich  dem  Abstände  des  Schwer- 
punktes von  der  Berührungsebene  in  B  ist. 
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Zerlegt  man  das  Segment  durch  Schnitte  paiallel  der  (Tiimd- 
fläche  und  setzt  die  Summen  der  Momente  der  emzelnen  Schei- 
ben, einmal  an  ihrem  eigenen  Platze  geKssen  und  zweitens 
io  Z>  (als  Teile  von  17)  angebracht,  einandei  gleich     so  erhält 

man 

^YJ^dx  =  \y^xdx , 

wo  die  Ordinalen  der  Parabel  diejenigen  sind,  welche  zum 
Durchmesser  BF  des  Segments  gehören,  während  die  Abscissen 
auf  BE  gerechnet  werden  und  BE  gleich  c  ist.  Hieraus  erhält 
man,  wenn  G  der  Schwerpunkt  ist, 

Sy^xdx  \x"dx 


BF  c  r  r  3 

c\y''dx  c\xdx 

Versucht  man  andere  Arten  der  Bestimmung,  so  wird  man 
gewifs  finden,  dafs  Archimedes'  eigene  Bestimmung  von  der 
hier  dai^jestellten  kaum  in  anderen  Dingen  sonderlich  abwei- 
chend gewesen  sein  kann,  als  darin,  dafs  er  vielleicht  die  Be- 
nutzung von  Integrationsformeln  vermieden  hat  durch  Zurück- 
führur^  auf  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Dreiecks ; 
dieser  läfst  sich  durch  dieselben  Formeln  bestimmen,,  welche 
hier  benutzt  sind,  ist  aber  von  Archimedes  schon  früher  im 
ersten  Buch  über  das  Gleichgewicht  ebener  Figuren  [14]  als 
Durchschnittspunkt  der  Medianen  gefunden  worden. 


Einundzwanzigster  Abschnitt. 

Erster  Ursprung  der  Lehre  von  der   Kegelschnitten. 


Im  Vorhergehenden  war  es  unser  Hauptziel  die  griechische 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  in  ihrer  vollendetsten  Gestalt 
darzustellen,    so    wie    sie   uns   bei  Apollonius    und,    in  Bezug 
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auf  einige  Untersuchungen,  zu  denen  ApoUonius  keinen  neuen 
Beitrag  geliefert  hat,  bei  Ai'chiraedes  entgegentritt.  Wir  be- 
mühten uns  klarzustellen,  was  man  wufste,  wie  man  es  be- 
gründete und  wozu  man  es  zu  benutzen  verstand.  Indem 
wir  mit  Rüchsicht  auf  die  Begründung  von  solchen  Darstellungs- 
formen absahen,  die  nm'  der  schriftliehen  Behandlung  w^en 
ausgearbeitet  zu  sein  scheinen  und  in  keinem  notwendigen 
Zusammenhang  mit  dem  zu  Grunde  liegenden  fruchtbaren  Gfe- 
dantengang  stehen,  glauben  wir  auch  oftmals  das  Wesentliche 
der  Wege,  welche  zu  so  grofsen  Resultaten  geführt  haben, 
dargelegt,  also  geometrische  Beiträge  zur  Kenntnis  der  Ent- 
wicklung geliefert  zu  haben,  welche  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten bei  den  Griechen  genommen  hat, 

Dag^en  habe  ich  zu  einer  eigentlich  historischen  Dar- 
stellur^  dieser  Entwicklung,  die  auch  die  zeitliche  Aufeinander- 
folge der  verschiedenen  Fortschritte  hätte  beleuchten  müssen, 
kaum  andere  Beitr^e  geüefert  als  Untersuchungen  über  das, 
was  sich  bei  ApoUonius  als  neu  vorfand  und  was  vor  ihm 
entweder  durch  Einzeluntereuchungen  oder  durch  solche  um- 
fassende Werke  wie  Euklids  Kegelschnitte  und  Aristäus'  körper- 
liche Örter  bekannt  war.  Diese  Untersuchungen  waren  für 
mich  notwendig,  um  das,  was  ich  bei  ApoUonius  vorfand, 
richtig  zu  würdigen.  Sie  brachten  mich  dahin,  dem  ApoUonius 
einen  wichtigen  Fortschritt  in  der  Auffassung  der  Kegelschnitte 
zuzuschreiben,  nämlich  die  konsequente  Durchfühmng  einer 
gleichzeitigen  Betrachtung  der  beiden  Äste  einer  Hyperbel.  Es 
mufste  dahin  gestellt  bleiben,  ob  ApoUonius  zuerst  solche 
Schnitte  an  schiefen  Kegeln,  deren  Ebenen  nicht  senkrecht  auf 
der  Symmetrieebene  stehen,  untersuchte  —  oder  wenigstens 
die  Untersuchung  derselben  durchführte  —  oder  ob  auch  Ar- 
chimedes  in  der  Einleitung  zu  der  Schrift  über  Konoide  und 
Sphäroide  an  diese  Schnitte  dachte.  Femer  wurde  nacl^ewiesen 
oder  wahrscheinlich  gemacht,  dafs  nicht  nur  solche  elementare 
Theorien  wie  die  Lehre  von  den  konjugierten  Durchmessern, 
von  Tangenten,  Asymptoten  und  Brennpunkten,  sondern  auch 
die  Erzeugur^  der  Kegelschnitte  als  Orter  zu  vier  Geraden  und 
die  Umformungen  dieser  Erzei^ungsart,  femer  der  Potenzsatz, 
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der  Satz  über  Polaren,  die  einfachsten  Erzeugungen  der  Kegel- 
schnitte durch  Tangenten  und  vor  allem  eine  Menge  von  An- 
wendungen zur  Bestimmung  körperlicher  Orter  und  Lösung 
köi-perlicher  Aufgaben  vor  Apoilonius  hekannt  waren,  soweit 
dieselben  sich  ohne  Benutzung  der  beiden  Hyperbeläste  auf- 
stellen und  beweisen  lassen.  Die  eigenen  bedeutenden  Ent- 
deckungen des  Apoilonius  fallen  zum  Teil  innerhalb  dieses  im 
voraus  gegebenen  Rahmens,  so  seine  Konstruktion  der  Nor- 
malen mit  zugehörigem  Diorismus,  seine  Bestimmung  der  Rela- 
tionen zwischen  den  Längen  konjugierter  Durchmesser  u.  s.  w. 

Dafs  man,  wenn  ein  solcher  Rahmen  gegeben  ist,  den- 
selben auszufüllen  sich  bemüht,  ist  verständlich  genug;  aber 
m  rein  historischer  Beziehung  würde  es  von  gröfserem  In- 
teresse sein,  das  Entstehen  eines  solchen  REdunens  zu  beob- 
achten. Deshalb  ist  es  von  Bedeutung,  die  Geschichte  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  weiter  zurück  zu  verfolgen  und 
zu  untersuchen,  wie  diese  Lehre  zu  der  Gestalt  gelangte, 
die  sie  zu  Eukhds  Zeit  teils  besafs,  teils  erhielt.  Für  eine 
solche  Untersuchung  giebt  es  aber  aufserordentlich  wenig  Hülfs- 
mittel,  so  wenig,  dafs  man  sie  durch  Vermutungen  ergänzen 
mufs.  Diese  Vermutui^en  jedoch  finden  mit  Röcksicht  auf 
das  allererste  Auftreten  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  so 
viel  Anhalt,  dafs  sie  wohl  verdienen  angeführt  zu  werden. 

Die  vorhandenen  Angaben  beschränken  sich  1)  auf  die 
Tradition^},  dafs  Menächmus,  der  Schüler  von  Plato  und 
Eudoxus,  die  Kegelschnitte  gefunden  und  zw  Verdoppelung  des 
Würfels  angewandt  habe,  indem  er  die  beiden  mittleren  Pro- 

')  Diese  tritt  namentlich  henor  in  emem  Biiefe  des  Eiatosthenes 
über  die  Verdoppelung  des  Wuifels  der  in  Eutokms  Kommentar  zu 
Archimedes'  Schrift  über  die  Kugel  und  den  Cylmder  (Aithimedes, 
Ausg.  V.  Heibei-g.  III,  S.  102  ff)  mitgeteilt  wird  sowie  in  EutoMus" 
besonderer  Darstellung  von  Menächmus  Verdoppelung  (a  a  0. ,  III, 
S.  92—98).  Eine  Verdoppelung  von  Menachmu"  ivnd  zugleich  von 
Plutarch  berührt.  An  einer  von  Proklus  (AuÄg  v  Fnedlein,  S.  111) 
aufbewahrten  Stelle  bei  Geminus  wird  Menä.chmu&  ausdrücklich  als 
Erfinder  der  Kegelschnitte  bezeichnet  Indessen  fClhit  Pantor  eine 
Stelle  bei  Plutarch  an.  nach  der  bereits  Demokiitns  sich  mit  Kegel- 
schnitten beschäftigt  haben  soll  (Vorlenungen,  &.  164). 


y  Google 


458  Einundzivanzigstev  Abschnitt. 

poi'Üoiialen  mittels  der  Sclinittpunkte  zwischen  zwei  von  den 
Kurven 

x^  --=  ay,    y^  =  bx,    xy  =  ab  (1) 

konstruierte,  und  2)  auf  den  in  unserem  zweiten  Abschnitt 
erwäimten  umstand,  dafs  man  in  älteren  Zeiten  nur  Schnitte 
betrachtete,  die  an  Umdrehungskegein  durch  senkrecht  zu 
einer  Erzeugenden  geführte  Schnitte  hervorgebracht  wurden, 
was  Veranlassung  zu  den  Namen  gab,  welche  die  Kegelschnitte 
vor  Apollonius  hatten. 

Die  zweite  von  diesen  beiden  Angaben  ist  besonders 
merkwürdig,  Sie  enthält  die  Aufförderung,  einer  solchen  Be- 
stimmung der  Haupteigenschaften  der  erwähnten  besonderen 
Schnitte  nachzuspüren,  welche  sieh  nicht  mit  gleicher  Leicht^- 
keit  auf  beliebige  Schnitte  an  Umdrehungskegein  anwenden 
läfst.  Ich  habe  de  n  a  ch  ersucht  eine  solche  ausfindig  zu 
machen  in  der  Hoff  g  a  f  1  ese  Weise  zu  der  ursprünglichen 
Bestimmung  der  Kegels  1  ntte  zu  gelangen;  aber  wenigstens 
hinsichtlich  der  EU^se  \  Hjperbel  ist  diese  Bemühui^  ohne 
Resultat  geblieben  D  e  Able  t  gen  der  planimetrischen  Eigen- 
schaften der  Schnitte,  die  ich  habe  fmden  können,  waren  alle 
von  solcher  BeschaiTenheit,  dafs  ich  zu  keiner  anderen  Vor- 
stellui^  habe  gelangen  köimen,  als  dafs  man  zu  Menächmus' 
Zeit,  wo  Eudoxus  seine  Verbesserungen  in  die  Proportionslehre 
eingeführt  hatte  und  wo  man  solche  Vera%emeinerungen  vor- 
nahm wie  die  der  Flächenanlegungen  sind,  die  sich  in  Euklids 
sechstem  Buche  finden,  sogleich  hat  bemerken  müssen,  dafs 
dieselben  sich  ebenso  leicht  anwenden  iiefsen,  wenn  keiner  der 
Winkel  zwischen  der  Schnittebene  und  den  Erzeugenden  in  der 
zur  Schnittebene  senkrechten  Diametralebene  ein  Rechter  wai'. 
Dafs  dieser  Umstand,  trotz  der  bestand^  zunehmenden  Be- 
schäft^ng  mit  den  Kegelschnitten,  gerade  bis  zu  Apollonius' 
Zeit  unbeachtet  gebheben  sein  sollte,  war  mir  geradezu  undenk- 
bar; aber  im  zweiten  und  neunzehnten  Abschnitt  habe  ich 
denn  auch  nachgewiesen,  dafs  dies  nicht  der  Fall  war. 

Schon  die  Thatsache,  dafs  man  sich  in  der  allerersten 
Zeit  damit  begnügte  Schnitte  von  Ebenen  senkrecht  zu  einer 
Erzeugenden  zu  behandehi,  verlangt  nach  meiner  Meinung  eine 
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Erklärung.  Diese  finde  ich  darin,  dafs  man  es  nicht  als 
seine  Aufgabe  betrachtete,  ebene  Schnitte  an  Kegel- 
flächen zu  suchen,  sondern  dafs  man  umgekehrt 
eine  Darstellung  von  Kurven  suchte,  von  denen  man 
bereits  Kenntnis  besafs.  Ein  solches  Ziel  erreichte  man 
eben  am  besten  durch  eine  vollkommen  bestimmte  und  be- 
grenzte Form  der  Dai^steilimg. 

Diese  Erklärung  stimmt  gut  zu  dem,  ivas  über  die  Ver- 
bindung zwischen  der  Entdeckung  der  Kegelschnitte  mid  der 
Verdoppelung  oder  Multiphkation  des  Wärfels  mitgeteilt  wrd. 
Wie  bereits  früher  angeführt,  wird  berichtet,  dafs  Hippokrates 
von  Chius  die  letztere  auf  die  Konstruktion  von  zwei  mittleren 
Proportionalen  x  und  y  zwischen  den  gegebenen  Strecken  a 
und  h  zurückgeführt  habe.  Diese  mittleren  Proportionalen 
werden  bestimmt  durch 

x   '^  ^  '^  t '  ^^' 

Als  man  dies  gefunden  hatte,  mutsten  die  Bestrebui'^en  ddiauf 
ausgehen  zwei  geometrische  Öiler  zu  finden,  deien  Schmtt- 
punkte  die  Möglichkeit  gewähren  diese  Konstruktion  auszuführen 
Gewifs  war  man  von  Anfang  an  bemüht  durch  Umformung  dei 
Proportionen  solche  Relationen  zwischen  x  und  y  zu  finden,  die 
sich  durch  Kreis  und  Gerade  darstellen  IJefsen,  abo  zu  dei 
gewöhnlichen  geometrischen  Konstruktion  führten 

Zunächst  boten  sich  dann  die  Verbmdungen  zwisi  hen  Ab- 
scisse  und  Ordinate  eines  Punktes  dar,  die  unmittelbai  duich 
die  Proportionen  (2)  oder  deren  Umformungen  (1)  ausgedruckt 
werden.  Eine  genauere  Prüfung  der  dadurch  ausgedruckten 
Verbindungen  zwischen  x  und  //  zeigte  indessen  bald,  dals  diese 
Örter  keine  Geraden  oder  Kreise  sind.  Da  auch  Umformungen 
und  Kombinationen  der  Gleichui^en  nicht  zu  zwei  solchen 
örtem  führten,  so  kehrte  man  zu  den  Proportionen  (2)  al=i 
den  emfachsten  Relationen  zuräck.  Diese  wurden  dann  zum 
Gegenstand  einer  immer  eingehenderen  Untersuchung  gemacht 
Das  Ziel  dieser  mufste  darin  bestehen  herauszubringen,  ob 
sie  nicht  einen  von  Gerade  und  Kreis  verschiedenen  geome- 
trischen Ort  darstellten,   auf  den  man  entweder  vorher  schon 
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getroffen  war  oder  von  dem  man  eine  geometrische  Defini- 
tion geben  Iconnte.  Ohne  eine  derai-tige  Dethiition  würde  man 
nicht  gewagt  haben,  die  betreffenden  Kurven  als  solche  auf- 
zustellen, wenn  auch  die  vorliegende  Untersuchung  es  fak- 
tisch mit  sich  brachte,  dieselben  auf  Grundlage  der  in  der 
Gleichung  gegebenen  Definition  zu  studieren.  Das,  was  man 
dem  Menächmus  zu  verdanken  hat,  würde  dann  die  geome- 
trische Bestimmung  der  fraglichen  Kurven  sein,  und  zwar  als 
Schnitte,  die  auf  bestimmte  Art  an  geraden  Kegeln  hervor- 
gebracht werden.  Es  kam  nur  darauf  an  eine  solche  Bestim- 
mung zu  erlangen  als  eine  Art  Burgschaft  dafür,  dafs  man  es 
mit  wirklichen  Kurven  zu  thun  htibe;  war  dies  geschehen,  so 
konnte,  man  ruhig  in  der  Anwendung  der  Gleichungen  zur 
weiteren  Untersuchung  dieser  Kurven  fortfahren.  Ob  dieselben 
sich  auch  auf  andere  Weise  als  Schnitte  an  Kegeln  hervor- 
bringen hefsen,  war  unwesentlich. 

Diese  stereometrische  Bestimmung  der  Kurven,  welche  den 
Relationen  zwischen  den  beiden  mittleren  Proportionalen  ent- 
spricht, war,  wie  wir  im  elften  Abschnitt  erwähnt  haben,  von 
Archytas  und  Eudoxus  vorbereitet.  Um  wissen  zu  können, 
wie  weit  diese  Vorbereitung  gelangt  war,  müfste  man  Eudoxus' 
Lösung  kennen.  Will  man  sich  an  Tannerys  Hypothese  hier- 
über') anschliefsen,  so  bestand  dieselbe  in  einer  Anwendung 
von  emer  Projektion  einer  der  Raumkurven,  welche  bei  Ar- 
chytas Lösung  benutzt  werden.  Die  E%enschaften  der  Projek- 
tion müfsten  dann  zurückgeführt  worden  sein  auf  eine  plani- 
metrische  Bestimmung  und  auf  eine  Konstruktion  der  mittleren 
Proportionalen  mittels  der  Schnittpunkte  zwischen  dieser  Kurve 
und  einem  Kreise  (der  Spur  von  Archytas' Cylinder),  und  wenn 
die  Konstruktion  auch  an  sich  in  nichts  anderem  bestand  als 
in  einer  "Übertragung  von  Archytas'  Konsüiiktion  auf  eine 
Ebene  mit  Hülfe  von  Projektion  und  Schneidm^,  so  müfste 
man  doch  annehmen,  dafs  sie  unabhängig  von  jener  und  auf 
plani metrischem  Wege  bewiesen  worden  sei.  Wenn  hier  also 
auch  eine  Übertragung  von  Raumkurven  und  räumlichen  Kon- 

')  Memoire?  de  la  Societe  de  Bovdeatix,  i?™^  sei'le,  T.  II. 
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struktionen  auf  die  Ebene  und  auf  planimetrische  Bestimmungen 
und  Konstruktionen  vorliegen  mag,  so  wird  dieselbe  dennoch 
Menächmus  zum  Vorbilde  haben  dienen  können,  wenn  er  um- 
gekehrt eine  ihn  befriedigende  Bestimmur^  gewisser  Kurven,  deren 
planimetrische  Haupieigenschaften  und  planimetrische  Anwen- 
dung im  voraus  gegeben  war,  suchte  und  auf  diesem  stereo- 
raetrischen  Wege  fand^). 

Diejenigen  von  den  Kurven  (1),  die  sich  am  unmittel- 
barsten als  Kegelschnitte  haben  darstellen  lassen  und  bei  denen 
die  eigentümliche  Erzeugung  durch  Schnitte,  die  senkrecht  auf 
einer  Erzeugenden  stehen,  in  der  That  einige  Eileichtermig *) 
gewahrt,  sind  die  Parabeln.  Es  sei  (Fig.  78)  TKC  ein  Äxenschnitt 
eines  geraden  und  rechtwinkligen  Kegels  mit  den  Spitze  T  und 
AP  sei  die  Spur  einer  Schnittebene,  die  senkrecht  auf  der 
Erzeugenden  TK  steht.  Zwei  Punkte  der  Kurve,  m  der  diese 
Ebene  den  Kegel  schneidet,  sind  in  P  auf  die  Ebene  der  Figur 
projiciert;  den  Abstand  dieser  Punkte  von  P  wollen  wir  y 
nennen,  während  AP  gleich  x  ist.  Wenn  AI  |  GPH  ]|  KC, 
so  hat  man 
iß  =  GP.PH  ^  V^.AP.AI  '^V''l.x.]/^.AL=  2AL.J-, 


)  Wenn  (  ergl  tsnto  V  lesun^e  S  201)  gesagt  v  1  dl  Plato 
A  hjtas  Eudoxu  d  Me  äcl  m  s  getadelt  habe  ve  1  e  be  ie 
Ve  d  II  elunK  des  W 1  fels  hre  Zuflucht  z  n  echan  hea  Arten  des 
Verfah  ea  genon  men  1  ätteu  50  ers  he  nt  d  ese  Taiel  unb  11^ 
nte  andere  au  1  a  s  dem  Grunde  wel  cele  die  Knnstiikton 
von  Archytas  noch  d  Best  n  mung  a  ku  en  als  Sehn  tten  an  Kegel 
sonde  bch  le  cht  mechan  seh  aiszufuhre  t  Jedoch  hatte  PI  to 
engen  Innd  zu  se  nem  Tadel  ven  derselbe  au^sp  ach  daf  de 
e  w&hnten  Man  ei  n  ht  ge  vagt  hätten  d  e  Ku  ven  vekhe  e  I  e- 
nutzten  —  Meaächm  is  name  Ihch  d  e  Pdiabel  n  1  Hype  1  el  —  al 
aus  e  he  d  lefl  ert  du  ch  d  e  plan  n  etr  sehen  G  mde  genschaften  z 
bet  a  hten  de  v  r  I  el  1  re  Gle  chnngen  und  d  e  Cnechen  int 
ent  prechende  ft  e  e  la  stelle  sondern  e  f  notwen  1  g  gehalte 
hätten  den  elben  e  ne  anf  nnl  che  V  -«teil  ngen  uhe  le  Defin  t  n 
zu  gehei  le  d  h  le  de  Te  te  en  Untersuchung  ncht  lenutzt 
V    de 

)  In  der  Atle  t  ng  1er  Haupte  „eiiscl  aften  de  e  1  eienen  Sclntte 
de  ch  h  e  den  Mena  hniu  zu  ehre  1  e  e  1  e  h  nicht  vesentl  cl 
«b  lon  BLetschneider,  Die  Geonietiie  und  die  Geomefei  voi  Euklid. 
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wo  L  den  Schnittpunkt  zwischen  der  Axe  des  Kegels  und  der 
Schnittebene  bezeichnet.   Dann  erhält  der  Schnitt  die  Gleichung 


wo  p  =  1AL  =  'S.TA   konstant   ist.     Umgekehrt   läfst   sich 
—    und    das    betrachtete   man   gewifs    als    die  Hauptsache   — 


/\ 

.^ 

\                <. 

Fig.  78. 

jode  solche  I^urve  durch  Äbtragen  von  TA  =  \[i  auf  die  hier 
angegebene  Weise  als  Schnitt  an  einem  geraden  und  recht- 
wink%en  Kegel  bestimmen.  Von  der  hier  gegebenen  Form  der 
Bestimmung  hat  der  halbe  Parameter  der  Parabel  den  Namen 
erhalten,  der  sieh  noch  bei  Archimedes  findet  [Über  Konoide 
und  Sphäroide  3  und  anderswo]:  «Das  Stück  bis  zur  Axe", 
d.  h.  der  Abstand  Ah  vonl  Scheitelpunkt  A  des  Schnittes  bis 
zum  Schnittpunkt  L  mit  der  Axe  des  K^els. 

Dafs  die  dritte  von  den  Kurven  (1),  nämlich  die  auf  ihre 
Asymptoten  bezogene  Hyperbel,  sich  auch  als  ebener  Schnitt 
an  einem  Ke^el  darstellen  läfst,  hat  man  nicht  so  unmittelbar 
erkennen  können').  Die  Gleichung  ^^xy  =  constans"  für  die 
auf  ihre  Asymptoten  bezogene  Hyperbel  wird  erst  in  Äpollo- 
nius'  zweitem  Buche  gewonnen,  nachdem  die  Sätze  über  Durch- 
messer gefunden  sind.  Am  einfachsten  erhält  man  diese  Glei- 
chung aus  dem  Umstände,  dafs  die  Sehne,  welche  von  einer 


')  In  neu  erschienenen  Abhandlungen  (Bulletin  des  Sciences  Math.  1886, 
S.61  und  Hermathena,  V,  3.429)  äursein  Taanery  und  AUman 
sogar  Zweifel  dfirQber,  ob  Menäcbmus  dies  überhaupt  erkannt  hat. 
Doch  wird  man  hier  sehen,  dafs  die  Tradition  über  seine  Benutzung 
der  Hyperbel  geometri.'iKh  nieht  unniBglich  ist. 
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Hyperbel  auf  einer  beliebigen  Geiiden  ibge&chnitten  wiid 
dieselbe  Mitte  hat  wie  die  von  den  A-^ymptoten  ibgescbnittene 
Sehne,  und  dieser  Satz  beruht  wiedei  daiaul  Aak  -lÜe  Reihen 
von  parallelen  Sehnen  geradlinige  Dui  chmes'^er  haben  Indessen 
ist  es  keineswegs  leicht,  diese  Sätze  fui  alle  Sehnennchtungeii 
aus  der  Darstellung  der  Kurve  aU  eines.  Schnittes  am  Kegel 
abzuleiten,  und  nichts  deutet  darauf  hin  dafs  nan  eine  solche 
Ableitung  vorgenommen  habe. 

Daher  ist  es  wahrscheinlicher,  dals  man  die  Asymptoten 
gleichung  aus  der  Axengleichung  abgeleitet  hibe  und  uir gekehlt 
und  dafs  man  dann,  wie  Ärchimedes  und  Apollonius  thaten  die 
Äxengleichung  mit  der  Erzeugnis  der  Kurve  alb  bchnitt  an  emem 
Kegel  in  Verbindung  gebracht  habe  Die  Veibindung  zwischen 
der  Asymptotengleichung  und  der  Äxengleichnng  ist  nanilicl" 
besonders  für  die  gleichseitige  Hy[.tihe!  ehr  leicht  zu  erken 
nen,  nicht  nur  wenn  man  sich  dei  m)  lernen  Dai^tellui  g  lei 
selben: 

2 2  __  (   .  \(  ■  M    \_o)  ^^ZJ.    £jtJL 

X  —>j    —  [X—  ij){x-\-y)  —  ^.  — p|r         -^ 

bedient,  wo  — -"-  und  — '-^  die  Abstände  des  Punktes  (x,  y) 

von  den  Asymptoten  sind,  sondern  auch  wenn  man  den  Glei- 
chmigen  ihre  antike  geometrische  Form  giebt.  In  diesem  Falle 
läfst  sich  derselbe  Übergang  mit  Hülfe  von  Euklid  11,^  oder 
durch  unmittelbare  Benutzimg  einer  Figur  bewerkstelligen.  Sind 
ON  und  OB  (Fig.  79)  die  Asymptoten  und  OA  die  erste  Ase 
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einer  gleichseitigen  Hyperbel,  OP  =  x  und  PM  =  y  die  auf 
diese  bezogenen  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Kurven- 
piinktes  M,  und  sind  die  Linien  MN  und  ME  den  Asymptoten 
parallel,  so  ist 

^^x^~\yi  =  Viereck  OSMV  =  Rechteck  OEMN, 
da     '  ANMU  ^  Ä-fiSO. 

l';;s  kommt  also  nur  darauf  an  herauszubringen,  wie  Me- 
nächnius  solche  Schnitte  an  geraden  K^eln  bestimmt  haben 
kann,  welche  die  auf  ihre  Axen  bezogene  gleichseitige  Hyperbel 

y^  ■=  x^  —  -J«* 
ergeben  oder,  was  mit  Rücksicht  auf  die  in  Euklids  zweitem 
Buche  enthaltenen  und  zu  Menächmus'  Zeit  wohl  bekannten 
Methoden  und  Resultate  ganz  gleichbedeutend  war,  die  Hyperbel 

wenn  X  und  x^  die  Abstände  des  Fufspunktes  P  der  Ordinate 
von  den  durch  ^4^0  =  OÄ  =  ^a  bestimmten  Scheitelpunkten 
A,  und  Ä  bedeuten. 

TKO  (Fig.  80)  möge  den  Axenschnitt  eines  Umdrehimgs- 
kegels  darstellen,   dessen  Schcitelpunktswinke!  T  wir  vorläufig 
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unbestimmt  lassen;  AP  sei  die  Spur  einer  senkrecht  zur  Er- 
zeugenden TA  gelegten  Schnittebene  und  A,  der  Schnittpunkt 
dieser  Spur  mit  der  Erzeugenden  TC.    Die  in  einem  Punkte  P 
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der  Spur  ciTichtete  Ordinate  y  des  Schnittes  wird  dann  be- 
stimmt durch 

)/^  =  GP.PH, 
wenn  GHl  KC. 

Um  diesen  Ausdruck  weiter  umzuformen,  ziehe  man 
AI  II  KC,  sowie  die  Axe  des  K^els  TL,  und  parallel  zu  der 
letzteren  IF  und  SQ.  Dann  fmdet  man,  da  G,  Ä,  11,  Q  auf 
einem  Kreise  liegen,  dafs 

AF 
-  A.A- 

=  ^^^ 

A^A  -^-^i' 

wo  AP  =  X  und  J.1  P  =  «1  die  Abstände  des  Ftifspunktes  P 
der  Ordinate  von  den  festen  Punkten  A  und  A^  bedeuten. 

Soll  nun  die  dargestellte  Hyperbel  gleichseitig  werden,  so 
mufs  AL  =  \AiA  sein.  Will  man  also  eine  Kegelfläche 
durch  eine  gegebene  gleichseitige  Hyperbel  legen  —  und  hierauf 
kam  es  namentlich  an  —  so  mufs  man  auf  der  Verlängerung 
der  Axe  A^A  über  A  hinaus  AL  =  ^A^A  abtragen  und 
darauf  das  bei  A  rechtwinkhge  Dreieck  A^  TA  so  konstruieren, 
dafs  TL  den  Nebenwinkel  des  Dreieckswinkels  T  halbiert. 
Der  um  das  Dreieck  A^AT  beschi'iebene  Kreis  schneidet  dann 
iT  in  einem  Punkte  S,  der  auf  der  Mittelsenkrechlen  von 
AiA  liegen  mufs.  Da  Winkel  A^ST  ein  Rechter  ist,  so  mufs 
der  Punkt  S  ferner  auf  dem  Kreise  über  A^L  als  Durchmesser 
liegen.     Somit  ist  S  und  dadurch  wieder  T  bestimmt. 

Diese  Bestimmung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  als  Schnittes 
an  einem  geraden  Kegel  läfst  sich  ebenso  leicht  auf  eme  be- 
liebige Hyperbel  oder  auf  eine  Ellipse  anwenden;  im  letzten 
Falle  erhalten  die  verschiedenen  Funkte  eine  etwas  andere 
Lage,  aber  alle  Operationen  bleiben  dieselben.     Das  konstante 

Verhältnis  -^ —  erhält  nur  statt  1  den  Wert  —. — -.- ,  oder  AL 
xx^  A,A 

wird  der  halbe  Parameter.     Diese  Konstante  wird  also  für 

die  Ellipse  und  Hyperbel  in  vollkommener  Übereinstimmung 

mit  dem  Namen   bestimmt,   den  sie  oben,    wie   wir  gesehen 

haben,   von  Archimedes  für  die  Parabel  erhielt,   nämhch  als 
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„das  Stüclc  bis  zur  Axe",  d.  h,  das  Stück  vom  Scheitel- 
punkt A  der  Kurve  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der  Axe  der 
K^eifläche.  Für  die  Pai-ahel  ist  diese  Benennung  eigentlich 
nicht  sehr  bezeichnend;  denn  dasselbe  Stück  kommt  aiich 
anderweitig  in  der  Figur  vor  (vei^l.  Fig.  78),  nämlich  als  das 
Stück  TA,  weiches  der  Schnitt  auf  der  senkrecht  auf  ihm 
stehenden  Erzeugenden  der  K^elfläche  abschneidet,  und  auf 
diese  letztere  Art  wird  in  der  That  die  Kegelfläche  am  leich- 
testen bestimmt,  die  durch  eine  gegebene  Parabel  gehen  soll. 
Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  benutzt  man  d^egen  —  wie  wir 
hinsichtlich  der  gleichseitigen  Hyperbel,  bei  der  j)  =  «,  gesehen 
haben  —  gerade  den  halben  Parameter,  um  den  Punkt  L, 
durch  den  die  Axe  des  K^els  gehen  mufs,  zu  bestimmen.  Es 
ist  deshalb  anzunehmen,  dafs  Archimedes'  Benennung  für  den 
halben  Parameter  der  Parabel  auch  bei  der  Ellipse  und  Hy- 
perbel, wo  dieselbe  bezeichnender  ist  als  bei  der  Parabel, 
Anwendung  gefunden  hat. 

Die  Annahme,  dafs  bereits  Menächmus  alle  drei  Kurven 
auf  diese  Weise  bestimmt  habe,  stimmt  vollkommen  zu  der  An- 
gabe, dafs  er  die  drei  K^eischnitte  gefunden  habe^).  Es  ist 
nicht  unwahi'scheinlich ,  dafs  die  Ellipse  vorher  schon  bei  den 
Griechen,  in  deren  Baukunst  der  Cylinder  so  häufig  vorkommt, 
als  Cylinderschnitt  bekannt  war.  Auf  ein  so  frühzeitiges 
Vorkommen,  das  schwerlich  auf  einfacherem  Wege  als  auf  dem 
genannten  möglich  war,  deutet  vielleicht  der  Umstand,  dafs 
die  Ellipse  ihren  eigenen  alten  Namen  (&opstig) '')  hatte.  Me- 
nächmus könnte  also  erkannt  haben,  dafs  diese  im  voraus  be- 
kannte Kurve  sich  als  Schnitt  an  Kegeln  auf  dieselbe  Weise 
bestimmen  liefs,  v/ie  er  Parabeln  und  die  gleichseitige  Hyperbel 
bestimmt  hatte.  Dafs  er  bei  Ableitung  der  Haupteigenschaften 
der  Schnitte  im  wesentlichen  den  hier  beschriebenen  Weg  ge- 
gangen ist,  d<T  abgesehen  von  (]er  bef-onderen  Lage  der  Schnitte 


')  Die  Menächmisehe  Triade    Eiitokma  komnientai  zu  Aichimedes,  Ausg. 

V.  Heiberg,  III.  S.112. 
')  Vergl.  Heiberg,  Litterat^eschn.lithclie  Stmlien  über  EuUid,  S.  88,   wo 

diese  Kamengebung  jedoch  dem.  Menäclimns  zuse-.ehiieben  wird. 
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mit  dem  ziisammenfäilt,  der  später  von  Aixhiiiiedes  bei  seinen 
Untersuchungen  über  verschiedene  Schnitte  an  schiefen  Kegeln 
imd  von  Apoilonius  bei  seinen  allgemeineren  Untersuchungen 
eingeschlagen  wvirde,  scheint  mir  zweifellos  zu  sein,  da  ein 
solches  Verfahren  zu  allen  vorli^enden  Angaben  stimmt  und 
keine  Spuren  von  anderen  Herleituiigen  aufbewahrt  sind. 

Ist  man  nun  wirklich  bei  der  Bestimmung  von  Schnitten 
senkrecht  zu  einer  Erzeugenden  eines  geraden  Kegels  in  der 
ang^ebenen  Weise  verfahren,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs 
man  sofort  auch  die  Beschaffenheit  eines  beliebigen  Schnittes 
an  einem  geraden  Kegel  oder  eines  Schnittes  senkrecht  zur 
Symmetrieebene  eines  schiefen  Kegels  finden  mufste,  sobald 
man  nur  auf  die  Idee  kam  danach  zw  fragen.  Wenn 
es  mir  auch  geliuigen  ist  dem  Umstände,  dafs  die  Winkel  bei  A 
Rechte  sind,  eine  formale  Bedeutung  zu  geben,  so  gewährt 
die  besondere  Lage  der  Schnitfebene  dennoch  keine  wesent- 
liche Vereinfachur^  bei  der  Be^tinmiung  der  planimetrischen 
Eigenschaften  der  Schnittkurven,  sondern  nur  bei  der  Bestim- 
mung der  zugehörigen  Konstanten.  Sollte  nun  wirklich  einige 
Zeit  vea^angen  sein,  ehe  man  fand,  dafs  allgemeinere  Bestim- 
mungen der  L^e  der  Schnitte  nicht  zu  neuen  Kurven  fährten, 
so  kann  der  Gnmd  dafür  nur  der  sein,  dafs  man  gar  keinen 
Wert  darauf  legte  Eigenschaften  ebener  Schnitte  am  Kegel  zu 
kennen,  sondern  dieses  stereometrische  Mittel  nur  an^vandte, 
um  gewissen  Km'ven,  die  auf  Grundlage  planimetrischer  Eigen- 
schaften untersucht  wurden,  eine  Definition  zu  geben,  die  man 
für  strenger  geometrisch  hielt.  Eine  Veranlassung,  ebene  Schnitte 
an  Kreiskegeln  im  allgemeinen  zu  untersuchen,  mufste  die  antike 
Optik,  d,  h,  Lehre  von  der  Perspektive,  wie  wenig  entwickelt 
sie  auch  sein  mochte,  doch  bald  darbieten,  und  innerhalb  der 
oben  angeführten  Begrenzung  konnten  die  Resultate  dann  nicht 
ausbleiben. 

Dafs  man  die  engere  stereometrische  Definition  und 
die  hieran  sich  ansehliefsenden  Benennungen  lange 
festhielt,  nachdem  man  gesehen  hatte,  dafs  dieselben  Kurven 
sich  stereonietrisch  auch  auf  andere  Art  darstellen  liefsen, 
erklärt  sich  ausschliefslich  durch  die  einfache  Form,  welche  die 

30* 
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Konstantcnbesthnmung,  wie  wir  gesehen  haben,  annimmt,  wenn 
die  Sclmitte  senkrecht  zu  einer  Erzeigenden  eines  geraden 
Kegels  gefülirt  werden,  da  dann  der  halbe  Parameter  „das 
Stück  bis  zur  Axe"  wird,  und  durch  die  damit  zusammen- 
hängende einfache  Ai't  einen  Kegel  durch  eine  gegebene  Kurve 
zu  legen. 

Die  alten  Benennungen  der  Kurven  finden  sich,  wie  wh- 
hier  und  im  zweiten  Abschnitt  erwähnt  haiien,  noch  bei  Ai- 
chimedes.  Die  ihnen  entsprechende  definitionsmäfsige  Dar- 
stellung der  Kegelschnitte,  fand  sich,  wie  aus  Pappus'  Erwäli- 
nung')  hervorzugehen  scheint,  noch  in  Aristäus'  körperlichen 
Örtern,  wo  sie  recht  \tohi  etwa  dieselbe  Form  gehabt  haben 
kann,  welche  wir  hier  der  Bestimmung  von  Menächmus  gegeben 
haben. 

Dies  kann  durchaus  zu  dem  Inhalt  und  den  Zwecken 
stimmen,  die  wir  Aristäus'  Büchern  über  körperhche  Orter  bei- 
gelegt haben:  Behandlung  solcher  geometi'ischen  Örter  in  der 
Ebene,  die  Kegelschnitte  werden.  Hätte  Aristäus  im  besonderen 
eine  stereometrische  Untersuchung  beabsichtigt,  wie  der  Name 
seiner  Schrift  vielleicht  erwarten  lassen  könnte,  so  würde  er 
sicherlich  über  die  eng  begi'enzte  Weise,  in  der  er  die  Örter 
als  Schnitte  an  K^eln  darstellte,  hmaus  gelangt  sein.  Dagegen 
ist  es  ganz  natürlich,  dafs  er  seine  Untersuchung  über  das 
Vorkommen  der  K^elschnitte  als  geometrischer  Örter  in  der 
Ebene  mit  dem  Nachweise  hegormen  hat,  dafs  die  Kurven, 
welche  er  behandelt,  das  Recht  haben  den  Namen  ,K^el- 
schnitte'  zu  führen.  Dafür  war  es  ausreichend,  dals  er,  von 
den  übrigen  Darstellungsarten,  die  ihm  möglicherweise  bekannt 
waren,  absehend,  sich  mit  einer  einzigen,  bestimmten  be- 
gnügte und  zwar  mit  derjenigen,  die  von  Anfang  an  der  Be- 
stimmung der  Kegelschnitte  zu  Grunde  gelegt  worden  war. 

Pappus  scheint  nach  seinen  Aussprüchen  weiter  zu  gehen 
und  dem  Aristäus  die  Einführung  der  Namen  ,Schmtt  eines 
spitzwinkligen,  rechtwinkligen  und  stumpfwinkligen  Kegels'  bei- 
zulegen.   Indessen  darf  man  auf  dieses  Zeugnis   kein   sondcr- 

')  Vergl.  Anhang  2. 
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IJches  Gewicht  legen.  Wenn  Pappus  in  der  Seluift  des  Aii- 
stäiia,  die  er  kannte  und  die  älter  ist  als  die  Schriften  von 
Euklid  und  Archimedes,  in  denen  dieselben  Benennungen  vor- 
kommen, eine  Darstellung  der  Erzeugungsart  angetroffen  hat, 
welche  diesen  Namen  zu  Grunde  li^,  so  kann  dies  Grund 
genug  für  ihn  gewesen  sein  zu  glauben,  dafs  Aristäus  diese 
Namen  eingeführt  habe. 

Indessen  ist  dieser  Umstand  von  sehr  geringer  Bedeutung, 
wenn  es  sich  nur  um  die  Namen  selbst  handelt;  denn  diese 
haben  sich  jedenfalls  an  die  vorher  gebräuchlichen  Erzeugungs- 
arten angeschlossen.  Dafs  zugleich  mit  den  Namen  auch  die 
entsprechenden  eigentümlichen  Erzeugungsarten,  die  überall 
sonst  allen  älteren  Schriftstellern  zugeschrieben  werden,  erst 
von  Aristäus  heiTÜhren  sollten,  halte  ich  für  unannehmbar. 


Zweiundzwanzigster  llischnitt. 

Verfall  der  griechischen   Geomefriei   Ausblick  auf  die  spätere  Ertwickelung 
und   Bedeutung  der  Lehre  von  den   Kegelschnitten. 


Aus  der  Zeit  nach  ApoUonius  kennen  wir  keinen  einzigen 
wesentlichen  Fortschritt  in  der  griechischen  Lehre  von  den 
Kegelschnitten.  Jedoch  darf  man  hieraus  nicht  schliefsen,  dafs 
kein  solcher  gemacht  worden  sei.  Wir  haben  stets  darauf  hin- 
gewiesen, dafs  diese  Lehre  nicht  in  einer  so  entwickelten  Ge- 
stalt wie  bei  Apolionius  auftreten  konnte,  ohne  dafs  man  gleich- 
zeit^  vieles  fand,  was  in  seinem  Werke  keinen  Platz  erhalten 
konnte;  aber  man  mufs  auch  sagen,  dafs  dieses  und  die  daran 
angeschlossenen  Untersuchungen  so  viele  Keime,  so  viele  Auf- 
gaben enthielten,  welche  tüchtige  Schüler  der  grofsen  Geometer, 
sogar  ohne  neue  Bahnen  zu  brechen,  zur  Entwickelung  bringen 
oder  lösen  konnten,  dafs  aufserordenthch  gewichtige  äufsere 
Gründe  nötig  waren,  um  die  Entwickelung  unmittelbar  nach 
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Apoilonius  zum  ,  Stillstand  zu  bringen.  Einen  wesentlichen 
Grund  dafür ,  dafs  solche  Arbeilen  spurlos  haben  verloren 
gehen  können,  haben  wir  bereits  angefülirt,  nänihch  den,  dafs 
sie,  die  auf  der  bei  Aristäus,  Euklid,  Ärchimedes  und  Apoilo- 
nius voi^efundenen  Grundlage  weiter  aufgebaut  wurden,  zu 
schwier^  waren,  als  dafs  sie  die  Männer  interessiei'en  konntai, 
welche  im  späteren  Altertum  die  mathematischen  Studien 
wiederaufnahmen,  und  denen  wir  die  Erhaltung  einiger  Schriften 
der  genannten  Schriftsteller  und  Angaben  über  andere  ver- 
danken. 

Indessen  ist  zugleich  in  dieser  miserer  Annahme  enthalteu, 
dafs  wir  Apoilonius'  Nachfeiern  keine  Entdeckungen  zuschreiben, 
die  bedeutend  genug  gewesen  wären,  um  bis  zu  der  Grundlage 
selbst  durchzudringen  und  diese  zu  vereinfachen.  Das  Entstehen 
solcher  Entdeckungen,  die  ihrerseits  wieder  neue  Untersuchungen 
hätten  hervorrufen  müssen,  würde  in  noch  höherem  Mafse  die 
Erklärung  des  Verfalls  erschweren,  der  ganz  sicher  nach  diesem 
„Zeitalter  der  Epigonen"  ')  nicht  ausgeblieben  ist. 

Ein  sehr  wesentlicher  Teil  der  Gründe  für  diesen  Verfall 
lag  in  äufseren  Umständen;  damit  aber  diese  so  stark  ivirken 
konnten ,  dafs  über  anderthalb  Jahrtausende  dahin  gingen, 
bevor  eine  so  kräftig  entwickelte  Wissenschaft  wie  die  grie- 
chische Geometrie  neue  Früchte  ansetzte,  mufsten  auch  gewisse 
innere  Bedingungen  vorhanden  sein.  Diese  wollen  wir 
hier  zusammenzustellen  versuchen,  wenn  wir  auch  schon  im 
Vorbeigehenden  auf  dieselben  hingemesen  haben. 

Wn  haben  schon  mehrfach  hervorgehoben,  dafs  bei  den 
Griechen,  namentlich  wegen  der  zahlreichen  Verwendung  von 
Figuren,  die  schriftliehe  Mitteilung  weit  hinter  der  mündlichen 
zurückstand.  Dieser  Umstand  hat  die  fortgesetzte  Blüte  der 
Geometrie  in  hohem  Grade  von  Zufälligkeiten  abhängig  gemacht, 
und  eine  Wirkung  dieses  Ümstandes  läfst  sieh  schon  darin 
erkennen,  dafs  die  Mathematik  in  ihrer  besten  Zeit  mit  einer 
einzelnen  Stadt,  Alexandria,  so  ei^  verknüpft  war,  dafs  sich 
so  weit  man  weifs  nur  einer  der  grofsen  Mathematiker  aufsor- 

')  Cantov,  Vorlesungen,  S.  301. 
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halb  dieser  Stadt  aufhielt,  mit  der  er  jedoch  in  unausgesetzter 
Verbindung  stand.  Unglücksfälle,  welche  diese  Stadt  trafen, 
mufsten  deshalb  auch  die  Wissenschaft  treffen ;  sie  mufsten  die 
mündliche  Tradition  unterbrechen,  und  für  diese  gewährte  das 
schwierige  Studium  der  überlieferten  Schriften  keinen  genügenden 
Ersatz,  Ziemlich  unbedeutende  Umstände  konnten  deshalb 
einen  wesenthchen  Rückschritt  bewirken  oder  es  doch  vor- 
läufig so  schwierig  machen  die  einmal  gewonnenen  Grenzen 
festzuhalten ,  dafs  man  nicht  daran  denken  konnte  dieselben 
durch  Hineinziehen  neuer  Gesichtspunkte  zu  erweitem. 

Welches  waren  nun  die  Grenzen,  welche  die  griechische 
Mathematik  nicht  überechreiten  konnte  ohne  neue  Hülfsmittel 
zu  schaffen  ■*  Oder,  weicher  Begrenzung  unterlagen  ihre  Hülfe- 
mittel an  und  für  sich? 

Die  Antwort  darf  nicht  lauten,  dafs  es  an  emer  Algebra 
oder  an  einem  Organ  für  die  Behandlung  allgemeiner  Gröfsen 
gefehlt  habe ;  denn  ein  solches  Organ  besafs  man  in  der  geo- 
metrischen Darstellur^  dieser  Gröfsen  durch  Strecken,  Flächen 
und  zum  Teil  durch  Volumina.  Die  Begrenzui^  bestand  daiin, 
dafe  dieses  Oi^an.  wie  vortrefflich  —  wenigstens  beim  Seibst- 
studiura  und  bei  persönlicher  Mitteilung  —  es  auch  in  seiner 
Anwendung  auf  Operationen  vom  zweiten  oder  höchstens 
dritten  Grade  sein  mochte,  doch  äufserst  schwier^  zu  hand- 
haben wai  ■^^enn  nnn  zu  Ausdrucken  höherer  Grade  gelangte, 
die  duich  Zusammensetzung  von  ^  erhaltnissen  dargestellt  wer- 
den mufsten  Eine  hoheie  Potenz  mufste  nämlich  immer  als 
ein  bestm  mtes  Glied  einei  fortlaufenden  Proportion  oder,  was 
dxsselhe  ist  emei  geometrischen  Reihe  dargestellt  werden. 
Dadmch  wuide  es  bedingt  dafs  min  einerseits  in  der  direkten 
Behandlung  quadiatischei  Gleichur^en  sowie  in  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  und  dei  daran  angeschlossenen  Behandlung 
von  Gleichungen  dntten  und  weiten  Grades  oder  doch  von 
Aufgaben  die  \on  diesen  abhingen  sich  so  hoch  erheben 
konnte  wählend  andeieiseith  ille  Untei suchungen,  welche  hier- 
über hmiusginaen  w  le  -^  eidien^thch  dieselben  auch  einzeln 
gentnm  n    eu  ir  jchten   duichaiis  der  Allgemeinheit  und  VoD- 
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ständigkeit   entbehi'ten ,   die   wir  in   der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten kennen  gelernt  haben. 

Indessen  dürfen  wir  bei  der  Thatsache  nicht  stehen  blei- 
ben, dafs  diese  Grenze  nun  einmal  existierte  und  dafs  keine 
sonderliche  Aussicht  vorhanden  war  dieselbe  zu  überschreiten, 
nachdem  die  Zeit  des  Verfalls  einmai  begonnen  hatte:  es 
sind  positive  Gründe  erforderlich,  um  zu  erklären,  weshalb  die- 
selbe nicht  bereits  während  der  Blütezeit  entweder  durch  Bil- 
dui^  einer  wenn  auch  rudimentären  Zeichensprache  oder  mög- 
licherweise auf  andere  Weise  überschritten  wurde.  Denn  eine 
Zeichensprache  entsteht  nicht  plötzhch  durch  eine  geniale  Idee, 
wird  also  auch  nicht  dauernd  vermifst,  wenn  sie  nicht  von 
selbst  sich  bei  dem  einen  oder  anderen  einstellt:  sie  wird  sich, 
mit  Abkürzungen  begmnend,  einfmden,  wenn  das  Bedürfnis 
danach  vorhanden  ist,  und  dafs  sie  griechischer  Denkweise 
nicht  fremd  war,  sehen  wir  bei  Diophantus.  Nun  sollte 
man  glauben,  dafs  dieses  Bedürfnis  leicht  Gelegenheit  gefunden 
haben  müfste  sich  geltend  zu  machen  zu  der  Zeit,  wo  die 
Geometrie  sich  so  kräftig  entwickelte.  Allerdings  konnten  die 
neuen  Ideen,  welche  in  das  Gebiet,  das  die  griechische  Algebra 
beherrschen  konnte,  hineingetragen  wurden,  die  Mathematiker 
zur  Genüge  beschäftigen;  aber  zwischen  den  mathematischen 
Aufgaben  findet  auch  ein  solcher  Zusammenhang  statt,  dafs 
Beschäftigung  auf  einem  Gebiete  die  Gedanken  stets  auf  ein 
anderes  hinüberleitet.  Wie  oft  wird  sich  beispielsweise  gezeigt 
haben,  dafs  eine  Aufgabe,  die  ein  Geometer  als  ebene  Aufgabe 
zu  lösen  versuchte,  die  Beimtzung  einer  Kurve  höherer  Ord- 
nung verlangte;  diese  ist  dann  manchmal  in  dem  einzelnen 
Falle  bestimmt  worden.  Das  Eintreten  mehieiei  sokher  Falle 
mufste  dann  die  Aufforderung  enthalten  solche  gememsamen 
Darstellungsmittel  für  diese  linearen  Örtei  zu  «suchen  wie  die 
sind,  welche  man  für  die  Kegelschnitte  besafs  Auch  m  manmg- 
fachen  anderen  Formen  mufste  die  Aufforderung  mi  Ei  Weite- 
rung der  Algebra  sich  darbieten. 

Um  zu  verstehen,  weshalb  die  Algebra  dennoch  keine 
solche  Erweiterung  erfuhr,  mufs  man  sich  veigegenwaitigen, 
was   die  Griechen    in    theoretischer  Beziehung   dadurch 
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gewannen,  dafs  sie  die  Algebra  an  eine  geometrische  Darstel- 
lung und  an  die  Lehre  von  den  Proportionen  anschlössen.  Wir 
haben  im  ersten  Abschnitt  erwähnt,  dafs  man  die  arithmetische 
Bedeutung  des  Produktes  zweier  Zahlen  dadm'ch  nicht  fahren 
liefs,  dafs  man  dasselbe  durch  eine  Fläche  darstellte.  Wenn 
die  Seiten  a  und  b  eines  Rechtecks  in  einem  rationalen 
Verhältnis  standen,  so  wurde  das  Rechteck  geradezu  benutzt, 
um  das  Produkt  der  Zahlen  darzustellen,  welche  das  Verhältnis 
der  Seiten  zu  einem  gemeinschaftlichen  Mafs  ausdrückten.  Waren 
a  und  b  dag^en  inkommensurabel,  so  existierten  nach  griechi- 
scher Auffassung  ebenso  wenig  solche  ZahJen  wie  ein  Produkt 
derselben.  Das  Rechteck  war  dann  für  die  Griechen  kein  Pro- 
dukt, aber  es  trat  an  die  Stelle  eines  solchen  und  gewährte 
ihnen  denselben  Nutzen  wie  dasjen^e,  was  wir  das  Produkt 
von  zwei  irrationalen  Zahlen  nennen.  Durch  die  geometrische 
Darstellung  ivaren  sie  also  imstande  die  Vorteile  zu  geniefsen, 
welche  diese  Erweiterung  des  Regriffes  ,Produkt'  den  Mathe- 
matikern der  neueren  Zeit  gewährt,  ohne  dafs  sie  nötig  hatten 
diesen  Begriff  einzuführen  des'ien  Deimition  Schwierigkeiten 
verursacht  haben  \\uide  Daf&  die  Guechen  mit  einigem  Recht 
die  Bedeutung  desselben  ohne  eine  solche  Definition  nicht  als 
einleuchtend  beti  ichteten,  wud  von  den  Mathematikern  unserer 
Zeit,  die  ja  geiade  auch  auf  diesem  Gebiete  eine  möglichst 
grofse  Stringenz  eistieben  eingeräumt  Dafs  die  Alten  ihrer- 
seits sich  in  der  That  die&elben  Skrupel  machten  und  nicht 
blofs  durch  die  geometnsche  Darstellung  praktische  Vorteile 
erstrebten,  sehen  wii  s.a=.  ihrer  Pi oporfionslehre ,  wo  die  ge- 
nannte Schwieiigkeit  nicht  «mgangen  sondern  überwunden 
wird,  wo  aber  die  allgememe  Grof&e,  welche  rational  oder 
irrational  sem  kann,  m  der  fui  piaktische  Operationen  wenig 
günstigen  Form  emes  VerhallniSbe--  auftiitt,  das  nicht  unmittel- 
bar den  für  Zahlen  geltenden  Rechenoperationen  nntei-worfen, 
sondeni  duich  eine  Zuoammenkettung  ^on  Sätzen  behandelt 
wird. 

Es  muffte  also  die  theoretische  Bedeutung,  welche  die 
angeführten  Mittel  dei  Daistellung  besaf'^en,  Furcht  davor  er- 
wecken  dieselben   mit  anderen  Huitsmitteln   zu  vertauschen; 
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denn  diese  mnfsten  mit  einer  älinlichen  Befestigung  wie  die 
elementare  Geometrie  und  die  Proportionslehre  umgürtet  wer- 
den, bevor  man  sich  für  berech%t  halten  durfte  sie  in  Ar- 
beiten, die  Anspruch  auf  wissenschaftliche  Stringenz  erheben 
sollten,  anzuwenden.  Der  Umstand  aber,  dafs  auch  nicht  die 
Zwecke  des  praktischen  Lebens  die  Furcht  davor  aufhoben  mit 
irrationalen  GrÖfsen  so  zu  operieren,  als  ob  es  Zahlengröfsen 
wären,  findet  seine  Erklärung  in  der  scharfen  Trennung,  weiche 
zwischen  Geometrie  auf  der  einen  und  Landmessen  und  Logi- 
stik auf  der  anderen  Seite  bestand,  und  die  ihren  Grund  in 
den  strengen  logischen  Forderungen  hatte,  die  man  innerhalb 
der  Geometrie  stellte.  Das  Bedürfnis  nach  einer  Rechnung 
mit  GrÖfsen ,  die  nur  mit  einer  gewissen  Annäherung  bekannt 
waren,  mufete  sich  häufig  einstellen.  Eine  exakte  Behandlung 
solcher  Aufgaben  verlangte  indessen  jedesmal  eine  genaue  Be- 
stimmung der  Grenzen,  innerhalb  deren  der  Fehler  fiel.  Dafs 
solche  Bestimmungen,  die  freilieh  jedesmal  eine  ziemlich  be- 
deutende Arbeit  verlangten  den  Griechen  nicht  fiemd  WHieii 
wissen ^u  ^onÄristarch  von  Simui  und  \onArchiniPde'' 
Ob  dagegen  eme  Annaheiung  m  einem  piakt'seh  ^oikommenden 
Falle  genau  geni^  wm  liefs  sich  m  der  Regel  durch  eine 
Schätzung  entstheiden ')  Jedoch  war  dieae  Entscheidung  nicht 
wissenschaftlich  jedenfaüa  nicht  geometiisch  und  wurde  in  die 
Logistik  verwiesen  Auf  diese  Weise  gewohnte  man  sich  sicbei- 
lich  daian  ■vieles  in  die  Logistik  7U  -leiweisen  und  dadurch 
emei  ginndlicheren  mathematischen  Prüfung  7u  entziehen  «i-- 
umgekehrten  Falls  einen  befiuchtendcn  Finfluf*^  lut  dit  ARthe 
matik  selbst  hatte  ausüben  können 

VktLh  \\ir  hiPi  ge'^agt  haben  und  \\as  -^oi  dSlem  von  dei 
Rücksichtnahme  aui  iiiationale  Grofsen  gilt  hfst  sich  auch 
^on   anderen    thnhchen   Beziehungen   ^^gen      Die   Mtihemitik 


I  Ddls  lei  hähfiing  i  ut  -  =  1  U  t  s  1  e  \  liieie  1  c 
Hichtigkeit  desselben  genau  bewie  nnl  z  B  =inolil  Aon  A^eissen 
born  (Die  irrationalen  Quadratwui^eln  lei  Aichimedee  und  Heron 
Beikn  188S)  al«  ^on  Heibetg  in  eeinei  Anzeige  die  er  Schuft  m  cüei 
Revue  Cntique  von  1884  angenommen 
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verschärfte  ilu'e  Forderungen  an  strenge  Beweisführung  melir 
und  mehr;  um  diese  zu  sichern,  band  sie  sich-  immer  mehr  an 
bestimmte,  erprobte  Formen,  und  was  sich  in  diese  nicht  hin- 
einpassen liefs,  schiofs  sie  von  sich  aus  und  entzog  es  dadurch 
einer  tiefer  gehenden  vrissenschaftlichen  Behandlung,  Jedoch 
soll  hiermit  nicht  gesagt  sein,  dafs  Logistik  und  Landmessen 
sich  unabhängig  von  der  Mathematik  entwickelten.  Was  man 
in  dieser  bewiesen  hatte,  kam  selbstverständlich  Jenen  zu  gute; 
aber  die  Probleme,  zu  denen  diese  praktischen  Fächer  Veran- 
lassung geben  konnten,  nahm  die  Mathematik  nicht  mit  be- 
sonderem Interesse  für  weitere  Behandlung  und  Ent Wicke- 
lung auf. 

Diese  Verhältoisse  mufsten  schäifer  hervortreten  zur  Zeit 
des  Verfalls,  wo  die  einzelnen  Forscher  mehr  mid  mehr  ihre 
mathematische  Bildung  in  der  Litieratur  suchen  mufeten  und 
nicht  mehr  durch  mündhchen  Unterrieht  aufmerksam  gemacht 
werden  konnten  auf  die  freiere  Gedankenbewegung,  welche 
innerhalb  oder  hinter  den  strengen  Formen  möglieh  war  und 
deren  Ausbeute  sich  später  immer  zur  Übereinstimmung  mit 
diesen  bringen  liefs. 

Dafs  der  Rückgang  der  Geometrie  begleitet  wai'  von  einer 
Vei'schärfung  der  formalistischen  Forderungen,  kann  man  aus 
Pappus'  Hülfssätzen  zu  den  Schriften  der  grofsen  Mathe- 
matiker erkennen.  Mir  fehlen,  die  Bedingungen,  um  an  den 
Untersuchai^en  darüber,  zu  welcher  Zeit  diese  Hülfssätze  ent- 
standen sind^),  teilnehmen  zu  können.  Ich  möchte  nur  darauf 
aufmerksam  machen,  ob  nicht  die  höchst  verschiedene  geome- 
trische Beschaffenheit  dieser  Hülfssätze  erfordert,  dieselben  in 
verschiedene  Zeiten  zu  verlegen  oder  verschiedenen  Verfassern 
zuzuschreiben.  Einige  derselben  enthalten  Sätze  von  wirklicher 
Bedeutung.  So  fanden  wir  in  Pappus'  Hülfssäten  zu  Euklids 
OberflächenÖrtem  den  Beweis  für  den  Satz  über  Brennpunkt 
und  Leitlinie,   und  in   den  Hülfssätzen   zu   den  Porismen   den. 


')  P.Tannery  hat  im  Bulletin  des  Sciences  Math,  ^-^  sörie,  T.VII, 
S.  241  die  Aufmerksamkeit  darauf  gelenkt,  daCg  die  Hülfssätze  dem. 
Pappus  kaum  persönlich  zu  verdanken  seien. 
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dafs  der  Wert  eines  anhannomsehen  Verhältnisses  durch  Pro- 
jektion niclit  verändert  wird.  Wurden  diese  Sätze  in  den 
kommentierten  Werken,  die  verloren  sind,  ohne  Beweise  be- 
nutzt'), so  hatte  der  Verfasser  der  Hülissätze  Grund  genug 
solche  zu  geben,  wenn  er  sich  nicht  damit  begnügen  konnte 
oder  wollte  auf  die  Werke  hinzuweisen,  die  möglicherweise 
Euklid  erlaubt  halten  von  einem  Beweise  dieser  Sätze  abzu- 
sehen. Der  Umstand,  dafs  gerade  zu  mehreren  verlorenen 
Werken  solche  Hülfssätze  gegeben  sind,  ist  uns  im  Vorbeige- 
henden von  grofseni  Nutzen  gewesen. 

Während  man  diese  Sätze  reale  Hülfssätze  nennen  könnte, 
sind  andere  —  und  auf  diese  deutete  ich  oben  hui  —  von 
rein  formaler  Art.  Das  gilt  z,  B.  von  den  Hülfssatzen  zu 
ApoUonius'  Kegelschnitten,  die  uns  allerdings  keine  Vorstel- 
lung von  dem  Inhalte  dieses  Werkes  würden  geben  können, 
wenn  es  verloren  wäre.  Sie  schliefsen  sich  nämlich  nur  an 
solche  Fälle  an,  in  denen  der  Beweis  nicht  bis  in  alle  Einzel- 
heiten ausgefiihrt  ist  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  die 
SacJie  sofort  jedem  einleuchten  mufste,  der  überhaupt  die  zum 
Lesen  dieses  Werkes  erforderliche  Reife  besafs,  und  weil  ein 
solcher  Leser,  wenn  er  den  Wunsch  hatte,  leicht  selbst  die 
gegebenen  Beweise  vervollständigen  konnte.  Beim  Lesen  der 
alten  Schriftsteller,  die  sonst  so  wenig  für  die  Übersichtlichkeit 
thun,  gewähren  derartige  kleine  Sprünge  sogar  eine  Erleichte- 
rung, Der  Verfasser  der  Hülfssätze  scheint  aber  gemeint  zu 
haben,  dafs  sie  Lücken  in  der  Beweisführang  dai-stellten ,  die 
ausgefüllt  werden  mufsten. 

Hierbei  wollen  wir  von  den  vollkommen  überflüssigen 
Hülfssatzen  zu   solchen   Stollen   absehen,   an   denen  ApoUonius 


I  Da  iMi  nicht  gut  innehmen  koDnen  laft  lu  den  kommentierten  alten 
Werke»  wirklich  bedeutende  Lucken  auazufflllpn  ivtuen  ao  müssen 
solche  bätze  entweder  aus  anderen  hel^nnten  Weiken  entlehnt  sein 
odei  imphcite  vom  Beweise  begleitet  gewesen  sein  während  sie  in  den 
HulfaBätzen  selhstandig  auligeBteUt  und  bewiesen  werden  vielleicht  in 
einei  etwas  allgemeineren  Form  Ihe«  gilt  wie  sich  erkennen  läM 
fui  einige  der  -^ihwiev^eienHulfssätae  zu  dei  üherheterten  Schrift  \om 
^■■ihiltm    chnitt 
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nnttelbii  pinei  lefcinnten  Satz  anwendet,  wo  der  Beweis 
aLo  den  dei  Hulfesatz  liefeit  nui  dann  besteht  diesen  Satz 
anzuführen  bei-jpie!s»  eise  den  Hulf^^-^atz  3  zum  dritten  Buch, 
dei  nur  aussagt  dafs  das  Dreieck  welches  von  einem  anderen 
duifh  eine  Parallele  zu  emei  Seite  abgeschnitten  wird,  zu 
diesem  indcren  m  dem  Veihaltni''  der  Quadrate  homologer 
Seiten  <!tpht  Em  rleutlicheies  Beispiel  fui  die  Hülfssätze,  an  die 
1  h  hiei  denke  ist  dagt^en  dei  tobende  Satz :  haben  ein  Dreieck 
und  ein  gleichgiofse-^  Paialleltrapez  einen  Winkel  gemeinsam, 
so  i'-t  tab  Rechteck  aus  den  Dieiecksseitpn,  welche  den  Winkel 
einschlief  en  gleich  dem  Rechteck  welches  aus  der  Summe 
der  parallelen  Seiten  des  Ti  ipezes  und  derjenigen  von  den 
mdeieii  Seiten  gebildet  wnd  welche  dem  Winkel  anliegt. 
Dieser  Satz  der  ohne  genauer  angeführt  oder  bewiesen  zu 
weiden  m  Apollomus  Beweis  fui  StIz  50  des  ersten  Buches 
benutzt  wird,  ist  als  Hülfssatz  8  zu  diesem  Buche  aufgestellt. 
Dafs  derselbe  keinem  Mangel  abhilft,  der  sich  während  des 
Lesens  von  Apoilonius'  Schrift  fühlbar  gemacht  haben  könnte, 
wird  sofort  klar,  wenn  man  beachtet,  dafs  auch  in  dem  Be- 
weise des  Hülfssatzes  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  dafs  ein 
Trapez  halb  so  grofs  ist  wie  das  aus  der  Höhe  und  der  halben 
Summe  der  Seiten  gebildete  Rechteck.  Die  Absicht  kann  also 
nicht  die  sein,  Kenntnisse,  die  in  dieser  Beziehung  möglicher- 
weise fehlen  könnten i),  zu  ergänzen,  sondern  sie  wird  wohl 
im  wesentlichen  darin  bestanden  haben,  Apoilonius'  Beweis 
eine  möglichst  grofse  Vollständigkeit  zu  geben. 

Beispiele  ähnhcher  Art,  bei  denen  Apoilonius  auch  ohne 
sie  namhaft  zu  machen  die  Proportionahtät  von  zwei  Strecken 
(in  dem  angeführten  Beispiele  war  es  die  Proportionalität  der 
Höhe  und  einer  Seite  in  jeder  Figur)  benutzt  hat,  die  dem- 
jenigen unmittelbar  In  die  Augen  fallen  mufste,  der  während 
des  Lesens  Apoilonius'  Figur  verfolgte,   liefern  die  Hülfssätze 


'J  Jedoch  weicht  dieses  Beispiel  von  den  meisten  übrigen  dadurch  ab, 
dafs  der  bekannte  Satz,  m  dem  man  zurücl^eföhrt  wird,  und  dessen 
Beweis  als  vofher  bekannt  yorausgesetzt  wird,  sich  nicht  hei  Euklid 
findet. 
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7 — 11  zum  zweiten  Euch,  12  zum  dritten  und  säniüiche  Hülfs- 
sätze  zum  sechsten  Buch. 

Eine  andere  Hauptklasse  von  thatsächlich  wenig  nützlichen 
HüLfssät5;en  besteht  aus  solchen,  welche  gewisse  Relationen 
zwischen  Punkten,  die  auf  irgend  eine  Art  auf  einer  Geraden 
bestimjnt  werden,  angeben,  Relationen,  von  deren  Richtigkeit 
man  sich,  wenn  dieselbe  einem  nicht  bekannt  ist  oder  nicht 
sofort  einleuchtet,  heutigen  Tages  leicht  durch  eine  Rechnung 
überzeugen  kann.  In  der  Zeit,  wo  ApoUonius  die  Bücher 
schi'ieb,  zu  denen  diese  Hülfssätze  gehören,  niufs  man  wohi 
durch  ähnliche  bequeme  Hfllfsmittel  dasselbe  haben  erreichen 
können;  denn  wenn  ApoUonius  die  oft  recht  hübschen  Kunst- 
griffe für  nötig  gehalten  hätte,  durch  welche  die  Begründung 
seiner  Sätze  bei  Pappus  auf  bekannte  Sätze,  namentlich  auf 
Sätiie  in  Euklids  zweitem  Buche  zurückgeführt  ^vird,  so  würde 
er  die  Begründung  kaum  dem  Leser  tiberlassen  haben.  Man 
mufs  annehmen,  dafs  ApoUonius  sich  den  Beweis  durch  un- 
mittelbare Anwendung  der  mit  unserer  Buchstabenrechnung 
gleichbedeutenden  geometrischen  Algebra  ausgeführt  gedacht 
habe;  ja  für  den,  der  in  dieser  Fertigkeit  besaTs,  ist  die'Rich- 
b'gkeit  der  Behauptung  vielleicht  unmittelbar  einleuchtend  ge- 
wesen. Die  Hülfssätze  haben  dann  eine  ähnliche  Bedeutung 
gehabt,  wie  wenn  in  einem  modernen  Buche  ein  Rechnungs- 
resultat, das  sich  leicht  als  richtig  nachweisen  liefse  und  der 
Übersichtlichkeit  wegen  ohne  Durchfuhrui^  der  Rechnung  hin- 
geschrieben wäre,  kommentiert  würde,  nicht  durch  eine  ein- 
fache Ausführung  der  Rechnung,  sondern  durch  eine  Verwand- 
luT^  derselben  in  eine  —  vielleicht  elegantere  —  Anwendung 
solcher  Formeln  wie  derjenigen  für  {a  +  b)^,  {a-{-h)(a  —  &) 
u.  s.  w. 

Ein  Beispiel  für  einen  Hülfssatz  dieser  Art  habe  ich  am 
Schlüsse  des  ersten  Abschnittes  augeführt;  dort  machte  ich 
zugleich  aufmerksam  auf  die  guten  Mittel  zur  Einübung  der 
geometi'ischen  Algebra,  die  gerade  diese  Art  von  Hülfssätzen 
gewähren  kann,  nicht  durch  Betrachtung  der  zu  diesen  Hülfs- 
sätzen gehörenden  Beweise,   sondern  indem  man  den  Mitteln 
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nachspürt,  die  so  unmittelbar  7Aim  Resultate  fähren,  dafs  Apol- 
lonius  berechtigt  war  die  Beweise  fortzulassen. 

Am  nächsten  würde  die  Annahme  liegen,  dafs  die  bei 
Pappus  aufbewahrten  Hülfssälze  zu  einer  Zeit  entstanden  seien, 
wo  man  noch  im  wesentlidien  mit  dem  Wissen  der  besten 
Zeit  vertraut  war,  wo  man  sich  jedoch  mehr  dafüi'  interessierte, 
die  Formen,  in  welche  dasselbe  eingeschlossen  wai',  möglichst 
unangreifbar  zu  machen  als  es  selbst  zu  erweitem.  Sollten 
dagegen  die  Hüifesätze  Pappus  selbst  zu  verdanken  sein,  so 
stammen  sie  aus  einer  Periode  des  Aufblühens  nach  langem 
und  tiefem  Schlafe.  In  diesem  Falle  würden  die  hervoi^e- 
liobenen  Eigenschaften  zeigen ,  dafs  es  die  streike ,  in  den 
Einzelheiten  ausgearbeitete  Fomi  der  Alten  war,  die  mau 
später  mit  so  grofser  Begierde  ergriff,  dafs  man  absichtlich 
die  Fälle  aufsuchte,  in  denen  sich  noch  etwas  in  dieser 
Hinsicht  hinzufügen  Hefs.  Auch  folgende  Überlegung  macht 
es  wahrscheinlich,  dafs  man  dies  gethan  habe.  Nui'  durch 
ein  Eindringen  in  die  Form  konnte  man  den  hihalt  kennen 
lernen.  Je  gröfsere  Schwierigkeiten  die  Form  dai'bot,  um  so 
gründlicher  mufste  dieses  Eindringen  sein,  um  so  mehr  mufste 
der  Inhalt  untrennbar  werden  von  der  durch  die  Autorität  der 
Alten  so  ehrwürdigen  Form,  und  um  so  mehr  konnte  man 
auch  dahin  gelangen,  einen  offenen  Blick  für  das  in  Wahrheit 
bewunderungswürdige  dieser  Form  zu  gewinnen.  Zu  diesen 
bewunderungswürdigen  Eigenschaften  mdessen  gehört  nicht 
die,  ein  bequemes  Oi^an  für  die  Ideenassociationen  zu  sein, 
aus  denen  das  Gerüst  für  neue  Anbauten  aufgebaut  wird;  in 
dieser  Beziehung  waren  also  diejenigen,  welche  nur  durch 
schriftliche  Überlieferung  Schüler  der  Alten  sein  konnten,  nicht 
gut  ausgerüstet. 

Hierfür  wurden  Pappus'  Hülfssätze  zu  Apollonius'  Kegel- 
schnitten ein  Beispiel  abgeben,  wenn  sie  von  ihm  herrühren 
sollten  imd  nicht  vielmehr  —  wie  wir  zuerst  annahmen  — 
bereits  aus  dem  Anfange  der  Verfallzeit  herstammen.  Wegen 
der  Wahrscheinlichkeit  dieser  letzteren  Annahme  ist  Eutokius' 
Kommentar  zu  derselben  Schrift  ein  zuverlässigeres  Beispiel.  • 
Derselbe  rührt  aus  einer  noch  späteren  Zeit  des  Aufblühens 


y  Google 


hei  iie  unseie  ^loMe  AneiLeimm  g  \eidient  liegen  det  Bei 
tilge  die  «ip  fui  un&ete  Kenntnis  der  "iltgiiecht  chen  raathe 
matiijchen  Litteratm  gehefeit  hat  abei  der  Konimentai  selbii 
giebt  uns  nur  foininhsti&che  Zusätze  \on  dei  Ait  aut  i^plche 
wir  am  wendeten  "Wert  legen  Wenn  \\u  z  B  die  Fertigkeit 
bewundern  mit  der  Apollonm  (ohne  das  Mittel  7U  be^it/en 
welches  die  Benutzung  \  on  Voraeichen  uns  gewahrt)  Satze  und 
Beweise  zusammenzufassen  versteht  "i^ekhe  Ellipse  Parabel 
und  Hyperbel  betteffen  und  sich  luf  vei-ichieden  gestaltete  dazu 
gehörige  Figuren  aufemnial  beziehen  so  gewahrt  e?  n«i  ^^eni^ 
Befiiedigung  lon  Eutokiu  zu  eifahitn  Mie^iele  emzelne  Fille 
jedei  einzelne  bat?  umlafat  Er  chemt  die  Zeilegimg  iii  solche 
fui  einen  wesenUichen  Teil  des  vollen  V  ei-stehens  zu  halten  Als 
Beispiel  mag  angefühlt  nerden  daT^  er  wenn  em  Schnitt  an 
einem  Kegel  eine  Ellipse  «ird  e  fui  notig  halt  zwischen  den 
Fallen  zu  unterscheiden  in  denen  diese  eine  verschiedene  Lage 
gegen  die  kieisformige  Gi uniflache  les  Kegels  einmninit  Diese 
Unteiacheidung  ist  alleidings  in  sofein  richtig  als  dei  Sfhnitt 
wenn  dessen  Ebene  die  Grundfläche  trifft  keine  ganze  Ellipse 
sondern  nu!  ein  Teil  einer  solchen  wird  iie  ist  aut,h  m  dei 
That  nur  eine  i^  eitere  Fortiuhnine  dei  Zei'stuckelung  zu  der 
die  Alten  selbst  an  vielen  Stellen  sich  geneigt  /eigen  mid  die 
namentlich  auch  ^on  Apollonius  benutzt  wiid  owohl  in  semei 
Schrift  ubei  den  Veihaltnisschmtt  als  auch  überall  da  v>o  in 
seinen  Kegels  hnitten  neue  Sat/e  angefühlt  «eiden  die  sich 
aut  zusaniniengehoi ende  H^peibelaste  beziehen 

Die  alte  giiechische  Georaetiie  besafs  also  Eigenschaften, 
die  m  dem  Zeitraum  des  späteien  gneehischen  Alteitumi,  bis 
zu  dem  sie  sich  fortpflanzte,  einen  hemmenden  Diuck  auf 
neue  fieieie  Untersuchungen  ausüben  mufsten 

Einen  Diuck  ähnlicher  Art  übte  die  gnechische  Geonietiie  in 
ihiei  Grofse  und  ihier  strengen  Form  auch  spätei  auf  die  Volkei 
aus,  i^elche  dieselbe  duich  die  ubeibeterten  Schuften  kennen 
lernten  und  sich  m  giofseiem  odei  geringeiem  Giade  den  be- 
deutenden bihaJt  derselben  und  die  m  ihrer  Äit  einzige  Schute 
des  Gedankens,  \on  dei  sie  ganz  durchdrungen  ist  aneigneten 
Durch  die  Schuften  konnte  man  sich   du   Foi-chungsneise  du 
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griechischen  Geometer  selbst  nicht  aneignen,  die  imponierende 
Gröfse  des  Bauwerkes  mufste  die  Hoffnung  niederdrücken,  dafs 
man  die  Grenzen,  welche  eiTeicht  waren,  überschreiten  könne, 
und  die  Strenge  der  Formen  mufste  die  Befürchtung  erwecken, 
dafs  die  tastenden  Vei-suche,  ohne  «ekhe  selten  etwas  neues 
erreicht  wird,  innerhalb  der  Mathematik  unzulässig  "^eien. 

Doch  gilt  das  gesagte  selbstver'<tandlich  nui  von  den  Völ- 
kern, welche  direkt  auf  den  Weiken  dei  griechischen  Mathe- 
matiker weiter  gebaut  haben.  Ich  h^be  mit  giofsem  Interesse  in 
Cantors  Vorlesungen  den  Nachweis  über  den  Einflufs  gelesen, 
den  die  griechische  Geometrie  auf  die  indischeMathematik 
ausgeübt  hat,  und  im  wesenUichen  bin  ich  dadurch  überzeugt 
worden^).  Dafs  dieser  Einflufs  sich  nicht  nur  auf  eigentliche 
geometrische  Sätze  und  deren  Anwendung,  sondern  auch  auf 
wicht^e  algebraische  Operationen,  namentlich  auf  die  Auflösung 
der  Gleichungen  zweiten  Grades  erstreckt  hat^),  räume  ich  um 
so  bereitwilliger  ein,  als  ich  die  numerische  Lösung  dieser  Glei- 
chungen bfei  den  Griechen  viel  weiter  zurückführe,  als  Gantor 
thut.  Indessen  ist  tlieser  Emflufs  nicht  ausgeübt  worden  dm'ch 
Schriften  oder  in  solchen  Formen,  die  dnlckend  wirken  konnten, 
sondern  vielmehr  durch  die  griechische  von  der  Geometrie 
beeinßufste  Logistik,  oder  durch  mündliche  Mitteilung  von 
Regeln  ohne  Hinzufügung  einer  B^ründung,  die  vor  Gefabren, 
für  welche  die  Inder  doch  kein  Verständnis  hatten,  schützen 
sollte;  er  beg^nete  sich  mit  dem  Zahlensinn  und  der  grofsen 
Rechenfertigkeit  der  Inder,  konnte  also  nur  befruchtend  wirken. 
Die  schönste  wissenschaftliche  Ausbeute  hiervon  ist,  wenn  wir 
von  den  mehr  praktischen  Ergebnissen  absehen,  die  systema- 
tische   Behandlung    von    unbestimmten    Gleichungen    zweiten 


')  In  einer  Arbeit  über  Brahmaguptas  Trappz  (Tidsskrift  for  Mathe 
matik  1876)  ging  ich  im  Anschlufs  an  Haniel  lon  einer  entgegen 
gesetzten  Anschauui^  aus.  Mit  einei  gewissen  Modifikation  jedocii 
werde  ich  die  Evklärungen,  welche  ich  damAlf  gab  fe'rthalten  kflnnen 
Namentlich  hege  ich  keinen  Zweifel  ubei  d'-n  Zusammenhang  ?wi»chpn 
dem  sogenannten  Trapez  von  ■Bvalima^iuptT  und  den  Fiameln  tili 
sin  («+/?). 

')  Cantor,  Vorlesungen,  S.  530. 
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Grades  durch  die  Inder,  welche  die  sporadische  Behandlung 
von  Diophantus  bei  weitem  übertrifft, 

Dafs  die  Araber  dagegen  den  erwähnten  Druck  der 
gewaltigen  griechischen  Geometrie  gefühlt  haben ,  kann  ich 
allerdings  nicht  aus  ihren  Schnften  selbst  nachweisen,  weil  ich 
dieselben  nur  aus  zweiter  Hand  keime,  nämlich  durch  die 
Werke  von  Hankel,  Matthiessen  und  Cantor;  jedoch  glaube  ich 
es  daraus  schliefsen  zu  können,  dats  sie  einerseits  den  Griechen 
ihre  ursprüngliche  Kenntnis  der  Geometrie  verdankten  und  fort- 
fuhren ihren  Lehrern  eine  Ehrerbietung  zu  zeigen,  durch  welche 
verschiedene  Hauptwerke  aufbewahrt  worden  sind,  und  dafs 
sie  andererseits  in  keinem  einzigen  Punkte  der  theoreti- 
schen Geometi-ie  und  der  damit  verbundenen  Algebra  hin- 
sichtlich des  Inhalts  über  das  hinausgelangt  sind,  womit  die 
griechischen  Geometer  in  der  besten  Zeit  vertraut  gewesen  sein 
müssen.  Wenn  ich  diese  letzte  Behauptung  auf  die  Beschaffen- 
heit der  sogenannten  Fortschritte  stütze,  welche  man  den 
Arabern  beilegt,  und  auf  den  Umstand,  dafs  die  wirklichen 
Fortschritte  erst  der  europäischen  Renaissance  zugesclu-ieben 
werden,  so  mufs  ich  doch  die  Möglichkeit  zugestehen,  dafs  eine 
Erweiterung  unserer  noch  mangelhaften  Kenntnis  der  arabischen 
Mathematiker  klarlegen  könnte,  dafs  verschiedene  von  diesen 
letzteren  Fortschritten  den  Arabern  nicht  unbekannt  waren. 
Ein  späterer  Forscher  wird  vielleicht  von  den  Arabern  gegen- 
über den  Europäern  der  neueren  Zeit  etwas  älinliches  behaupten 
können  wie  das,  was  ich  jetzt  von  den  alten  Griechen  gegen- 
über den  Arabern  behaupte. 

Was  zunächst  die  eigentliche  Lehre  von  den  K^elschnitten 
betrifft,  so  erinnere  ich  mich  nicht  in  dem,  was  den  Arabern 
zugeschrieben  wird,  einen  einzigen  wirklichen  Fortschritt  in 
dieser  Lehre  gesehen  zu  haben.  Man  erhält  vielmehr  den 
gerade  entg^engesetzten  Eindruck,  wenn  Cantor^)  es  für  der 
Mühe  wert  hält  über  zwei  Konstruktionen  von  Punkten  einer 
Parabel  bei  Abü'l  Wafä  zu  berichten,  die  nur  unmittelbare 
Anwendungen  der  bekanntesten  Konstruktionen  von  mittleren 

■)  Yoilesungen,  S.  Ö40. 
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ProjoitionilPti  Uli  1e  Bebümtrung  einei  Ordjnite  als  mittlerer 
Propoitionale  z  lachen  dei  Abscisse  inii  den  Paratiieter  ent- 
lialten  also  kerne  geiidueie  Kenntnis  dei  P-irabel  erkennen 
lassen  alt.  diejenige  i  t  n  eiche  bereits  Menichmus  besafs.  Dafs 
die  \rabei  sich  denno  h  in  anziiei  kennendei  Weise  die  grie- 
chische Lehre  ■von  len  KegeKchnitten  ELiieif,neten ,  das  beweist 
am  besten  die  lorni,  m  der  sie  una  die  letzten  Bücher  von 
Äpoüonius,  die  sonst  verloren  gegangen  sein  würden,  überliefert 
haben.  Die  so  erhaltene  Ausgabe  können  wir  allerdings  nur 
durch  ihren  mathematischen  Wert  kontroheren;  aber  dieser 
Wert  zeigt  uns,  dafs  der  Übersetzer,  einerlei  ob  die  arabische 
Übersetzung  mein-  oder  minder  genau  mit  dem  griechischen 
Oi'igma!  übereinstimmt,  sich  vollkommen  in  den  Inhalt  hinein- 
versetzt hatte. 

Man  denkt  mehr  an  die  Behandlung  der  Gleichungen, 
wemi  man  den  Arabern  einen  wesentlichen  Fortschritt  gt^en- 
über  den  Griechen  beilegt.  Doch  ist  das  hinfalüg  mit  Be- 
zug auf  die  quadratischen  Gleichungen;  denn  die  Griechen 
besafsen  bereits  vollständige  Kenntnisse  auf  diesem  Gebiete, 
da  Euklids  geometrische  Behandlung  die  theoretische  Begrün- 
dung von  Operationen  darstellt,  die  man  sehr  wohl  arith- 
metisch anzuwenden  verstand.  Nur  der  Unterschied  (der  aller- 
dings an  und  für  sich  von  grofser  Bedeutung  ist,  aber  uns  hier 
weniger  angeht)  mag  stattgefunden  haben,  dafs  die  Araber 
eine  gröfsere  Rechenfertigkeit  besafsen,  also  mit  gröfserer  Leich- 
tigkeit das  Ausziehen  von  AVurzeln  und  andere  Rechnungen 
bei  der  numerischen  Anwendung  der  quadratischen  Gleichungen 
durchfuhren  konnten. 

Was  ferner  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  und 
solche  Aufgaben  betrifft,  welche  sich  nur  mit  Hülfe  dieser 
lösen  lassen,  so  kannten  die  Araber  sowohl  wie  die  Griechen 
nur  die  Behandlui^  derselben  durch  K^elschnitte.  Allerdings 
treffen  wir  bei  ihnen  Aufgaben  und  Lösungen  an,  welche  wir 
bei  griechischen  Schriftstellern  nicht  gefunden  haben,  z.  B. 
neue  Dreiteilungen  des  "Winkels,  und  sie  haben  gewifs  auch 
viel  von  dem  selbständig  erreicht,  was  den  Griechen  vorher 
schon  bekannt  wai';  aber  in  ihrer  Gesamtheit  ist  diese  Behand- 
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lungsart  eine  Entlehnung  von  der  griechischen  Behandlung  kör- 
perlicher Aufgaben.  DaTs  sie  nur  eine  Entlehnung  ist,  folgt 
auch  aus  dem  Unistande,  dafs  die  Araber  in  der  Regel  unter- 
lassen haben  an  diese  Behandlung  das  anzuschliefsen,  was  der- 
selben bei  den  Griechen  wirklichen  'W'ert  verlieh.  Da  sie  keines- 
wegs ein  bequemes  Mittel  für  praktische  Lösui^en  ist,  so 
haben  wir  ihren  eigentlichen  Zweck  in  der  Anwendung  auf 
Diorismen  und  in  den  hieran  angeschlossenen  theoretischen 
Untersuchungen  gesucht;  aber  hierfür  scheinen  die  Araber  kein 
grofses  Interesse  gehabt  zu  haben. 

Dagegen  darf  man  annehmen,  dafs  der  Beschäftigung  der 
Araber  mit  diesem  Gegenstande  ein  Bestreben  zu  Grunde  gelten 
hat,  das  allerdings  bei  ihnen  selbst  nicht  mit  Eifolg  gekrönt 
wurde,  das  aber  die  Formulierung  einer  Aufgabe  enthielt, 
deren  Lösung  später  von  der  gröfsten  Bedeutung  werden  soüte. 
"Wir  sehen  nämlich,  dafs  arabische  SchrifisteUer  sich  sorgfältig 
mit  der  kubischen  Gleichung  beschäftigen,  die  verschiedenen 
Tonnen  betrachten,  welche  dieselbe  annehmen  kann,  und  an 
jede  derselben  eine  Lösung  durch  Kegelschnitte  anschliefsen. 
Nun  haben  wir  freilich  im  elften  Abschnitt  angenommen,  dafs 
bereits  die  Griechen  sich  auch  eine  Zeitlang  mit  eigentbehen 
kubischen  Gleichungen  beschatteten,  dafs  sie  aber  gleich  nach 
Archimedes'  Zeit  die  besondere  Beschäftigung  mit  diesen  Glei- 
chungen aufgaben,  weil  sie,  nachdem  sie  eine  geometrische 
Aufgabe  auf  diese  reduciert  hatten,  doch  nur  über  dieselben 
Hülfsmittel  verfügten,  welche  sie  direkt  ohne  diese  Reduktion 
benutzen  konnten.  Für  die  Araber  dagegen,  welche  sich  gewifs, 
ebenso  wie  die  Inder,  mehr  als  die  Griechen  mit  eigentlich 
numerischen  Gleichungen  beschäftigten,  erhielt  die  kubische 
Gleichung  eine  erneute  Bedeutung,  und  es  ist  wahi'scheinhch, 
dafs  sie  eine  Reduktion  auf  Ausziehen  von  Kubikwurzeln 
gesucht  haben,  also  das,  was  wir  unter  einer  Lösung  der 
kubischen  Gleichungen  verstehen.  Von  diesem  Bestreben 
zeugt  die  eifiige  Be&chdftigung  mit  diesen  Gleichungen,  ja  wir 
besitzen  sogar  em  ausdiucklicbei=  Zeugnis  Ufui  dafs  AI  Mähänf 
versucht  hat  die  e  Gleicbmigen  zu  lo'sen  i) 

')  Hank         /         p    I     I   e   Ip    1\    tl  c    a   k  e        S     66. 
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War  das  aber  der  Fall,  so  kommt  den  Arabern  das  Ver- 
dienst zu  die  Aufgabe  gestellt  zu  haben,  durch  deren 
Lösung  die  Europäer,  diesmal  die  Italiener,  im  fünfzehnten 
Jahrhundert  wieder  auf  den  niathematischen  Schauplatz  traten, 
und  wodurch  seit  den  Zeiten  der  alten  Griechen  der  erste 
bedeutungsvolle  Fortschritt  awf  dem  Gebiete  der  immer  noch 
ei^  an  die  Geometrie  angeschlossenen  Algebra  gemacht  wurde. 

Wenn  auch  auf  diese  thatsächliche  Überschreitung  der 
alten  Grenzen  der  alten  Mathematik  bald  die  Lösung  der  Glei- 
chung vierten  Grades  folgte,  und  wenn  auch  innerhalb  der 
Mathematik  im  ganzen  ein  kräftiges  Leben  sich  zu  r^en  be- 
gann, so  war  dennoch  das  damit  verbundene  Gefühl  selbstän- 
diger Kraft  noch  nicht  stark  genug,  um  den  Druck  von  Seiten 
der  antiken  Geometrie,  den  wir  hervorgehoben  haben,  abzu- 
schütteln. Das  tritt  auf  eigentümliche  Weise  bei  Vieta  hervor 
in  seinen  beiden  Darstellungen  von  Gleichungen  höherer 
Grade.  Die  erste  derselben  hat  allerdings  dem  Wortlaut  nach 
die  alte  geometrische  Form  behalten,  denn  die  verschiedenen 
Potenzen  der  Unbekannten  heifsen  latm,  quadratum  und  cubm, 
und  die  gegebenen  Koefflcienten  haben  solche  Benennungen 
{planum  und  soUdum),  dafs  eine  geometrische  Homogenität 
hervorgebracht  wird;  dafs  aber  dennocli  keine  anderen  Gebilde 
gemeint  sind  als  solche,  die  aus  einfacher  arithmetischer  Multi- 
plikation hervorgehen,  ergiebt  sich  daraus,  dafs  Vieta  —  ebenso 
wie  Diophantus  —  diese  Benennungen  über  den  wirklichen 
Raum  hinausführt,  indem  er  höhere  Potenzen  der  Unbekannten 
mit  quadrato-quadratmn,  quadrato-cubus,  cubo-cubus,  und  gege- 
bene Gröfsen  höheren  Grades  mit  plano-planum ,  plano-soUdum 
und  soiido-soUdum  bezeichnet.  Indessen  kann  es  sich  ereignen, 
dafs  die  Gröfsen,  welche  auf  diese  Weise  zu  multiplicieren 
sind,  irrational  werden.  Gegen  die  Einwände,  welche  sich 
deshalb  gegen  die  Allgemeingültigkeit  der  Darstellung  erheben 
lassen,  sichert  sich  Vieta  durch  eine  zweite  Darstellung  der 
Gleichungen,  welche  er  die  geometrische  nennt,  und  welche 
namentlich  in  einer  Darstellung  der  verschiedenen  Potenzen 
als  Glieder  einer  fortlaufenden  Proportion  (geometrischen  Reihe) 
besteht.     Da  der  Name  ,geomelrisch'   etwas  bezeichnen   soll, 
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das  wissenschaftlich  strenger  begründet  ist,  so  ersteitt  man, 
dafs  Vieta  sich  auf  diesem  Wege  in  den  Schutz  der  Propor- 
tionslehre in  Euklids  fünftem  Buche  hat  stellen  wollen  und 
zwar  mit  dem  vollen  Bewufstsein  von  der  Bedeutung  der 
daselbst  gegebenen  exakten  Begi'iändung. 

Erst  Descartes  sprach  gegenüber  den  Fesseln  der  alten 
Geometrie  das  befreiende  Wort  und  wurde  dadurch  der  Stifter 
der  Mathematik  der  neuern  Zeit.  Er  durchschnitt  nicht 
diese  Fesseln  durch  eine  resolute  aber  unkritische  Anerkennung 
der  auf  Arithmetik  aufgebauten  Algebra  und  der  reichen  Hülfs- 
quellen,  welche  diese  zu  schaffen  im  Begriff  war;  nein!  es 
gelang  ihm  dieselben  Hülfsquellen  durchaus  von  der  Euklidi- 
schen Proportionslehre  abhängig  zu  machen  und  dadurch  die 
Anwendung  der  neueren  Formen  der  Algebra  und 
namentlich  der  damit  verbundenen  Zeichensprache 
zu  vereinigen  mit  der  Beobachtung  der  strengen 
Forderungen,  welche  die  alte  Geometrie  an  die  Strin- 
genz  der  Beweisführung  stellte.  Dies  erreichte  er  auf 
der  ersten  Seite  seiner  Geometrie  auf  eine  Weise,  die  so  einfach 
und  scheinbar  so  naheliegend  ist,  dafs  —  ein  Genie  ersten  Ranges 
nötig  war,  um  dieselbe  zu  finden.  Er  nimmt  nämlich  nur 
eine  willkürliche  Gröfse  zur  Einheit  und  venvendet  diese  für 
erweiterte  Definitionen  der  Multiplikation,  Division  und 
der  aus  diesen  gebildeten  Rechnungen:  die  vierte  Propor- 
tionale zu  der  Einheit  und  zwei  anderen  GrÖfsen 
suchen,  nennt  er  die  beiden  letzteren  multipli eieren 
u.  s.  w.  Er  fügt  hinzu,  dafs  er,  „um  leichter  verstanden  zu 
werden,  sich  nicht  scheut  diese  arithmetischen  Ausdrücke  in 
die  Geometrie  einzuführen",  und  giebt  dadurch  zu  erkennen, 
dafs  er  innner  noch  auf  dem  soliden  Unterbau  steht,  den  die 
Alten  der  Geometrie  gegeben  hatten.  Das  geht  auch  daraus 
klar  hervor,  dafs  er  fortfährt  eine  allgemeine  Gröfse  durch 
eine  Strecke  darzustellen,  die  also  mit  der  Einheit  inkommen- 
surabel sein  kann,  nicht  durch  eine  Zahl,  weshalb  er  auch  im 
folgenden  den  Zusammenhang  zwischen  der  Bestimmung  von 
Gröfsen  dm'ch  Formeln  und  durch  geometrische  Konstruktion 
erklärt.    Jedoch  setzt  def  Zusammenhai'^  mit   der  Geometrie 
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der  Bildung  von  Formeln  keineswegs  eine  Grenze;  denn  er  ])e- 
rnerkt,  dafs  die  Forderung  nach  geometrischer  Homogenität 
foiiiällt,  wenn  die  Einheit  einen  bestimmten  Werl  hat. 

Die  einfache  arithmetische  Ausdrucks  weise  und  die  zu 
dieser  gehörende  Zeichensprache  hatte  also  vollkommene 
Freiheit  erhalten  und  vollkomaiene  Berechtigung  für  die  An- 
wendung auf  alle  Gebiete  der  Mathematik.  Möglicherweise 
sind  Descai'tes'  Nachfolger,  für  welche  die  allgemeine  Gröfsen- 
Sehre  sich  mehr  und  mehr  an  die  a^ebraische  Dai-stellung 
anschlofs,  während  die  Geometrie  nur  ein  Mittel  zur  Veran- 
schaulichung wurde,  sich  nicht  immer  bewufst  gewesen,  dafs 
diese  Berechtigung  sich  auf  eine  Entlehnung  aus  Euklids  Geo- 
metrie  gründete  —  so  lauge  man  nicht  eine  entsprechende 
Grundlage  schuf.  Aber  gleichviel!  Die  Hauptsache  bestand 
vorläufig  darin,  dafs  man  die  erworbene  Freiheit  benutzte. 
Die  arithmetische  Auffassung  der  Gröfsen,  die  bei  den  Indem 
die  allein  herrschende  gewesen  war  und  bei  den  Arabern  in 
beständigem  Kampf  mit  der  geometrischen  gelegen  hatte,  war 
deutlich  genug  hinter  den  letzten  grofsen  Fortschritten  in  der 
Theorie  der  Gleichungen  erkennbai-  gewesen,  wenn  man  auch 
glaubte  eine  exakte  und  sogenannte  geometrische  Begründung 
hinzufjägen  zu  müssen.  Die  dieser  Auffassung  entsprechende, 
also  der  Zeit  selbst  eigentümliche  Sprache  durfte  man  nunmehr 
sprechen,  statt  jedesmal,  wenn  es  sich  um  exakte  Daratellui:^ 
handelte,  zu  den  geometrischen  Darstellungsmitteln  einer  läi^st 
verschwundenen  Zeit  greifen  zu  müssen,  zu  Mitteln,  mit  denen 
man  nur  schwierig  ganz  vertraut  werden  konnte  und  die  nicht 
einmal  zu  der  Zeit,  wo  sie  entstanden  und  wo  man  so  gut 
verstand  dieselben  bei  pei'sönJicher  Arbeit  und  bei  mündlichen 
Mitteilungen  zu  benutzen,  zu  schriftlicher  Darstellung  wohl 
geeignet  waren.  Deshalb  konnte  nun  selbst  die  höhere  Mathe- 
matik auf  weitere  Kreise  ausgedehnt  und  angewandt  werden. 
Gleichzeitig  konnte  der  Forscher  die  neuen  DarsteSlungsmittel 
benutzen,  um  seine  eigenen  Gedanken  festzuhalten,  und  dadurch 
wurde  den  gröfsten  Fortschritten  in  der  Mathematik  der  Weg 
gebahnt. 
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Descartes  wandte  die  neuen  Hülfsmittel,  die  dazu  be- 
stimmt waren,  die  geometrische  Dai'stellui^  von  der  gesamten 
reinen  Mathematik  abzulösen,  auf  die  Geometrie  selbst  an. 
Dadurch  inufste  die  analytische  Geometrie  von  selbst 
entstehen.  Denn,  wie  wir  gesehen  haben,  kannte  und  benutzte 
man  Parallelkoordinaten  im  Altertum  und  bezog  eine  Kurve 
durch  eine  Gleichung,  die  in  der  geometrischen  Algebra  dar- 
gestellt wai',  auf  dieselben.  Indem  er  statt  durch  diese  die 
bekannte  Grundeigenschatl  einer  Kurve  durch  die  neue  Algebra 
ausdrückte,  gelangte  Descartes  zu  der  jetzt  gebräuchlichen  ana- 
lytisch-geometrischen Darstellung  einer  Kurve.  Da  diese  Dar- 
stellungsform der  Hülfslinien  nicht  bedarf,  welche  die  geome- 
trische Algebra  benutzt  und  welche  oft  das  zu  Grunde  gelegte 
Koordinatensystem  verbergen,  sondern  sich  mit  reinen  Parallel- 
koordinaten begnügt,  so  mufste  sie  wegen  ihrer  Einfachheit 
und  Anschaulichkeit  Descartes  und  seinen  nächsten  Nachfolgern 
als  ein  so  vortreffliches  Werkzeug  erscheinen,  dafs  sie  glaubten, 
dasselbe  mit  Beiseitesetzung  der  Arbeiten  der  Alten  sofort  aus- 
schliefslieh  benutzen  zu  können. 

Eine  solche  Auffassung  wurde  ohne  Zweifel  unterstützt 
durch  die  rasche  Entwicklung  der  analytischen  Geometrie  selbst 
und  durch  die  leichte  und  weitgehende  Anwendbarkeit  der- 
selben auf  die  Lehre  von  den  Kegelschnitten;  aber  in  Wirk- 
lichkeit dürften  diese  Umstände  eine  gerade  entgegengesetzte 
Ursache  haben  und  geradezu  der  grofsen  geometrischen  Über- 
einstimmung zu  verdanken  sein,  die  zwischen  der  Behandlung 
stattfindet,  welche  die  antike  Lehre  von  den  Kegelschnitten 
und  die  analytische  Geometrie  denselben  Fragen  zu  Teil  werden 
lassen.  Wir  haben  hier  also  ein  wichtiges  Beispiel  für  den 
Einflufs  der  antiken  Geometrie,  dem  wir  nachspüren.  Die  erste 
Aufgabe,  welche  der  analytischen  Geometrie  gestellt  war,  be- 
stand in  der  Wiederentwicklung  der  Resultate,  welche  aus 
dem  Altertum  bekannt  waren.  Nmi  ist  die  analytische  Geo- 
metrie ihrer  ganzen  Form  nach  besonders  wohl  geeignet  zur 
Wiederherstellung  im  voraus  bekannter  Resultate,  und  diese 
mufste  noch  mehi'  erleichtert  werden,  wenn  es  sich  um  Resul- 
tate handelte,  deren  erste  Ableitung  durch  solche  geometrische 
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Untersuelumgen  gewonnen  war,  welche  abgcsehoii  von  der 
Form  dieselben  Wege  wie  die  analytische  Geometrie  einge- 
schlagen hatten.  Ohne  daÜs  man  eine  Ahnung  davon  hatte, 
wie  eng  man  sich  an  die  Methoden  der  Alten  anschlofs,  konnte 
man  die  eigentüralich  einfachen  Darsteüungsmittel  der  analyti- 
schen Geometrie  benutzen ,  «m  die  Resultate  weit  gröfseren 
Kreisen  als  früher  leicht  zugänglich  zu  machen.  Dagegen 
.  konnte  die  analytische  Geometrie  innerhalb  des  von  den  Alten 
behandelten  Gebietes,  also  namentlich  in  der  Lehre  von  den 
K^elschnitten ,  nicht  zu  neuen  Resultaten  führen,  bevor 
sie  neue  Impulse  aus  anderen  Gebieten  der  Wissenschaft  emp- 
fangen hatte. 

Ein  Hauptgrund  für  die  eigentümliche  und  aufserordentlich 
rasche  Entwickelung  der  analytischen  Geometrie  war  also 
der,  dafs  sie  sich  in  so  hohem  Mafse  auf  die  griechische  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  stützen  konnte.  Ein  Hauptgrund  dafür, 
dafs  sie  eme  so  grofse  wissenschaftliche  Bedeutung  erhielt, 
Sag  dagegen  üi  dem  von  uns  erwähnten  Unterschiede  von  der 
antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten.  An  Stelle  der  geome- 
trischen Algebra,  auf  der  diese  ruhte,  und  die  sehr  schwerfällig 
arbeitete,  wenn  sie  sich  über  Formen  des  zweiten  Grades  erhob, 
war  eine  Algebra  getreten,  die  formell  Ausdrücke  von  allen 
möglichen  Graden  ebenso  leicht  darstellen  konnte  wie  solche 
vom  zweiten  Grade  und  nur  durch  faktische  Schwierigkeiten 
daran  verhindert  wurde,  Probleme  von  allen  Graden  mit  glei- 
cher Leichtigkeit  zu  behandeln. 

Die  nächste  Folge  hiervon  war  die,  dafs  man  für  die  Be- 
handlung it^endwelcher  algebraischen  Kurven  eine  ebenso  allge- 
meine Form  erhielt  wie  für  die  Behandlung  der  K^elschnitte. 
Dieser  Vorteil  wurde  deutlich  von  Descartes  erkannt,  der  sich 
desselben  namentlich  gegenüber  den  Kurven  bedient,  deren  geo- 
metrische Definition  in  Pappus'  siebentem  Buch ')  als  Erweite- 
rung der  Defmitionen  von  Örtern  zu  drei  und  vier  Geraden 
aufgestellt  wird.  Freilich  b^eht  Descartes  einen  Irrtum,  da  er 
anzunehmen  scheint,  dafs  der  Ort  zu  2?»  — 1  oder  2«  Geraden 


')  Aiisg,  V.  Hiritseli,  S.  6f 
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der  allgemeine  Typus  einer  Km-ve  «ter  Ordnung  sei ') ;  —  wenn 
es  so  wäre,  so  würde  auch  das  Altertum  in  Pappus'  Defini- 
tionen der  genannten  Örter  eine  allgemeingültige  Grundlage  für 
das  Studium  der  Eigenschaften  einer  solchen  Kurve  besessen 
haben.  Aber  das  Princip  selbst;  ,Einteilung  algebraischer  Kurven 
nach  ihren  Ordnungen'  gehört  ganz  und  gar  Descartes'  analy- 
tischer Geometrie  an. 

Die  Früchte  der  neuen  analytischen  Geometrie  hat  man 
also  nicht  in  der  Lehre  von  den  K^elschoitten  zu  suchen; 
aber  innerhalb  der  Geometrie  stellen  die  Lehre  von  den  Kurven 
dritter  und  vierter  Ordnung  und  die  Lehre  von  den 
allgemeinen  Eigenschaften  algebraischer  Kurven  Ge- 
bäude dar,  zu  denen  Descartes  den  besonderen  Grund  gelegt 
hat,  Von  der  Behandlung  von  Kurven  beliebiger  Ordnung  ist 
man  in  der  neuesten  Zeit  durch  eine  neue  Abstraktion  dazu 
übergegangen,  in  der  sogenannten  abzählenden  Geometrie 
die  Ordnur^en  und  überhaupt  die  Grade  beliebiger  Gleichungen 
unter  dem  Namen  ,Anzahi  der  Auflösungen'  als  solche  ganze 
Zahlen  zu  behandeln,  welche  die  Unbekannten  in  einer  Auf- 
gabe sein  können.  Die  abzählende  Geometrie  ruht  also  gerade 
awf  dem  Neuen  in  Descartes'  Algebra  und  analytischer  Geometrie, 
und  durch  Zurückführung  auf  dirae  erhält  sie  in  der  That 
erst  die  erforderliche  vrissenschaftliche  Sicherheit  und  Bedeutung, 
Ich  hebe  dies  hervor,  weil  man  so  oft  sieht,  dafs  sie  wegen 
des  Umstandes,  dafs  die  Gleichungen,  mit  deren  Graden  operiert 
wird,  nicht  hingeschrieben  werden,  als  eine  Art  von  „reiner" 
Geometrie  betrachtet  wird,  die  von  der  analytischen  unab- 
hängig sei. 

Indessen  gelangten  die  erwähnten  Theorien  eret  in  unserem 
Jahrhimdert,  und  nachdem  die  Lehre  von  den  imaginären 
Gröfsen  und  die  projektivisehe  Betrachtui^sweise  neue  Gesichts- 
punkte eröffnet  hatten,  zu  voller  Entwicklung.  Vorläufig  hatte 
die    analytische   Geometrie    eine    füi'    die    gesamte    Mathematik 


')  Geomeliia,  Ausg.  v.  van  Sohooten,  1©9,  S.  2ö.  Dafs  Descartes  die 
Kurvea  von  den  Ordnungen  2r  —  1  und  2)'  m  öiner  Klasse  vereinigt, 
kommt  hiev  gleichfalls  nicht  in  Betracht. 
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und  deren  Anwendungen  viel  bedeutendere  Leistung  zu  voll- 
führen. Ihre  Dai-stellung  algebraischer  Kursen  ist  eine  Dar- 
stellung einer  implicite  gegebenen  Funktion.  Behandelt  man 
dagegen  Gleichungen  von  der  Form  y  =  f{x),  so  erhält  man 
eine  explicite  Darstellung  von  Funktionen,  Auf  diese  Art  ist 
die  analjüsche  Geometrie  die  Grundlage  geworden,  auf  der 
sich  die  Lehre  von  den  Funktionen  und  mit  dieser  die 
Differential-  und  Integralrechnung  sowie  die  ganze 
höhere  Anaiysis  entwickelt  hat.  Für  diese  Hauptrichtungen 
in  der  Mathematik  der  neueren  Zeit  hat  demnach  die  antike 
analytische  Geometrie,  weiche  namentlich  durch  die  griechische 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  repräsentiert  wird,  eine  wesent- 
liche, wenn  auch  nur  indirekte  Bedeutung  als  Unterbau  für 
Descartes'  analytische  Geometrie  erhalten.  Wir  wollen  hervor- 
heben, dafs  der  für  die  neuen  Theorien  so  wichtige  Begriff 
der  Kontinuität  sich  namentlich  auf  die  griechische  geome- 
trische Darstellung  der  Gröfsen  stützt.  Dafs  die  Kontinuität 
auf  arithmetischem  Wege  schwieriger  wirklich  zu  erreichen  ist, 
mufs  jedenfalls  gegenwärtig  klar  sein,  wo  man  weifs,  dafs  nicht 
einmal  die  algebraisch-irrationalen  Zahlen  verbunden  mit  den 
rationalen  ein  Kontinuum  bilden. 

Wie  wir  früher  berührt  haben  erl  elt  die  antike  Geometrie 
jedoch  zugleich  einen  direkteren  E  nllul  auf  die  Bildung  der 
Integralrechnung.  Denn  im  An  cl!  fs  an  die  von  Ärchi- 
medes  gefundenen  Resultate  unt  minien  Keppler.  Cava- 
lieri,  Fermat,  Roberval,  Wall  s  nd  Pascal  neue 
Quadraturen,  Kubaturen  und  Schweipunktsbestimmungen,  bevor 
es  eine  Differentialrechnur^  gab,  welche  zum  Ausgangspunkt 
für  Integrationen  gemacht  werden  konnte.  Die  Darstellungs- 
form war  in  ihren  Schriften  geometrisch,  wie  bei  den  Schrift- 
stellern des  Altertums.  Aber  auch  das  Verfahren  selbst  hatte 
sich  herausgebildet  durch  weitere  Entwicklung  der  Betrach- 
tur^arten.  welche  die  Alten  kannten,  über  deren  Standpunkt 
man  sich  indessen  nach  und  nach  bedeutend  erhob. 

So    zeigt    C  a  v  a  1  i  e  r  i  s    ursprüngliche   Bestimmung ')    von 

')  Geometria  indivisibihbns  continuorum  nova  quadam  ratione  promola, 
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\x^dx^    an   die   sich  später  seine  Bestimmungen  von   \x^ dx 

xmä^x^dx    anschlössen,    eine    weitgehende    Übereinstiminuiig 

mit  der  von  Archimedes.  Jedoch  besteht  der  Unterschied,  dafs, 
während  Archimedes  zuerst  die  Samme  (1*  -f  2^  +  . . . ,  +  "^) 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  berechnet  und  erst 
hinterher  den  Übei^ang  zur  Grenze  macht ,  Cavaheri  von 
vornherein  annimmt,  dafs  die  Summe,  welche  berechnet  werden 
soll,  aus  einer  unendlichen  Anzahl  von  Teilen  besteht.  Dadurch 
wm'den  neue  Wege  gezeigt,  welche  bald  von  aufserordentlicher 
Bedeutung  für  die  Entwicklung  der  Mathematik  werden  sollten ; 
aber  vorläu%  konnte  man  nicht  erwarten  auf  diesen  Wegen 
eine  so  sichere  Begründung,  wie  die  der  Alten  war,  zu  errei- 
chen. Deshalb  gab  Gavalieri  auch  später  eine  neue  Bestim- 
mung') von  \x''dx,  nämlich  die,  welche  man  durch  Benut- 
zung des  auf  anderem  Wege  gewonnenen  Ausdrucks  für  das 
Volumen  der  Pyramide  erhält,  Wii'  haben  gesehen,  dafs  ein 
solches  indirektes  Verfahren  den  Alten  nicht  unbekannt  war, 
wenn  auch  Ai'chimedes  es  für  angemessener  gehalten  hat,   ein 

für  allemal  \x^dx  direkt  zu  bestimmen  (d.h.  eine  Regel  zu 

geben  für  die  Berechnung  von  Gröfsen,  welche  jetzt  von  diesem 
Integral  abhängen). 

Pascal  erweiterte  Gavalieris  zuletzt  angeführte  stereome- 
'ti'ische  Behandlungsweise  auf  solche  Art,  daJs  er  dabei  Inte- 
grationsmethoden fand^),   deren  Allgemeinheit  die  gröfste  Be- 


Buch 2  XXIV  odei  Exeicititione':  geometriLae  --ex  e\eic  pilnn 
WIV 

I  Geometua   Buch  7  olei  exeicitatio  SPcunJa 

)  Diese  iindet  man  ausfQhrlich  dai^esteHt  bei  Maximihen  Miiip  Histoue 
de?  Scientes  MaUiematiques  et  Phyiques  T  IV  Am  selben  Oite 
finden  suh  Feimats  und  Wallis  Bestimmungen  \on  ^xi^di  für 
alle  rationilen  und  prsitiien  Werte  ton  m  Vnn  diesen  ist  die  Be 
stminun^  \   n   Ferra^t   duifhaus   evenlilnihth     sip   beuht   aiil    emet 
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wunderung  envecken  mufs,  wenn  man  sich  vergegenwärtigt,, 
dafs  dieselben  der  Differentialrechnung  vorangehen.  Als 
diese  erfunden  wurde,  bekam  die  Integralrechnung  dadurch 
zwar  eine  Grundl^e,  deren  Fruchtbarkeit  die  älteren  Integra- 
tionen vollkommen  in  den  Schatten  stellte;  aber  die  hier  er- 
wähnten Vorarbeiten,  zu  denen  der  Grund  von  Ärchimedes 
gel^  worden  war,  hatten  die  richtige  Auffassung  eines  Inte- 
grals sowie  die  Anwendungen  von  Integrationen  wenigstens 
vorbereitet. 

Die  griechische  höhere  tieoinetrie  hat  jedoch  den  gröfsten 
oder  den  am  leichtesten  nachweisbaren  Einflufs  auf  die  Mathe- 
matik der  neueren  Zeit  durch  ihre  Umwandlung  in  die  ana- 
lytische Geometrie  erhalten.  Ein  Hindernis  für  einen  fortge- 
setzten direkten  Einflufs  ergab  sich  aus  dem  Umstände,  dafs 
die  analytische  Geometrie,  nachdem  sie  sich  einmal  gebildet  und 
aus  der  antiken  Geometrie  das  in  sich  aufgenommen  hatte, 
wofür  sie  Verwendung  zu  haben  glaubte,  nicht  mehr  auf  diese 
Quelle  zurückging,  aus  der  die  Beispiele,  denen  sie  ihre  Ent- 
wickelung  verdankte,  entnommen  waren.  Wenn  man  später 
gelegentlich  zu  dieser  zurückkehrte,  so  läfst  sich  schwer  ent- 
scheiden, wieviel  voii  dem,  was  dann  geleistet  wurde,  nur  als 
Glied  in  der  gesamten  modernen  mathematischen  Entmckeiung 
zu  betrachten,  und  wieviel  dem  Einflüsse  der  Alten  zuzuschrei- 
ben ist.  Jedoch  kann  es  nicht  Zufall  sein,  dafs  der  Mann, 
welcher  die  grofse  Bedeutung  der  Kegelschnitte  für  die  Astro- 
nomie^)  physikalisch  begründete,  in  der  Mitte  des  Kreises  von 
brittischen  Mathematikern  stand,  welche  vor  etwa  200  Jahren 
das  Studium  der  ,  griechischen  Geometrie  mit  dem  gröfsten 
Eifer  wiederaufgenommen  hatten.  Wir  sind  mehrfach  auf 
Newtons  eifrige  Beschäftigung  mit  der  griechischen  Lehre 
von  den  Kegelschnitten  zurückgekommen,  und  wir  haben  nicht, 
wie  man  es  bisweilen  thut,  in  dieser  Beschäftigung  eine  blofse 


solcliea  Walil  der  Inkreineate  (dx),   dafs  die  Elemente  der  Summe 
eine  geometrische  Reihe  bilden.     Dagegen  läfst  Wallis,   ebenso 
wie  Ärchimedes  und  Cavalieri,  die  Inkremente  gleich  grofs  sein. 
')  Auch  Keppler  war  mit  dei-  griechischen  Mathematik  vertraut. 
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Liebhaberei  sehen  wollen,  wenn  auch  Newton  selbst  eingeräumt 
hat,  dafs  es  im  allgemeinen  leichter  ist.  Beweise  in  moderner 
Form  aufzustellen  als  in  der  antiken.  Wir  glauben  nämlich, 
dafs  jemand,  der  wirklich  über  das,  was  sich  in  der  grie- 
chischen Lehre  von  den  Kegelschnitten  findet,  unterriclitet  ist, 
nicht  daran  zweifeln  kann,  dafs  diese  auf  Newton,  der  selbst 
sie  so  hoch  stellte,  in  hohem  Grade  anregend  gewirkt  und 
dazu  beigetragen  hat  ihn  in  die  Wege  hineinzuführen,  auf  denen 
er  seine  Resultate  gefunden  hat.  Ein  eigentümliches  Zeugnis 
dafür,  dafs  Newton  seine  Impulse  nicht  von  der  damaiigen 
modernen  IMathematik  empfangen  haben  kann,  liefert  der 
Potenzsatz.  Dieser  Hauptsatz,  weicher,  wie  wir  gesehen 
haben,  den  meisten  derjenigen  griechischen  Untersuchungen 
über  Kegelschnitte,  die  sich  nicht  an  Durchmesser  oder  an- 
dere besondere  Linien  oder  an  feste  Punkte  anschlössen,  zu 
Grunde  lag,  derselbe  Satz,  welcher  eine  Hauptrolle  in  Newtons 
Principia  spielt,  hat  später  den  Namen  , Theorem  von  New- 
ton" bekommen.  Dieser  wichtige  Satz,  den  Newton  selbstver- 
ständlich den  Alten  beilegt,  und  der  von  Geometern  wie  De 
laHire  nicht  unbeachtet  geblieben  war,  wurde  also  erst  dm'ch 
Newton  den  Mathematikern  allgemein  zum  Bewufstsein  gebracht. 
Newtons  Werke  zeigen,  dafs  nicht  nur  seine  Arbeiten  auf  dem 
Gebiete  der  physischen  Astronomie  von  der  giiechischen  Geo- 
metrie beeinfiufst  sind. 

Bei  der Entwickelung  der  projektivischen Geometrie 
zeigt  sich  dasselbe  wie  bei  der  Entstehung  der  analytischen 
Geometrie:  ohne  Berücksichtigung  antiker  Methoden  und  Be- 
weise benutzte  man  die  aus  dem  Altertum  bekannten  Resultate 
über  die  Kegelschnitte  als  Ausgangspunkte  oder  als  Mittel,  um 
die  neuen  Werkzeuge  zu  prüfen,  zu  entwickeln  und  für  weiter- 
gehende Benutzung  geschickt  zu  machen.  Descartes'  analy- 
tische Geometrie  hat  in  dieser  Beziehung  am  meisten  Nutzen 
aus  Äpollonius'  beiden  ersten  Büchern  gezogen;  die  projekti- 
vische  Geometrie  dagegen  beschäftigt  sich  namentlich  mit  sol- 
chen Fragen,  wie  sie  in  Äpollonius'  drittem  Buche  behandelt 
werden,  und  mit  solchen  Bestimmungen  von  Örtem,  wie  der 
antike   Ort   zu   vier   Geraden    ist.     Der  Satz    von    der   Polare 
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findet  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  bereits  bei  Apollonius  und 
hat  sich  von  ihm  aus  fottgepflanzt  und  durch  Arbeiten  von 
Männern  wie  De  la  Hlre  weiter  entwickelt,  bis  Poncelet 
auf  ihn  die  Lehre  von  den  reciproken  Polarf^ren  gründete. 
Die  Hauptsäl^e  über  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch 
Tangenten,  welche  dem  Dualitätsprincip  zu  Grunde  liegen, 
finden  sich  zum  Teil  bei  Apollonius  und  sind  von  Newton 
weiter  entwickelt  worden. 

Ein  wesenthcher  Unterschied  jedoch  existiert  zwischen  dem 
Verhältnis  der  analytischen  Geometrie  und  dem  der  projektivi- 
schen  Geometrie  zu  der  antiken  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 
Diese  stellte,  in  geometrischer  Beziehung,  die  vollständige 
Grundlage  der  analytischen  Geometrie  dar,  welche  deshalb, 
solange  sie  nicht  selbst  projektivisch- geometrische  Momente 
aufgenommen  hatte,  nur  auf  Umwegen  —  z,  B.  durch  Anwen- 
dung von  Sätzen  über  allgemeine  algebraische  Kurven  auf 
solche  Kui'ven ,  welche  aus  Kegelschnitten  zusammengesetzt 
sind  —  zu  Sätzen  über  Kegelschnitte  geführt  hat,  die  über  das 
hinausgingen,  was  man  im  Altertum  kannte;  die  projektivische 
Geometrie  dag^en  ist  durch  Hinzunahme  eines  neuen  geome- 
ti'ischen  Moments,  nämlich  der  Lehre  von  der  Centraiprojektion, 
gebildet  worden.  Diese,  welche  Anwendung  auf  die  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  findet,  wenn  man  die  Kegelschnitte  auf  dem 
Kreiskegel  selbst  untersucht,  wurde,  wie  wir  gesehen  haben, 
von  den  Alten  aufserordentlich  wenig  benutzt:  sie  begnügten 
sich  im  wesentlichen  damit,  auf  diesem  W^e  eine  einzelne 
planimetrische  Eigenschaft  abzuleiten,  die  dann  der  weiteren 
üntei-suchung  zu  Grunde  gelegt  wurde.  Es  wurde  deshalb  eine 
neue  Quelle  für  die  Entdeckung  geometrischer  Wahrheiten  er- 
schlossen, als  Descartes'  Zeitgenosse  Desargues  anfing  An- 
wendungen von  der  Centraiprojektion  zu  machen,  und  es  zeigte 
sich  bald,  dafs  auf  diesem  Wege  der  alten  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  neue  bedeutungsvolle  Sätze  zuströmen  sollten. 

Für  einen  neuen  Satz  halten  wir  allerdings  nicht  das 
sogenannte  Theorem  von  Desargues,  das  nur  eine  spe- 
ciellere  Form  für  die  Bestimmung  von  K^elschnitten  als  Örtern 
zu  vier  Geraden   ist  und   das  auch   die  Alten,   wie   die  Schrift 
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Über  den  bestimmten  Schnitt  uns  gezeigt  hat,  anzuwenden  ver- 
standen. Ein  Satz  dagegen,  der  im  Altertum  nicht  bekannt 
war,  ist  der  von  Pascal  über  das  einbeschriebene 
Sechseck.  Die  Form  desselben  ist  nämlich  so  schön  und 
einfach,  dafs  man  mit  ziemlich  grofser  Sicherheit  annehmen 
darf,  er  würde,  wenn  man  ihn  gefunden  hätte,  auch  aufbe- 
wahrt worden  sein.  Das  widerstreitet  nicht  unserer  früheren 
Vermutung,  dafs  die  Alten  die  Erzeugimg  eines  Kegelschnittes 
als  Ortes  für  eine  Ecke  eines  Dreiecks  gekannt  haben,  dessen 
beide  anderen  Ecken  auf  geraden  Linien  gleiten,  während  die 
Seiten  sich  um  feste  Punkte  drehen;  denn  wie  nahe  diese 
Erzeugungsart  auch  Pascals  Satz  kommen  mag,  so  fehlt  ihr 
doch  etwas,  worauf  es  hier  ankommt,  nämlich  die  klare  und 
kurze  Form.  Wieviel  neues  sich  noch  auf  demselben  Wege 
zu  den  umfassenden  Resultaten  der  antiken  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  hinzufügen  liefs ,  ersieht  man  am  besten  später 
aus  dem  projektivisch-^eometrischen  Hauptwerk:  TraiU  des 
Froprietes  projedives  von  Poncet  et. 

Da  Poncelet  noch  beständig  die  Projektion  selbst  als  Haupt- 
methode benutzt,  also  auf  ganz  anderen  Wegen  arbeitet  als 
die  alten  griechischen  Mathematiker,  so  hat  er  von  diesen 
keine  andere  Unterstützung  gehabt  als  dadurch,  dafs  er  einen 
Teil  der  von  ihnen  gewonnenen  Resultate  kannte.  Poncelets 
Nachfolger  dagegen,  welche  teils  unabhängig  von  der  analyti- 
schen Geometrie,  wie  Steiner  und  Ghasles,  teils  im  An- 
schlufs  an  diese,  wieMöbius  und  Plückei ,  die  projektivische 
Geometrie  in  der  Weise  umformtfn,  daf-i  sie  (he  allgememei  en 
Formen  selbst,  zu  denen  man  von  den  specieileien  daich  Pio- 
jektion  gelangen  kann,  zum  Ausgangsobjekt  nahmen,  kamen 
auch  in  den  Methoden  den  AJfen  nahei ,  namentlich  weil  sie 
die  verschiedenen  Eigenschaften  dei  Kegelschnitte  aus  plani- 
metrischen  Grundeigenschaften  ableiteten  lu  wie  hohem  Grade 
man  hierin  einen  der  Einflüsse  der  antiken  Geometne  auf  die 
Mathematik  der  neueren  Zeit,  denen  wir  nachspüren  erblicken 
darf,  läfst  sich  schwer  entscheiden  Die  meisten  dei  ange- 
führten Forscher  arbeiteten  ohne  daian  zu  denken,  wie  man 
im  Altertum   bei  ähnlichen  UntPisuchnngen  leituhi      E-  kami 
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sich  also  hauptsächlich  nur  um  einen  indirekten  Einflufs  han- 
deln, der  namentlich  davon  hemihren  kann,  dafs  teils  die 
Kenntnis  der  Resultate  des  Altertums  in  die  verwandten  Me- 
thoden hineinführte,  teils  die  analytische  Geometrie  auch  von 
den  antiken  Methoden  beeinflufst  war.  Direkt  unter  dem  Ein- 
flüsse der  alten  Geometrie  stand  wohl  nur  Chasles.  Wenn 
er  auch  erst,  nachdem  er  auf  anderem  Wege  die  Eigenschaften 
und  die  grofse  Bedeutung  projektivjseher  Punktreihen  erkannt 
hatte,  seine  Studien  üher  deren  Behandlung  in  Euklids  Poris- 
men begann,  so  darf  man  doch  annehmen,  dafs  diese  Studien 
ihm  bei  seinen  eigenen  späteren  geometrischen  Arbeiten  von 
Nutzen  waren,  wenn  auch  nicht  gerade  durch  direkte  Beleh- 
rang,   so  doch   durch   die  Impulse,   die  ihm  von   daher   erteilt 

Aufser  der  projektivischen  Geometrie,  deren  Hauptqiielle 
die  Betrachtung  der  Kegelschnitte  als  Centralprojektionen  von 
Kreisen  oder  als  Schnitte  an  beliebigen  Kreiskegeln  ist,  müssen 
wir  als  einen  anderweitigen  Fortschritt  in  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten,  welcher  ganz  der  neueren  Zeit  angehört,  die 
Bestimmung  von  Brennpunkten  und  Leitlinien  ebener  Schnitte 
an  Unidrehungskegeln  von  Dandelin  nennen.  Diese  gewinnt, 
aufser  durch  ihre  eigene  grofse  Einfachheit,  Bedeutung  durch 
ihre  Anwendung  auf  die  Bestimmung  von  UmdrehungskegeJn, 
die  durch  g^ebene  Kegelschnitte  gehen,  und  hieran  sehliefst 
sich  wiederum  die  Lehre  von  konfokalen  Flächen  zweiter 
Ordnung.  Die  Lehre  von  den  Brennpunkten  dürfte  überhaupt 
einer  von  den  Abschnitten  aus  der  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten sein,  in  denen  die  neuere  Zeit,  abgesehen  von  den 
Beiti'ägen  der  projektivischen  Geometrie,  die  meisten  Sätze  zu 
denen  hinzugefügt  hat,  welche  im  Altertum  bekannt  waren. 
Wir  denken  nicht  nur  an  solche  weitreichende  Betrachtungen 
wie  die  ist,  welche  sich  an  imf^näre  Kreispunkte  anschliefst, 
sondern  auch  an  solche  elementare  Sätze,  welche  die  Griechen 
leicht  hätten  entdecken  können. 

Hierbei  haben  wir  jedoch  nur  an  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten selbst  gedacht  imd  nicht  an  die  damit  verbundene 
Lelire  von  den  Flächen  zweiter  Ordnung.    Wenn  wir  auch  bei 
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Ärchimedes  eine  kJai'e  und  einfache  Grundlage  für  die  ana- 
lytisch-geometrische Behandlung  dieser  Lehre  gefunden  haben, 
so  ist  dieselbe  doch  nur  in  geringem  Umfange  in  den  ans 
dem  Altertum  überlieferten  Schriften  entwickelt  worden.  Sie 
ist  also  fast  ganz  in  der  neueren  Zeit  ansgeai'beitet ,  sowohl 
durch  analytische  Geometrie  als  durch  projektivisch-geometiische 
und  andere  rein  geometrische  Methoden.  — 

Dafs  die  antike  Geometi'ie  aufser  durch  den  Einflufs,  den 
sie  nach  unserer  Schilderung  durch  Inhalt  und  Methoden  auf 
die  veiBchiedenen  Fortschiitte  der  neueren  Mathematik  aus- 
geübt hat,  auch  durch  ihre  Form  und  Stringenz  dauernd  wirk- 
sam gewesen  ist,  düi-fte  allgemeiner  anerkannt  sein.  Man  sucht 
noch  heutigen  Tages  das  Nachdenken  der  Jugend  durch  die 
Benutzung  von  Lehrbüchern  zu  schärfen,  welche  sich  eng  an 
Euklids  Elemente  anschliefsen ,  ja  dies  Buch  selbst  wird  in 
einigen  Ländern  gebraucht,  und  in  seinen  Miments  de  Calciil 
infinit4simai  sehen  mr  Duhamel  bei  der  Revision'  der  Prin- 
cipien  der  Infinitesimalrechnung  die  Archimedischen  Tntegra- 
tionsprincipien  als  Vorbild  benutzen. 
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Apollonins'  Vorreden  znr  Sehrift  ii"ber  die  TCegelsdniitte '). 


1.  Vorrede  zum  ganzen  "Werk. 

'jKo;.;.üivios  Edärjfxu,   -/aiptt.,.        Ap    11  Dniu       i  lU      1  n  L     1        u 
11  -zip  TS  ueäfiazc  e5  kTzavdysti,  Wenn  Du  Dich  kyip    1  di  w  dU 

xai  XU.  akla  xaxa  yvmiifj'j  kaxi  befmde'^t  und  es  Dir  &insf  nach 
aoi,  xa?.wQ  u\J  syor  fistpiaiq  Sk  Wuii'icli  geht  so  ist  (,s  mii  lieb 
l/^outu  xfü  aÖToL  xad-' ^lii 3k  xaip/»/  auch  mu  geht  e";  leidlich  \]b 
^fiyjv  nszdaousv  nspYdii<jt,ilJ-£fä-  ich  mit  Dir  m  Pergamon  wai  Ix, 
pow  ae  aiTsöSovra psma^siv  xmv  |meikte  ich  dafb  Du  begierig  waist 
in  die  von.  mii  veifafaten  kegd 
schnitte  emzudiingen  I  h  habe 
Dh  deshalb  das  erste  Buch  in  yei 
besserter  Au&gabe  geschickt  d  e 
übi Igen  werde  ich  Dir  senden  wenn 
ich  damit  zuliieden  hm  Denn  idi 
glaube  Du  eiimiPr'it  Dich  von  luii 
gehört  iu  haben  weshalb  ch  diese 
zu  schreiben  untemoinmen  habe 
nämlich  auf  lie  Auffoideiun^  des 
Geomelers  Naukrate  hm  damals 
als  ei  nach  Alesan  Inen  gekommen 
war  und  sieh  bei  nur  aulhielt  und 
we  halb  ich  nachde  n  ich  die'jel 
ben  in  acht  Buchein  behau  lelt 
hatte  ilmi  die'se  -lOglei  h  mitgeteilt 
lial  e    olii  e  '.  e  nit  dem  geh  i  ge  i 


T.^itpa.rpsvmv  ->ji 
nofXfo.  (i7iv  aoi  xh  npioxov  ßtßTlov 
Siop&müdptvoq'  xö.  Sk  koinä,  lixav 
edapsar/jamfiEii,  siaTroaxsXoupsv . 
o'jx  äpvyjfiovsiv  yäp  owftai  as  nap'' 
ipoü  d.xipcoöxa,  diim  xrpi  nep't 
xmta  MfoSov  iTzottjaäprjV ,  dtuo- 
i^eig  öjrÄ  Nauxpdvouq  mü  ysoi- 
pixpoü ,  xa&'  ou  3s  xaepou  Itr/ii- 
XaCs  Tzap'  ijpiv  TXapaj-svy^SstQ  sIq 
'JXeiduSptiav  xat  3töxt  npayfia.- 
TB'jaavxsi;  adxä  in  'ixnh  ßißUo«;, 
i$  a'JxrjQ  fisxaSsSwXfAfisv  adxä, 
sig  xh  a'KO'jSawTspov,  3iä  rö  Trphq 
ixTclrj)  adxbv  shac,  od  3taxa- 
üdpavxMQ,   dkXä  ixdvxa  xä  diro- 
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inslBuaöiisvot.    tWsv  xaipiiv 
?.aß6vzsQ,  dsi  xo  wj-y^dt/ou  l 

ßißvjxs  xai  äXXoug  wmaq  zSiv 
aufi/tsiit-ciTtov  ij[üv  liSTsO.yjfivao 
vo  jzpäiwv  xa'c  w  äsÖTSpov  ß. 
ßXlnv  TZp\'j  ^  Siop^wft^vat,  p 
daupdar,q,  iäv  TispcmTrtTjq  rii 
.  To'cs  STip(0£  zyouavj. 

\ 


äTzh    Si    ™.   d.Tch    ßtßU.O.       , 

npmva  xiaaapa  Tninuoxs  np  q 
slaayeoyijv  aroi/stää^.  jtspti/st 
Sh  rh  pkv  npaitoM  zaq  yeniaeiQ 
xmv  rpciäv  jopSiv  xat  rto>  &v  t 
xstpivmu,  xrx'c  va  sv  advatg  ap 
ymi.  a'jp.7txäip.axa  imnkio'j  xat 
xiil^i'iXo'j  päÄlöv  i^stpyaapiva 
Tzapä  xä  Otzö  xioi/  äXXiuv  yeyp'H'  \ 
piva.  vo  di  Seuxspov  xä  nept 
xäQ  Stapixpo'jQ  xfu  xobq  ä$ova^ 
Tcou  Topwv  ff'jpßaivovra,  xat  xaq 
ilaupizxmxo'jz,  xat  uXXa  ysvixrjv 
xat  ävayxaiav  -ypsiav  itap%yjipitva 
irpoQ  XOlfQ  dtOpiffpOUQ-  xtvaQ  ö^ 
dtapiTpo!>Q,  ^  Ttvaq  ä^ovaq  xaXai, 
ktS-^aeiQ  ix  xnüxou  to5  ßtßXioj 
xh  Sk  Tplrov  JzoXXä  xat  napu 
do^a  i)sf)p-!jpaza  ypijat^a  itptiq 
TS  TiÄq  ij'JvMtTziQ  xaiv  arsptüv 
rörctuv   xat  wug 


Fleils,  duichzuaiberten  (weil  ei  so 
bald  al  lujglieh  sich  enchiflen 
wollte)     äonilem  alles  zusammen 

cliieibend     so  nje  e*  mir  einfiel 

dprAbbicht  es  hmteilier  duicli 

zuseLen      Deshalb    gebe    ich  sie 

k  ich  orni  Zeit  hekcmmen  habe 
naih  irni  nach  heiius.  sc  w  e 
ich  aie  veibe^sert  habe  Lud  di 
es  sich  eieignet  hat  dafs  auch 
emige  andere  von  denen  welche 
bei  mirwaren  das  eiste  und /weite 
Buch  eihnltcE  haben  be\oi  pf  ^ei 
bessert  wuide  so  lirfst  Di  Di  h 
n  cht  wundem  wenn  Du  tif  bie 
111  einer  anderen  Fas&ung  tiiffot 

^on  den  acht  Büchern  nun 
enthalten  die  viei  ersten  die  Ele 
mente  (illgememe  Grundlage)  diesei 
Dsciplm  Dis  eihte  von  diesen  ent 
halt  die  Erzeugung  der  diei  kegel 
schnitte  und  der  gegenuberhegenden 
Schnitte  sowie  deren  Hauptei^en 
scliaften  vollstiind  ger  und  tilge 
meinei  behandelt  aK  e'i  von  den 
fruhei  en  dai  gestellt  w  orden  t 
Das  zweite  Buch  behindelt  dis 
jemge  wa5  sich  auf  he  Diul 
messei  und  die  Axen  dei  Schnitte 
bezieht  die  Asymptoten  und  in 
derPs  wis  von  allgemeiner  und 
wesentlichei  Bedeutung  fu  d  e 
Dioiismen  ist  wa&  ichabe  Duich 
messcr  und  was  ich  Axen  nenne 
das  wnst  Du  aus  diesem  Bucl  e 
erfahien  Das  di  tte  Buch  eithaJt 
■viele  und  meikwuilige  llieoieiiie 


y  Google 


Apollor 


Mi 


xai  xazavo-^aavTsq  aoi'siSo/isv  fivj 
aouTcffi/ievov  ötto  EM-siSoo  röv 
im  Tpsig  xai  riaaapaQ  ypoitirnq 
xt'iTtov,  AXXu.  jiüpmv  xh  v)yov  ad- 
Toü ,  xai  Touw  a'jx  sätv^äJQ-  od 
yap  S'jvuTov  ävm  xS>m  ■KpoatupT^- 
piviov  -ijpiv  zsXseatd-^i'ac  rr/f  cuu- 
d-Eaiv.  ro  3k  rirapTov  Ttoaaymq 
lä  Ttüv  xtiii/(ov  ro[iat  d?J.-^iaiS  xs 
xai  rjf  xoü  xüxÄou  izspifspsi^ 
a'jfißdXXouai,  xai  äXXa  ix  nspt 
aoÜ,  all/  odSixepon  ö:r^  tüiu  Tipb 
^pS)v  Y^Ypunrai-  xtbvon  rofiij  ^ 
xijxXou  Ttspiipipzca  xai  ixt  duxi- 
xtipsvat  dvxixsiiiivmq  xam  udaa 
arjptia  a>jpßdXko'jau 


rä  OS  Xunrd  iuxt  Ttspiooma- 
uxixäitspa'  ian  -(dp  rii  [iku  izepi 
iXayiazdiv  xai psytarMv  itzinXinv 
To  3s  Ttspl  latov  xa't  öpoitov  xo- 
pwv  xävoij'  xh  3k  TiMpi  Swpiaxt- 
xföii  '&Eioprjiidx<ov  m  3k  npoßXrij- 
:xmv  dtwpiaiiivtov. 


die  nützlich  sind  fui  die  Synthesis 
urd  den  Diorismus  körperlicher 
Öiter  und  von  denen  die  meisten 
schon  und  neu  smd  Nichdem 
ich  diese  f,elunden  hatte  nahm  ich 
wihi  dar=!  \on  Euklid  die  Svn 
thfsi=!  des  Ortes  /u  diei  und  vier 
Geraden  nicht  gegehen  sei  son 
dem  nui  em  Teil  deiselben  und 
diesei  überdies  nicht  gluckhch 
denn  es  war  nicht  möglich  dafs 
die'äe  Synthe'iis  nchtig  vollendet 
wurde  ohne  das  wa=!  von  mir 
neu  gefunden  ist  Das  vieite  Buch 
lehit  auf  wie  viele  Arten  weh 
KpgeKchnitte  unter  sich  und  mit 
emei  Kreispenpheiie  schneiden  kön 
nen,  und  anderes  mehr,  was  bei- 
des nicht  von  meinen  Vorgängern 
behandelt  ist:  in  wie  viel  Punk- 
ten ein  Kegelschnitt  oder  ein  Kreis 
und  g^enüberliegende  Schnitte  sich 
mit  gegenüberliegenden  Schnitten 
schneiden. 

Die  übrigen  vier  Bücher  ent- 
iialten  weitergehende  Betrachtun- 
gen. Das  fünfte  handelt  nämlich 
ausführlicher  über  Minima  nnd 
Maxima;  das  sechste  über  kon- 
gruente und  ähnliche  K^elschnitte ; 
das  siebente  über  Theoreme,  die 
auf  Diorismen  Bezug  haben;  das 
achte  behandelt  (durch  Diorismen) 
abgegrenzte  Aufgaben  über  Kegel- 
schnitte, 


etc.    Pappus,  Ausgabe  v.  Hultsch,  i 
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o'j  jiY^v  a/J.a 

xfu  TzavTOiV  £Z- 

doMvTOIV    S^StJTt 

rote  :TspiT'jy/rÄ- 

vo'Jüi  xpivtcv  a(j; 

■fi,  ö}Q  äu  aÜTiiiv 

ixaazoQ  aip7jTu.t. 

sdrü/gc. 

Doch,  wenn  alles  dies  heraus- 
jegebea  ist,  können  die  Leser  dar- 
über nach  ilirem  eigenen  Ermessen 
iiteilen.     Leb'  wolil! 


2.    Besondere  Vorrede  zum  zweiten  Buch. 

'A-oAXiöviog  Eiiä-iiitai  yaipsiv.  Ap  lliniu',  gi-ulst  den  Eudemufl 
12  bywhtiQ  lyni  av  xaXwQ  '  Wenn  Du  gesund  bist  ^o  fieut 
xai  aÖT'K  3k  psrpiwq  Myiu.  'AnoX  \  es  mich  mn  selbst  geht  pi  leid 
Imviü'jviv uhtv jiou7':inojifanp6c\\uii  Ich  habe  memen  Sohn  Apol 
as  xop'tO>y~'i  Tii  ÖEÖTspov  ßißXio^  i  lonius  /u  Du  geschickt  um  Du  dis 
tSiv  auvTSTayiAvciv  ^jph  xmvixäsv  zweite  Buch  der  von  mu  veififMen 
Ms}ße  o3v  «drei  imftsXwg,  xac  kegelsehmtte  zu  ubeibringen  Lies 
rote  ä^ioig  ziov  wtoüzmv  xoiva)  dasselbe  nun  soigfaJtig  dnich  und 
vsiv  fitzaSi^oo,  xa't  ^ÜMviSr^q  &,  teile  es  denen  mit  die  verdienen 
o  ystupirfir^i; ,  ?jv  xai  (7ui/£(jt^<t(/ i  dergleichen  kennen  7U  lernen  Und 
aot  in  'E^saiji,  iäv  nors  im  wenn  dei  Geometer  Philomde'- 
ßd.X}.rj  tlQ  wog  xazä  Uipyapov  mit  dem  icli  Dich  m  Ephesii«  be 
Ti'mo'jQf  fisräSoQ  a'jzw-  xai  asau  kaiint  machte  in  die  Gegend  von 
TOÜ  IntpsXoü  ha  byiai'jiiC,.  zb  |  Peigamon  kommen  ■sollte  -^a  leile 
vjyti.  I  es  auch  ihm  mit      Hibe  Acht  auf 

deiie  GeMindheit      Lebe  wchl 


a.    Besondere  Vorrede  zum  vierten  Bueli. 

''AtzoIIui     og   ■{   roAia  /ai'psiy.  ipoU    niu     jriQlst  den  Attdlus 

npÖT  o      n  V  &H&yjxu,  ypd  Bi&hei  liibe  idi  von  den  kegel 

ipa^  TzpoQ,  r^b-qu  v  u  Uspj-a  schnitten  die  ich  in  acht  Büchern 
pYjvhv,  w  ü  jTcxaxueviov  ;^jürw  1  veifafst  habe  die  drei  craten  liei 
Kmvcxüij  'y  xTw  ß  ßXloiQ  zv '  ausgegeben  die  ich  an  Eudemus 
itpüiza  xpia.  ftsTfjkXayözoQ  &  von  Peigamon  genchtet  habe  Di 
^xeivou,  tk  Xonta  Äs^vwziirec  er  ibei  ge--toiben  iit  und  da  ich 
•Kp^n^  ffs  ypdtliai,  Siä  rh  fdoTi  I beschlossen  habe  de  ubiigen  an 
/isia^cä  (TS  fiszaXimßävscv  ra  i  Dich  zu  senden  wpi!  Du  den 
üf'  ij/iiäv  npayuartoöiisva,  tzs  j  Wunsch  hast  meine  Schriften  kei 
TTÖ/Afa/ieu  £7ti    zoij    izapövzoq  (Tö!  |  neu  zu  lernen    '!0  'iehicke  ich  Du 
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Tfl    TSTapTOI/.     TiSptS^it     oä     T 

xarä  Tzhöa  arjiAsia  T^Xsioza 
vardv  kavt  rag  raiu  xäiuait'  wfiäQ 
d.kkrp.aiQ  ts  xai  rfj  roh  xüxXou 
nsfnfBps'ca  aofißdXksfu,  kdv  Tusp 
fiYj  Slat  kii'c  (iXaq  ifapiiöZ<oaiv 
sn  xiövou  'vopyj  xac  xüx^o'j  nspt- 
ip^psia  TaiQ  dvTiXBipAvatc,  xaxü 
7:60a  atjiisia  TzXmffta  aopßdl- 
loaat  xat  itc  dvTixsipsvat  dun- 
xsipivatQ'  xfxi  kxzoQ  toütiuv  u).Xa 
odx  dUyo-  opoia  wüvotQ.    toÖtw)i 

^£    Tl>    pkv    TTpOSipT^flivon    KlIVWl- 

h  ^äiiiOQ  ici/fy^xs  npiiq  Bpo.au- 
Satav,  i)dx  dp&äi;  iv  rati;  dno- 
dsi$£aiv  dvaavpafsig-  dm  xat 
psTpiroQ  a'hou  dvft^^am  Ncxo- 
tiP.^Q  ö  Kupr^vmaQ.  -jtsp'i  dl  wü 
äsotipfi'j  fiVEtav  iwvov  Ttsi^ütTjzat 
h  NtxoziX.yjii  iw  t^  T^phq  rdv  K6- 
viova  d.vTtYpa^fj,  äg  duuapivou 
Ssi^d^wxt'  dsixvupevtp  Sk  otSis 
Ott'  aMnu  m'htp,  oSS-'  bn'  u).Xoü 
nvhq  Ivzsvjya^tv .  zh  piv  mt 
Tpirov,  xai  zä  uXXa  rd  fipoY^vrj 
tovTOiq,  d-Klwg  hnh  a^dsvhg  vs- 
yn-qpha  s.5prjxu.  Ttduza  ^k  rä 
X.Eyßhza,  'laoiQ  oüx  ivzszü/a, 
TTollätv  xat  mitxlXüjv  7:poatdstro 
$sv'.0''VTa>i'  dswprjpdztav  S)v  za 
pkv  Ttlsiaza.  z'jyydviä  kv  toIq  Tcpäi- 
TOiQ  zpta'i  ßißÄloig  ixTS&sixc'og,  zd 
Sk  Xoma  hj  zoüzip.  TaÄJva  äs 
ÜswpTjdsvza  /ptiav  ixav^v  Tiapi- 
yszai  npÖQ  zs  rdQ  nuw  TipoßXvj- 
pdztov  auvMasiQ  xat  znhq  dto- 
ptrrpo-Ji. 


jetzt  das  MS  te  Die';  Bu  li  zeigt  m 
tvieviel  Punkten  hoch^eiis  Kegel 
schnitte  sich  untei  einaoJei  odei 
mit  einer  Kiei&peiirheiie  lohneiden 
können  ohne  g-niz  zu«ammeu/!i 
fallen  fpinei  in  wieviel  PiiEkten 
lijdi  teiib  ein  Kegel  "schnitt  und  ene 
Kl  ei^penphei  le  gegeniiberhegende 
Schnitte  schneiden  oder  zwei  ge 
getmbei  liegende  Schnitte  zwei  n 
deie  und  lufserdem  eme  Rehe 
von  ähnlichen  Dingen  Übei  den 
(r  ten  \on  die«en  Gegen-Jtanden  li  il 
Konon  von  Simus  an  Thiisjdan 
geschr  ehen  ohne  mde=!sen  die  Be 
weise  iichtig  duichzufuhien  wes 
halb  Nikoteleb  von  Kyrene  ihn 
mt  Retht  angp^iFffii  hat  Deü 
7\veten  Gegenstmd  hat  Nikotele'^ 
in  SHiner  Schrift  gegen  Konon  n  11 
erwähnt  ak  etwas  das  sich  be 
weisen  lasse  ich  h'ibe  es  ibei 
wedei  \on  ihm  nach  von  jennnd 
andeis  bewiesen  ge  ehen  Dei 
dritte  und  die  nbiigen  damit  lei 
wandten  "<  nd  boviel  ich  gefunden 
hibe  nberhaupt  niemindem  in  den 
Sinn  gekommen  Alles,  das  ei 
waluite  soweit  ich  es  mcht  \oi 
andeien  bewiesen  gefunden  habe 
verlangt  viele  und  ^  erschiedene  neue 
Theoieme ,  die  meisten  von  dicen 
habe  ich  m  den  diei  er'.ten  Bu 
chem  daigestellt,  den  Rest  in  dit 
Die  Betrachtung  der'^elben 
gpwähi-t  dher  einen  mcht  genügen 
Nutzen  tui  die  Syntheyi  und  dm 
Dioiismu-.  \oii  Aulgaben 
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NtxoTsh/g  fih  ykp,  Ivsxa  r^e  1  L\\&\  eikläit  Isikoteles  wegeD 
nph<i  ~ov  Kövwva  dtatpopäq;  (j'3-  semes  Streites  mit  Konon  dafs 
dsfiiav  ix  räv  (ikii  toS  Kövwvog  nichts  von  dem  was  Konon  ge 
süpyj/iivüiv  sli;  toI>q  ^mpta/toäg  \  SnuAen  habe  \fn  Nutzen  lur  den 
iprjaiv  ^p^sa&ac /psiav,  o'ix  dÄ^&^  ITlionsmab  sei  abei  das  ist  nicht 
ÄsyMV,  xa'i  }-äp  si  ßXa>i;  awey  |  richtig  denn  w«in  mm  auch  ganz 
mÜTO»  d'JVUTac  xatä  TOi)g  ämpcff-  ^  ohne  dieses  Dion&men  geben  kann 
poiig  ä:zoSlSoaäai,  äUä  TOi  j-s  Si' \so  wnd  duch  viele«  leicht«  mit 
aiir&v  iuri  xatavotvj  TCpo^scpö-l  dessen  Hülfe  begnffen  z  B  d-xh 
Tspov  ivta-  liiov  Hn  7:l£ova.yß>z.ea\e  Aufgabe  mehrere  Lesungen 
yj  ToaauTfiyJäfi  ftv  j'svoczo,  xcu'hat  mid  we  \iele  oder  diK  sie 
Tzälcf  ort  oöx  S.V  y^votzo.  ij  3h  \  gai  kPiiie  hat  Eine  solche  Voihei 
rncaÜTTj  Ttpiiyvaxnq  Ixavijv  dfj«/)- i bestimmung  gewahrt  einen  lecht 
/cjv  auußdXhzat  JzpfiQ  tüq  C'^-  \  guten  Aubgai^spunkt  für  die  Unter 
T^asiQ-  xac  rtpoq  zuq  (^Vß,ifi(T£(C  I  suchungen  und  fui  die  Analysis  dei 
Töti'  SiopKJpäiv  so^pfjava.  za  Öew- j  Dionsmen  sind  die&e  Theoieme 
p^jp-azd  iazt  zaüva.  ymp'i^  3k  z^g  \  sehi  nutzhch  Abet  auch  abge 
mca>JTr/Q  söypyjuzlaQ ,   xai  Sü  «ö- 1  sehen  von  diesem  Nutzen  s 


zäq  zäq  dnodd^siQ 
äTz'oäoy^Q'  xal  yäp  äXXa  TroXXä 
zmv  iv  Tois  /ia(f^uaat  3tä  ZfiÖzo, 
xac  o'}  di'  äfj.i)  ZI,  d.TZoätyJiiit&a. 


der  Beweise  selbst  negen  wuiJig 
autgenommen  zu  w  ei  den  Denn 
wii  pflegen  vieles  indere  allein 
aus  diesem  Grunde  m  der  Mathe 
matik  mit  anzufühlen 


4.    Besondere  Vorrede  zum  fünften  Buche.') 

Apollonius  giüfst  den  Attalus. 
hl  diesem  fünften  Buche  habe  ich  Sätze  über  Maslma  und 
Minima  niedergeschrieben.  Man  mufs  aber  wissen,  dal's  diejenigen 
welche  voi-  mir  oder  zu  meiner  Zeit  lebten,  sich  mit  der  Lehre  von 
den  Minimis  nur  oberflächlich  befafst  haben;  deshalb  haben  sie 
nur  bewiesen,  welche  geraden  Linien  Kegelschnitte  berühren,  und 
umgekehrt,  welche  Eigenschaften  ihnen  zukommen,  weil  sie  Tangenten 
der  Kegelschnitte  sind.    Hierüber  habe  ich  im  ersten  Buche  gesprochen. 


')  Die  letzten  drei  "Vorreden  nach  dev  von  Haüey  gegeljenen  laleinisthen 
Obersetznng  tles  arabischen  Textes. 
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mit  liibf  ich  bei  dei  Ent Wickelung  die  Lchie  \on  den  Mmnni^  aub 
ge^chlos  m  Ich  hatte  alei  bescblo'Jsen  in  den  Beweisen  hieiiui 
deselbe  Reiheufolge  zu  befahlen  die  idi  in  den  vorangeschiekten 
Elementen  dei  äiei  kegelsthnitle  inneRelwlten  habe  nt  icli  le  \ut 
einen  beliebige]!  Duichme&sti  be?off  da  dieieii  abei  luuihliKe  Eigen 
Schäften  zukommen  so  habe  ifh  fui  jetzt  nui  ^u  zeigen  \ersucht 
wie  die  Sache  ^ich  veihalt  m  1  Rücksicht  aul  die  Axen  odei  die 
Hauptdurchmessei  Abei  diese  Satze  ubei  Minima  habe  ich  sehi 
genau  in  ihie  Kk&&en  eu^eteilt  und  untei  schieden  und  diesen  habe 
irh  die  S^t^e  hinzugefiigt  welclie  sich  Auf  die  oben  erwähnte  Lehie 
\cn  den  Maximis  beziehen  Denn  dies  i^t  für  diejenigen  welche 
die^e  Wssensdiaft  itudieien  be&onders  notwendig  sowohl  fui  die 
Einteilung  und  den  Dionsmus  dei  Aufgaben  als  auch  tui  ihre  '^yn 
theais  und  auf&erdem  geholt  diese  Sache  7U  denen  welche  tu  iin  1 
füi  bich  enei  Bedachl  ing  würii^  Schemen      Lei     n  hl 

5.  Besondere  Vorrede  zum  sechsten  Buch. 

Apollonius  gi'üist  den  Attalus. 
kl  ^ende  Du  das  sechste  Buch  ubei  die  Kegelsi linitlf  wfl 
ilieb  "iitie  iiher  Kongiuenz  und  Ähnlichkeit  von  Kegelschnitten  und 
Segmenten  von  Kegelst  hiiitten  enthalt  wie  luch  einiges  andere  was 
von  meinen  Voig^ingein  nicht  behandelt  ist  Denn  im  besondeien 
wirst  Du  m  die-sem  Buche  finden  \vie  ein  Kegelschnitt  der  einem 
gegebenen  kor^uent  ist  durch  einen  Schnitt  in  eraeni  geraden  Kegel 
her voi gebracht  werden  mufs  und  wie  ein  geiader  Kegel  der  einem 
gegebenen  K^el  äJinhch  isl  kDustiiiiert  werden  mufs  damit  ei  emen 
gegebenen  K^el&chnitt  enthalte  Dies  habe  ich  etwas  voUstandigei 
und  klarer  behandelt  ils  dielenden  die  voi  niii  daiubei  geschrifben 
Inl    n      Lei     w  hl 

6.  Besondere  Vorrede  zum  siebenten  Buch. 

Apollonius  grüfst  den  Attaliis. 

Hiermit  sende  ich  Dir  das  siebente  Bach  übei'  die  Kegelschnitte. 
In  diesem  Buch  sind  sehr  viele  neue  Sätze  enthalten,  die  sich  auf  die 
Durchmesser    der  K^elschnitte   und    die   Aber   ihnen   beschriebenen 
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Figuren  beziehen;  alle  diese  gewäliren  ihren  Nutzen  hei  vielen  Auten 
von  Aufgaben,  namentlich  Jiei  den  Diorismeii  derselhen.  Hierfür  findet 
man  mehrere  Beispiele ')  in  den  {durch  Diorismeh)  abgegi-enzten  Auf- 
gaben über  Kegelsclmitle ,  dae  ich  im  achten  Buche  gelöst  und  be- 
wiesen habe;  dies  achte  Buch  bildet  gleichsam  einen  Anhang,  und 
ich  werde  dafür  sorgen,  dafs  eü  Dir  so  bald  wie  möglich  zugeht. 
Leb'  wohl. 


Auliaug'  IL 

Pappus'  Mitteilungen")  über  Apolloiiius  8  Bücher  über 
die  Kegelscluiitte. 


,  Tk  E'iyJ.dSo'j  ßißlia  ^  zw-  Indem  li  Euklids  mci  BlicIici 
vtxiö'j  jizoHmvtoQ  dva^Xyjptöaai;  ,\}be:i  Kegekchmtte  yeivoll&t  mdigte 
xac  npoaffsis  izspa  d"  napidtoxsv  '  und  \ier  andere  hmzutugte  hefeite 
7j  xaivtxmu  TS'j/yj.  'ApiaxaiOQ  ds,  |  Apollomus  acht  Bnchei  ubei  Kegel 
^'Syiypaifs  TU.  pi^pc  voüvw  äva-\Bc\a.\iiie  AiistdUö  dei  die  norh 
dtSöpsva  (JTSpswv  Ti'iTraDJ  rsö^  i  \eibieittten  fmif  Bücher  übei  koi 
iT'jVB-(^  Tiiii;  xaivixotQ,  ixähc  [xat\psi\u.'he  Oiter  im  Anschluf-^  an 
ol  jvpö  'JnoPJ.wAouJ  xStv  Tptiöv  die  k^elsehmtte  geschrieben  hat 
xiuvtxwv  ypappaiv  r;jv  p&v  ^^o- j  bitte  [nie  die  Voiganger  de«  Apol 
Ymvio'j,  T/jv  Sk  dpäoytoviou ,  r^w  j  loniui]  von  den  diei  tonischen 
dk  äpßXoycoyioü  xtivoo  zop-^v.  '■  Linien  die  eine  Sclimtt  des  spitz 
iTTzc  ^'  iy  ixdavffj  -zmv  t^küv  !  winkligen  die  zweite  Schnitt  des 
TO'jTtov    xmixijv    dcaföp(oQ    rs/fwij- 1  recht«  nkl  t,en      die    di  tte   Sri  mtt 


')  In  Hallej''&  Ausgabe  steht  plwa  Vergl  die  Anmerkung  S  404 
')  Im  ganzen  folge  ich  hier  der  Ausgabe  \on  HuH?ch  S  672— &7S  D  e 
in  Eckkhmmera  f]  eingeschlossenen  Steilen  halt  Hultsch  füi  zweifel- 
haft im  wesentlichen  wohl  wegen  dei  Schnieiigkeiten,  welche  sie  dar- 
bieten Indessen  fallen  einige  lon  diesen  Schw  lengkeiten  fort  durch 
die  Änderungen  nud  Erkliningen  die  mir  Dr  Heiberg  bereitwilligst 
mitgeteilt  hat  und  denen  ich  m  meiner  Übersetzung  gefolgt  bin. 
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StanoprjtraQ ,  ioq  faivsvai,  'AtzoX- 
Xciivws,  zl  d'^yioTs  aTtoxXTjpäiaavxtq 
o't  7:ph  adwu  7jv  ftsv  kxdÄoov 
A^'jycono'j  xwvoi>  wi^r/v  duvapi- 
vfjv  xdi  dp&oYfuvlou  xat  äpßhj- 
yofAoij  slvat,  yjv  dz  dp&oymviou 
etuui  Suvapivr/V  a^oywviou  re  xai 
dpßXoywAou,  T^vdk  dpßluytovio'j 
3'jvafiivrjV  sivat  d^'jyojvio'j  rs  xai 
dpl^oyojviou,  psvaS-siq  m  dvöjiaza 
xrilü  TT^v  pkn  ä^ayiovcoü  xaXou- 
pivTjv  iX/.stiptv,  rvjv  Sk  dp&oyo)- 
viou  TzapaßoXijV,  tyjv  Sk  äpßX'j- 
yrnvlou  unspßoXijv,  kxdazyjv  <kn6 
ztvoq  iäio'j  aupßsßTjxözoQ.  ^luplou 
ydp  Vi  Ttapd  uva  ypappij\j  izapa- 
ßaXMipsvov  kv  pkv  Tfj  dguywuloü 
xwvo'j  ropij  sXXsiTzov  yivstai  ts- 
rpayiiiiJa),  iw  8k  zfj  äpßX'jytoviou 
fmspßäXXny  rszpaywv<p,  iv  ds  zfj 
ap'&oyeovioD  oÜts  iXXttTTov  od&' 
bitspßdXXov. 


des  stumpf«  iiikl  gen  RegeU  f,t 
narnit  Di  aber  in  jedei  i  \  oi 
diesen  Irei  Kegeln  je  nach  der 
\it  wie  se  geschnitten  weilen 
die  dre  Limen  vorkommen  so  \er 
mochte  Apollonius  wie  e  =iclient 
nicht  ra  ei  kennen  nach  «picliem 
EmtPi]  ing'spnncjp  seine  \oTganger 
die  eine  bchnitt  def  'ipitzwmkl  gen 
Kegels  genannt  hatten  waliend 
sie  mdi  \n  dem  leuhtwinkl  gpn 
und  stumpfwinkligen  gelimdeni^ei 
den  koni  te  die  andere  behnitt  des 
rechtw nkligen  wählend  «e  ai  1 
an  itm  sj  tzwinkligen  und  ikimpf 
winUigen  gefinlen  weiden  konnte 
die  drittp  endlich  Schnitt  des  sti  rapi 
winkhgen  Kegels  wählend  sie  auch 
in  dtm  spitzwinkligen  und  rpcht 
winkligen  Ke^el  gefunden  werden 
konnte  Deshalb  veiandeite  ei  die 
Namen  und  nannte  die  Linie  wel 
che  Schmtt  des  spitzwinkligen  ke 
gelölnefs  Ellipse  diejenige  welche 
Schnitt  des  lechtw  mkligen  Kegels 
hiefs  Paiabel  unddiejenge  wel 
che  Schnitt  des  ftumpi winkhgen 
Kegels  hiels  Hyperbel  jede  nieh 
eine  he  DndeienEi^en&chift  Denn 
wenn  enRechteck  an  eine  gewisse 
Line  ingelegt  wud  so  wnd  ts 
beim  Schnitt  dei  spit?^  rkl  gen  Kp 
ficlf  um  em  Qu^d'at  z  klen  ei 
{■^XXsfK'iv) ,  bei  dem  des  st  i  f 
wmkligen  um  ein  Quadrat  z  giots 
sein  {^TtepßdXXe  v)  nd  1  e  den 
des   rechtvTinkligen       rd  d  i   an 
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